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PREFAZIONE 


Questo volume ha il proposito di presentare in maniera organica gli argomenti che 
Autore è solito svolgere nel suo corso di « Istituzioni di Fisica Teorica» presso l' Uni- 
versità di Milano. Esso costituisce una versione riveduta, lievemente ampliata ma inaltera- 
a nella sua sostanza, delle « dispense » litografate già în uso presso gli studenti del III 
anno di Fisica. 

Naturalmente la scelta degli argomenti trattati e il modo stesso con cni essi sono 


esposti sono in relazione con il contenuto degli altri corsi che attualmente vengono svolti 
per la laurea in Fisica nell'Università di Milano. 
La materia è suddivisa in tre Parti: 


a) Richiami e complementi di Fisica classica, 
b) Cenni sulla teoria della Relatività ristretta, 
c) Meccanica quantistica. 


La prima parte ha soprattutto lo scopo di gettare nn ponte tra quanto viene di norma 
presentato agli studenti nei Corsi del primo biennio ( Fisica Generale e Meccanica Razionale) 
e le nozioni indispensabili per la comprensione dei fondamenti della teoria quantistica, che 
costituisce l’argomento più importante del volume. Tale parte è completata da una breve 
esposizione della Meccanica statistica classica. 

Nella seconda parte è trattata, in maniera organica anche se piuttosto sommaria, la 
teoria della Relatività ristretta, cercando di metterne în rilievo il contenuto fisico e illustran- 
done alcune importanti applicazioni alla fisica atomica e nucleare. 

Infine la terza parte, la più estesa, costituisce una esposizione elementare della teoria 
quantistica non relativistica con applicazioni a vari problemi pa di preminente interesse 
nello studio della fisica atomica e nucleare. 


L’ultimo capitolo di questa parte è dedicato all’esposizione dei fondamenti, dei metodi 
e delle applicazioni della statistica quantistica. 

Nella trattazione dei vari argomenti si presuppongono note quelle nozioni di mate- 
matica (in particolare la teoria degli operatori lineari e degli spazi bilbertiani) che costi- 
tuiscono presso l’Università di Milano (e in generale anche nelle altre Università italiane) 
l’oggetto del Corso di « Metodi matematici della Fisica » e dei quali esistono anche în lingua 
italiana degli ottimi testi, come ad es. quello del prof. F. G. Tricomi « Istituzioni di 
Analisi superiore (Metodi matematici della Fisica)» (Ed. Gheroni e C. Torino, 1962). 


VIII PREFAZIONE 

Ad ogni modo, per facilitare lo studente o il lettore, viene fatto, quando necessario, 
esplicito richiamo a detti testi. Solo di qualche argomento (come ad es. Autodifferenziali, 
Equazioni differenziali del 2° ordine) si è preferito dare mn’esposizione sommaria în 
apposite Appendici ai vari Capitoli del libro, tenuto conto dell’interesse immediato e del- 
la loro diretta utilità agli effetti di una più facile comprensione della materia esposta 
nel nostro volume. 

Naturalmente sono stati esclusi quegli argomenti di Teoria quantistica (quali la 
Meccanica ondulatoria relativistica e la Teoria dei campi) che vengono trattati, almeno 
presso l’Università di Milano, nel corso di « Fisica Teorica » dell’anno successivo. 


Va tenuto presente che il corso di « Istituzioni di Fisica Teorica» è completato 
da una serie numerosa di esercitazioni in cui vengono illustrati e risolti esercizi e problemi 


che non sono stati riportati în questo volume. 
L’ Autore è grato ai suoi assistenti, prof. E. Montaldi, dr. L. Lang e dr. O. De 


Barbieri, per la collaborazione da loro prestata nella redazione di alcune parti. 


Milano, Università, novembre 1965. 
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PARTE PRIMA 


RICHIAMI E COMPLEMENTI 
DI FISICA CLASSICA 


CaprrroLo I 


RICHIAMI DI MECCANICA ANALITICA 


$ 1. - Equazioni della dinamica di un sistema di punti materiali. 


È noto che un sistema di N punti materiali, non legati da nessun vincolo 
e sottoposti all’azione di forze qualsiasi, ubbidisce alle equazioni di Newton: 


MX; = Xi 
(1) M1;Î;= Yi (= ds Z, . sN) 
mii= Zi 


dove 7; è la massa della i-esima particella, di coordinate cartesiane x; Y; % 
e sulla quale agisce la forza complessiva F; di componenti cartesiane X,, Y;, Z; 
generalmente funzioni delle coordinate dei punti materiali, delle loro derivate 
rispetto al tempo di ordine qualsiasi e del tempo stesso. 

Tali equazioni si possono scrivere in forma particolarmente adatta per le 
considerazioni che intendiamo fare, introducendo alcune definizioni del resto 
assai familiari. Definiamo anzitutto l’energia cinetica del sistema (in coordinate 
cartesiane) mediante la grandezza: 


N 


(Q) T=Em(H+%) +. + 3 (E FA49T+-ZR) = è Di MAI) 


Ci limiteremo per ora ad una particolare classe di sistemi dinamici per i 
quali è possibile definire un’altra grandezza, la funzione potenziale o potenziale 
U, che riterremo in generale funzione delle coordinate x1, Y1 Xu <-- Xw3IN> ZN 
e del tempo # e tale che le componenti della forza che agisce su un punto 
generico siano uguali alle derivate parziali della funzione potenziale cam- 
biata di segno (e cioè con il segno —*)) rispetto alle coordinate della 


*) È bene precisare che noi ci uniformiamo alla corrente letteratura anglosassone, ormai 
assai diffusa, definendo come potenziale o funzione potenziale lo scalare il cui gradiente cam- 
biato di segno dà la forza (definizione che ci induce a identificare U con l’energia potenziale 


nel caso di forze puramente posizionali), mentre in meccanica razionale si denota, di regola, 
come potenziale la grandezza U=—U. 
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particella, cioè: 


(3) 


Per le ordinarie forze meccaniche dipendenti solo dalla posizione e per 
quelle elettrostatiche è in generale possibile trovare una funzione U del tipo 
suddetto. Nel caso delle forze elettromagnetiche, che dipendono dalla velocità 
dei punti materiali, la definizione da noi data di potenziale deve essere invece 
opportunamente generalizzata: ci occuperemo più avanti di tale generaliz- 


zazione. 
Con le definizioni precedenti, le equazioni di Newton diventano: 


d èT dU 

Le ici 

dt dx; dx; 

d òèT dU 

SE = 0 beh. cata 
a dv di ‘ tà 


d èT dU 
pn sat 
di d&; d%i 


$ 2. - Equazioni del moto in forma lagrangiana. 


Le equazioni precedenti sono valide solo in coordinate cartesiane; allo 
scopo di metterle sotto una forma valida in qualsiasi sistema di coordinate, 
introduciamo ora la funzione lagrangiana L, definita come differenza fra la energia 
cinetica ed il potenziale: | 


L= Lx,» Zi «°-° XN> JN: N; Xx Ju Zu "e. Xx» x Zy; })= 


(5) I(0.. di era 
= TX Ju Zoo Pe Xn Jno Fn) — Ul Jo Ro è xy Jo Zi È). 


Si noti che essendo, in coordinate cartesiane, 7 funzione delle sole velocità 
dei sii è materiali — cioè delle derivate prime delle coordinate rispetto al tempo 
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— e U funzione solo di dette coordinate oltrechè del tempo, le equazioni (4) 
si possono scrivere: 


d LE dL 
dan 
di dx; Òx, 
d èdL dL 
(6) dA, 
dt ÒJ; Ò7; 
d èL OLO 0 
di ds; dg 


Sono queste le equazioni di Lagrange: la loro importanza consiste nel fatto 
che, sotto condizioni assai poco restrittive, esse mantengono inalterata la loro 
| forma anche facendo uso, anzichè di coordinate cartesiane, di coordinate qual- 
siasi. Scegliamo infatti un sistema qualsiasi di 3/V coordinate g.(k= 1,2,..., 
3ÎV), dette coordinate lagrangiane, che supporremo sempre indipendenti fra loro 
ed in numero sufficiente a determinare completamente la posizione di tutti i 
punti materiali del sistema; esisterà allora in generale un sistema di 3/V equazioni, 
dette equazioni di trasformazione, che legano le nuove 3 coordinate g, al sistema 
di coordinate cartesiane x;, Yi Zi 


xi=f(40 do 3 dan) 
(7) Hi = Lin Ga mici dsx) (= ki Z, *esg IN) 
%i 3 VECEA Gar <<-s Fan) - 


Le funzioni f;, £;, #; possono essere funzioni di ciascuna delle 3/V nuove 
coordinate 4,, cosicchè non è necessario che queste nuove variabili si possano 
separare in gruppi di funzioni delle sole coordinate di alcuni particolari punti. 

Supponiamo inoltre il determinante funzionale 


In base a noti teoremi sulle derivate parziali è possibile trasformare le deri- 
vate di una serie di variabili in quelle dell’altra serie; infatti, ad esempio, si ha: 


dx; i dx; 44, dx; da, Òx; dqsy _ S dia, 
8) fp dg, di dda di O a di ag sp 


Questa formula stabilisce la relazione che intercorre fra una componente 
cartesiana della velocità di un punto del sistema e le derivate temporali delle 
nuove coordinate g;. Relazioni analoghe valgono naturalmente anche per le 
altre componenti j; e %; della velocità di un punto qualsiasi. Le grandezze dj, 
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per analogia formale con le x;, };, %; sono chiamate velocità lagrangiane, anche 
se esse non hanno necessariamente le dimensioni di una lunghezza divisa per 


un tempo (ciò perchè, ad esempio, g; può essere un angolo). 
Tenendo presente la regola di trasformazione delle derivate parziali, si ha: 


0) dU dU dx; dU è no _ DU èd%y a 
Òg; na dx, 0g; Vi Ò4; d%x 0g; 


N dU èx; dU bd; dU èdg; 
--L(T aL )= 0;. 
T'\ dx; dg; di Òg; di dI; 


Poichè le Q; sono date da espressioni che dipendono da U e dalle g; nello 
stesso modo che le componenti cartesiane X;, Y;, Z; della forza F, dipendono 
da U e dalle coordinate cartesiane x;, };, £;, esse vengono chiamate componenti 
lagrangiane della forza. Osserviamo che, come le g; non hanno necessariamente . 
le dimensioni di una lunghezza, così le | 


non hanno necessariamente le dimensioni di una forza; ogni termine (;dg; deve 
invece avere le dimensioni di un lavoro. In modo del tutto analogo al calcolo 


precedente, si ha pure: 


dT XdT è, dI ùj èdT dg; 
> È CAME) 


nd i 

Siamo ora in grado di mostrare che le equazioni del moto in forma lagran- 

giana (6) sono valide per qualsiasi scelta del sistema di coordinate. Per provare 

ciò operiamo una trasformazione di coordinate nelle equazioni (4) equivalenti 

x; òJ; 
Ò 


Va dx; dd i d ò%i dg; 


alle (6). A tale scopo moltiplichiamo le (4) rispettivamente per 
ù%i . 
e per —-; si ha così: 
dg; 
dx; d èT dU dx; 
Òg; dt Xx; OX; dg; 
i POE a DI 
dg; di Òj; ÒY; Òg; 
òg; di èg; Ò%i dg; 
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Sommando tutte le N terne di equazioni tra di loro, si ottiene: 


ci) $ ox; d èT_ di d èdT. da, d dT dU 
‘| dg; di dx; dg, di dj, da; di dg; 


dove si è tenuto conto della relazione (9). Allo scopo di semplificare l’espressione 
che compare nella prima sommatoria, notiamo la seguente proprietà, che si ot- 
tiene differenziando un prodotto: 


dia) dx; d dèT_ d (dT dx; \_:::dT d òdx; 
ig: Òg; dt dx; ° di dsc; dg; òXx:; di Òg; ” 
Dalla (8), che si può scrivere: 
di di, 
iTÀ iag; li” 


de; dx; 
Òg; dg; * 


| inoltre, potendosi cambiare l’ordine con cui si eseguono le derivate rispetta 
ad una g; ed a una 4, vediamo che: 


d dx; iL ò dx; Pe ò ica. DÒ TIFRI 
di dgi Zi dr ( aL dg; ( di 


> 4 


n 


Tenendo conto della (12) e delle ultime due relazioni scritte, la (11) si può 
scrivere: 


x (d fi dx; 4 3T_ di IT Ru) 
di \ dx, dd dii dî, dd dd; 
“è ji dI dé dU 
ua di Vi +30 
dx; Òg; ò)i 04; Oi 04; 


DI 
1 


che in conseguenza del teorema delle derivate composte — cfr. ad esempio la 
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(10) — si riduce alla: 
d èT  èd0T. dU 


di dà; Òg; dg; 


Naturalmente si hanno 3 N equazioni di questo tipo per il fatto che l’indice 


j può assumere i valori 1,2, «& 3M 
Introducendo la funzione lagrangiana definita dalla: 


LG; CIA Î)= I (4; G)— U(g;, 7) 


(dove per semplicità si è scritto g; anzichè 41, 9» --- 9sw, € analogamente per 
dj) le equazioni precedenti assumono la forma più sintetica: 


(13) rire SR (= 1,2, ..., 3N) 


Queste equazioni, in numero di 3, costituiscono le equazioni del moto- 
in forma lagrangiana: il metodo col quale sono state dedotte assicura che esse 
sono indipendenti dal sistema di coordinate assunto. 


$ 3. - Equazioni di Lagrange per un sistema olonomo. 


Le considerazioni precedenti si riferiscono ad un sistema di punti materiali, 
non sottoposti ad alcun vincolo. In generale però nello studio dei problemi di 
dinamica si ha a che fare con sistemi di punti, le cui coordinate x;, Yi, Zi (F= 
1,2, ..., /V) sono legate fra loro ed eventualmente al tempo da un certo numero 
di relazioni, che costituiscono i vincoli o legami. Particolare importanza pre- 
sentano quei sistemi i cui vincoli sono rappresentabili analiticamente da un certo 
numero p di relazioni indipendenti in termini finiti. Sistemi siffatti si dicono 
olonomi. In questo caso il numero di coordinate scelte deve essere per lo meno 
sufficiente a specificare completamente la configurazione del sistema; anzi in 
pratica è conveniente che tale numero sia proprio il minimo possibile, cioè 
f= 3N— p. Il numero (positivo) f prende il nome di wuzero dei gradi di libertà 
del sistema. Ricordiamo dalla Meccanica Razionale che le equazioni del moto 
di un sistema olonomo qualsiasi possono sempre essere messe sotto la forma 
lagrangiana (13), purchè si descriva tale sistema per mezzo di f coordinate (dette 
ancora coordinate lagrangiane), caratterizzate dal fatto che, se a esse si assegnano 
valori arbitrari, si ottiene una configurazione possibile del sistema. Naturalmen- 
te in questo caso le equazioni (13) saranno in numero pari a quello dei gradi di 
libertà del sistema (j= 1, 2, ..., f). È poi evidente che anche per un sistema 
olonomo le equazioni di Lagrange godranno delle proprietà di invarianza di- 
mostrate al paragrafo precedente. 
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Esercizio, — Applicazione delle equazioni di Lagrange allo studio del pendolo composto. 


Chiamasi pendolo composto un solido qualunque sollecitato soltanto dal pro- 
prio peso P e girevole attorno ad un asse s orizzontale, detto asse di sospensione. Il si- 
stema è a un sol grado di libertà, bastando un sol parametro a fissarne la posizione: 
si potrà ad esempio scegliere l’angolo + che il piano passante per l’asse di sospensione 
e per il baricentro G del pendolo forma con il piano verticale passante per lo stesso 
asse di sospensione. Per maggior comprensione (fig. 1) facciamo una sezione del pen- 
dolo con un piano normale all’asse s e passante per il punto G. Il punto in cui questo 


piano sega l’asse s si indicherà con S e si chiamerà centro di sospensione. Porremo poi 
SG=r. 


Fig. 1 - Pendolo composto. 


‘Trattandosi di un sistema a un grado di libertà, avremo una sola equazione di 
Lagrange (9 è la coordinata lagrangiana): 


(14) ni ri 


_ — n * 
Essendo la forza peso P = wg diretta lungo la verticale, che assumeremo come 
asse 2, applicata al baricentro G di quota % (contata a partire dal punto S) avremo: 


u--| Pdz = — mg = — #igr così. 


D'altra parte, denotando con / il momento d’inerzia del pendolo rispetto all'asse 
s, avremo per l’energia cinetica: 


T=}I8°. 
Si ha quindi: 
L=T_-U=}18°+ wgr così. 
L’equazione (14) diventa perciò: 


IS + sgr send = 0 


PARTE PRIMA - COMPLEMENTI DI FISICA CLASSICA 


10 
la quale, se si pone: 
rc, 
si presenta sotto la forma: 
$=- È send. 


)uesta equazione è identica a quella che régge il moto di un pendolo semplice di 
lunghezza /. È per questa ragione che / si chiama /unghezza ridotta del pendolo composto. 


4. - Equazioni del moto in forma hamiltoniana. 


Riferendosi a coordinate cartesiane si usa talvolta chiamare momento cine- 
tico di una massa puntiforme 7 relativo ad una direzione x, la componente 
secondo x, della sua quantità di moto: cioè la grandezza px = #%,.. Nel caso 
che la massa mobile sia sottoposta a forze che derivano da una furizione poten- 
ziale U la quale non dipenda — come sino ad ota si è sempre supposto — dal- 
le derivate temporali delle sue coordinate di posizione, potteme. scrivere: 


d7T dL 


deg dae 


Pa = 


Generalizzeremo questo concetto definendo come momento generalizzato, 
coniugato ad una coordinata lagrangiana g, di un generico sistema olonomo, 


la grandezza: 
dL 
(15) Da = ; 


Con questa posizione le equazioni (13) di Lagrange assumono la forma: 


(16) ea Ge1L% af 
òdk 
Ciò significa che le equazioni della dinamica per un sistema olonomo, sog- 
getto all’azione di forze derivanti da potenziale, si possono esprimere mediante 
il sistema di 2 f equazioni differenziali del primo ordine — costituito dalle equa- 
zioni (15) e (16) — equivalente al sistema (13) di f equazioni differenziali del 
secondo ordine. Risolvendo le equazioni (15) rispetto alle $, e sostituendo poi 
le espressioni di g, = gx(d, 4), che così si ottengono, nel gruppo di equazioni 
(16), si arriverà a un sistema di 2 f equazioni nelle f coordinate g, e negli f mo- 


menti py. 
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Come ha mostrato Hamilton, queste equazioni possono mettersi sotto una 
forma particolarmente semplice ricorrendo all’introduzione di un’opportuna 
funzione (gx, py, #) delle coordinate lagrangiane 4,, dei rispettivi momenti 
d4 e del tempo 7, detta funzione hamiltoniana. La considerazione di questa funzione 
risulta particolarmente utile nell’esposizione dei concetti fondamentali e nella 
trattazione dei singoli problemi di meccanica quantistica e di meccanica stati- 


stica. La funzione hamiltoniana di un sistema olonomo generico è precisamente 
la seguente: 


È 
(17) H= Du Pude — Lo deo Î). 


Sebbene in questa espressione compaiano le velocità lagrangiane 4, mostre- 
remo come queste grandezze si possano eliminare per mezzo delle equazioni 
‘{15) e (16), in modo da ottenere un’espressione di 77 nelle sole variabili coniu- 
gate 4, e px oltrechè, naturalmente, nel tempo 7. 

Eseguendo il differenziale totale della (17) si ha: 


o) 


iL dL 
dg 


OL 
— dj, — — di 
dg 


{ f f { 
dl Die didde si Di dddi — Di da — Di di 


| òL su Lila 
e sostituendo alle p, ed alle a le loro espressioni — e cioè rispettivamente 


SELE ; 
: a e fx — si ha, dopo semplificazioni immediate: 
1 Ik 
p i a dL 
(18) dH = Di (Gipi — dxdga) — “Sf dt. 


D'altra parte, pensando 7 espressa mediante le variabili coniugate 4, e 
Py, e cioè in altri termini dalla relazione: 


H= H(qGx Px t) > 


eseguendo il differenziale totale, si ottiene: 
Pd 


Confrontando le espressioni (18) e (19) di 477 e tenendo conto che per la 
(17) si ha anche: 
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otteniamo le equazioni: 


OH. dH7 
(20) amici gr (23 1,72, nc 


Sono precisamente queste le equazioni di Hamilton od equazioni del moto 
sotto forma bamiltoniana © forma canonica. Le variabili q, e fx si dicono canoniche 


o canonicamente coningate. 
Si noti che derivando l’espressione (17) di 77 rispetto al tempo si ha: 


dH 3 . dl, . dl, dL 
dx (pitt 3 dk 3Ò, d) x 


ma, sempre in virtù delle relazioni (15) e (16), l’espressione in parentesi è nulla, 


onde si avrà: dI ” 


= € == eum e c_- 


dt òf 


Ricordando sempre la definizione (17) della funzione /7, si ha d’altra parte: - 


onde dall’equazione precedente si deduce: 


(21) luci = La 
di Òf 


Particolare interesse presentano nelle applicazioni pratiche quei sistemi olo- 
nomi a vincoli indipendenti dal tempo, per i quali la funzione potenziale U, e 
conseguentemente anche l’hamiltoniana 7, non dipendono esplicitamente dal 
tempo. Siffatti sistemi sono chiamati conservativi, perchè per essi l’hamiltoniana H 
è una costante del moto. Infatti, dall’ipotesi: 


dH — 
- steli 
per la (21) deriva che si ha: 
dH 
a 
onde: 
(22) H=W 


essendo W y costante denominata erergia totale del sistema. 
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Per giustificare la denominazione della costante W, consideriamo un parti- 
colare sistema olonomo conservativo a vincoli indipendenti dal tempo: quello 
costituito da N punti materiali non sottoposti ad alcun vincolo. In questo caso 
l'energia cinetica 7° è una funzione quadratica omogenea delle velocità lagran- 
giane g;, onde avremo in ogni sistema di coordinate: 


SN 


T= Qui add; 


essendo i coefficienti 2;; funzioni unicamente delle coordinate lagrangiane gi. 
Di conseguenza avremo: 


SL èTO RN N 
de = i 7 dg © Zi Sali t Di addi 
e quindi: 


3N 3N dT 8N 3N 3N 
Zi Prix = Zi 39 fr = Zia axGide + Zita axjgidy = 2 Zia aridi = 27. 
* 


Ricordando allora le definizioni (12°) e (17) rispettivamente delle funzioni 
lagrangiana L e hamiltoniana 77, si ha: 


(23) H=T+U 
e quindi per la (22): 
(24) T+U=YW * 


che esprime come per il nostro sistema l’energia totale W risulta data dalla somma 
dell'energia cinetica T e dell'energia potenziale U. 

La costanza di H=T-+U— che si verifica come conseguenza della (21) 
per un sistema olonomo conservativo qualsiasi a vincoli indipendenti dal tempo — 
è evidentemente la espressione del principio della conservazione dell’energia. 

Osserviamo infine come la (23) — per tutti i sistemi olonomi a vincoli in- 
dipendenti dal tempo e soggetti alle sole forze derivanti da potenziale — serva 
per ottenere immediatamente l’espressione H(g:, dy, #) dell’hamiltoniana in 
funzione delle variabili canoniche. Infatti, scritta la funzione potenziale U in 
funzione delle coordinate lagrangiane e calcolati i momenti coniugati fx per mezzo 
della (15), basterà esprimere l’energia cinetica 7 in funzione delle 4g, e delle py. 
Si avrà evidentemente : 


Hg dr #)= Tx da) + U(Gh *)- 


*) Da qui si vede immediatamente come, secondo la definizione corrente, in questo caso 
funzione potenziale, potenziale ed energia potenziale si identificano. Con la definizione della 
meccanica razionale risulterebbe PW = T— U, con — U= energia potenziale, U essendo il 
potenziale. 
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Esercizio. — Applicazione delle equazioni di Hamilton allo studio del pendolo 


composto. 


Riprendiamo il problema del pendolo composto allo scopo di farne la trattazione 
seguendo il formalismo hamiltoniano. Il momento fg coniugato alla coordinata la- 


grangiana 9 sarà, per la (15), dato da: 


Trattandosi di un sistema a vincoli indipendenti dal tempo vatrà la relazione: 
H=T+U=}1I$*— wgr cost. 
Esprimendo la funzione 7 in termini delle variabili canoniche, avremo: 


2 
H (9, ps) = Là 3 — wmgr cos. 


Si ha poi: 
S = db. LI = wgr send. 


Di conseguenza le equazioni (20) di Hamilton nel nostro caso si scrivono: 


è _ 3, mgr send = — da, 
evidentemente equivalenti all’equazione lagrangiana relativa allo stesso problema 
(cl. 93). 


f 5. - Le equazioni della dinamica dedotte dal principio variazionale di 
Hamilton. 


Le equazioni del moto per un sistema olonomo a f gradi di libertà, soggetto 
a forze derivanti da potenziale, si possono mettere anche sotto una forma ancor 
più sintetica di quelle espresse dalle equazioni di Lagrange e dalle equazioni di 
Hamilton, delle quali ci siamo precedentemente occupati. Questa forma parti- 
colarmente sintetica è quella espressa dal principio variazionale di Hamilton. 
Ricordiamo allo scopo che, se nella meccanica classica si studia il moto di un 
sistema olonomo del tipo da noi considerato, si attiva al seguente risultato: 
se il sistema in movimento è dotato di energia indeterminata, esistono infiniti 
movimenti che fanno passate da una configurazione iniziale prefissata A del 
sistema ad un’altra finale B pure prefissata; se invece l'energia è definita (asse- 
gnando anche i valori iniziali delle velocità lagrangiane) allora esiste solo 
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un numero finito di movimenti che fanno passare dalla configurazione A alla 
configurazione B. Il principio di Hamilton serve appunto a fornire un criterio 
atto a trovare i movimenti possibili del nostro sistema, di cui si suppone asse- 
gnata l’energia W, i quali facciano passare dalla configurazione A a quella 8. 
Esso infatti afferma che tali movimenti sono quelli per cui si annulla la variazione 


ta 
dell’integrale | Ldt che si ha quando si passa da un movimento possibile del 


t e. è si 
sistema ad un altro che ne differisca comunque di poco e che fa passare we//o 
stesso intervallo di tempo dalla configurazione iniziale A a quella finale 8, tale 
cioè che dg) = $g(#)= 0, essendo dg.(#) # 0 arbitrario per #;<#< A. Si 
dovrà dunque avere per i movimenti possibili del sistema: 


sE “ ty 
(25) afza-o, 


ti 


con la condizione che i limiti #, e %, si mantengano costanti mentre si ese- 
gue la variazione indicata. Il simbolo è indica la variazione subita dall’in- 
tegrale nel passare da un moto a priori possibile ad un altro infinitamente 
prossimo. 

— —Mostreremo ora come dal principio di Hamilton si possano dedurre le 
» equazioni della dinamica sotto forma lagrangiana. Eseguiamo a tale scopo la 
- vagiazione indicata nell’equazione (25). Otteniamo: 


5 ‘a “i fL è 
26 S| La= (Ciani ed 
na f | > ( dg; D+ dd; i) 


ti 
dove 3g; e $4; sono le variazioni dei valori della i-esima coordinata e della /-esima 
velocità lagrangiana nel passaggio dal moto effettivo ad uno assai prossimo. La 
variazione $ opeta solo sotto il segno di integrale perchè il principio di Hamilton 
richiede, come già abbiamo detto, che il tempo necessario pet passare dalla con- 
figurazione iniziale a quella finale non venga variato. Il secondo termine del- 
l’integrando si può trasformare osservando che, essendo le variazioni 4 e è 
tra loro indipendenti, si ha: 


dq; d 
ddgi= dòq; e anche n J2pe n (39). 


Si ha pertanto : 
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Svolgendo questo integrale per parti — prendendo come fattore differenziale 


L (84) — si ha: 
LOL. (si d ( dL l 
i Mi — ie | — | $4dt. 
È i JI D. di \ dg; ù 


Il primo dei due termini è però nullo come conseguenza dell’ipotesi che le 
configurazioni siano le stesse nel moto effettivo ed in quello variato agli istanti 


iniziale #, e finale #; si ha così: 


"nf èdL 35 d (òèL 
, — $j,dt= — —-{(-—]dgd!. 
[£ dd; Ù [2 dt (3) ; 


Sostituendo nella (26) si ha: 


LI 
| LP )reo. 
di dd; Òg: 


ei 


Ma, essendo per i sistemi olonomi le variazioni $g; completamente arbitrarie 
ed essendo pure arbitrari i limiti 7, e #,, l'equazione precedente può essere 
in generale soddisfatta solo se per ogni valore possibile di # (f= 1, 2, ..., f) 
si ha: 


Le equazioni così ottenute sono proprio le equazioni (13) di Lagrange, 
caratteristiche — come abbiamo detto — per un sistema olonomo. 


$ 6.-Il principio della minima azione per un punto materiale non vincolato 
e soggetto all’azione di forze conservative. 


La variazione è eseguita nell’applicazione del principio di Hamilton è, co- 
me abbiamo già ribadito, una variazione a tempo costante che rispetta le confi- 
gurazioni estreme; le diverse traiettorie così costruite non sono tutte necessa- 
riamente possibili fisicamente (si veda il caso di vincoli non fissi), potendo in par- 
ticolare non essere compatibili, per sistemi conservativi, con il principio di 
conservazione dell'energia. Introduciamo ora un nuovo tipo di variazione, che 
indichiamn nn A, tale che, per i sistemi conservativi, tutte le traiettorie 
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qi(#) + Ag.(#) (oltre quella effettiva) corrispondano al medesimo valore fissato 
W dell’energia, siano cioè traiettorie compatibili con il moto fisico del sistema, 
rispettando sempre le configurazioni estreme. In questo caso però il tempo im- 
piegato a passare dalla configurazione iniziale a quella finale lungo le diverse 
traiettorie non può più considerarsi costante, in quanto lungo le diverse traiet- 
torie il punto deve poter accelerare o rallentare perchè l’energia si mantenga 
costante; A è pertanto una variazione che implica il tempo, ferma restando l’e- 
nergia *). lb 4 
Consideriamo ora l’integrale: A -| Di; pid;dt; la quantità A si dice 
n, ® 
azione. Il principio della minima azione afferma che, per un sistema conservativo, il 
moto effettivo è quello per cui: 


AA=0. 


In particolare per un punto non vincolato e soggetto a forze conservative, 
essendo 


f ; i, dI. 
Duibid;=> Di 3 43 27, 
I 1 dj; 
il principio della minima azione si scrive: 
la 
(27) A | Tdt= 0; 


questo significa che, date due configurazioni estreme per un sistema descritto 
da una hamiltoniana indipendente dal tempo e fissata l’energia del sistema, la 
traiettoria nello spazio delle configurazioni (in qualche caso eccezionale ne esiste 
più di una), che rappresenta il moto effettivo del sistema, è quella lungo la quale 
l’integrale dell’energia cinetica è stazionario (in generale si può vedere che è 
minimo) rispetto a quello lungo le altre curve per cui 77= E e (4g)a = 
= (Ag) R= 0. 


*) Quanto detto può forse chiarirsi ulteriormente riferendosi alla fig. 2: la traiettoria 2 
può rappresentare una traiettoria variata rispetto alla 
1 mediante una variazione sia di tipo è sia di tipo A: 2 


sti 5 ; B 
nel primo caso gli istanti estremi /, e / per la curva A 

2 coincidono con quelli per la 1, ma non è detto che 

l'energia (non necessariamente costante) associata alla 


2 sia uguale a quella associata alla 1; nel secondo caso i 
le due traiettorie corrispondono al medesimo valore Fig. 2. 
fissato dell’energia, ma si deve intendere che l’inter- 

vallo di tempo fra le configurazioni A ec B per la curva 2 differisce da quello per la curva 1. 
In altri termini si avranno le configurazioni estreme A(f), B(#) per la 1e AG\+ AA), 
B(1, + A/:) per la 2. 
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Se s= s(g,;, ?) è l'equazione della traiettoria descritta dal punto mobile, 
si avrà per l’energia cinetica 


T=}mf 


onde, dall'espressione dell’energia totale: 


W=}mwf+U, 
si ricava: 
ds 2 
svela |P Ra : 
Ù di DI ( i, 


cosicchè la (27) si riduce — tralasciando il fattore costante inessenziale 
n 


alla condizione seguente, puramente geometrica, atta a determinare la traiettoria 


: | VW_-U ds=0, = 


o 


del punto mobile: 


(28) 


la quale esprime che, fra tutte le linee che congiungono il punto P, (di coordi- 
nata curvilinea sp) ed il punto P, (di coordinata curvilinea s,), in generale la tra- 
iettoria (in qualche caso le traiettorie) effettiva descritta dal punto mobile nel 


suo moto è quella per cui la variazione dell’integrale: 


[ VW_-U ds 
è nulla. La traiettoria effettiva è dunque un estremo fra quelle possibili (in gene- 
rale un minimo). 


$ 7.- Moto di un punto materiale non vincolato sotto l’azione di forze 
conservative funzioni della velocità. 
Le equazioni di Lagrange (13), valide, come abbiamo detto, per un sistema 


olonomo generico ad un numero f qualsiasi di gradi di libertà, si possono anche 
scrivere — tenendo presente la definizione della funzione lagrangiana L — 


nella seguente forma: 


d èT d7T 
(13') d di i G=1,2,...,f). 


Nelle considerazioni precedenti si è poi sempre supposto le O, essere fun 
; ” 
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zioni solo delle coordinate 4; oltre che del tempo #, per cui era lecito porre: 


dU 
dg; 


È 3 


essendo U= U(g;, #) la funzione potenziale delle forze. 
Ricordiamo inoltre che le equazioni di Lagrange: 


d èT °° è _ dU 


di dg dg; sell Ògi 


si possono dedurre dal principio variazionale di Hamilton 


(25') 3 [a-ma- 0. 


ti 


Supposto ora che le componenti Q; delle forze lagrangiane operanti sul si- 
steina siano funzioni anche delle componenti delle velocità lagrangiane gn, 
oltre che delle coordinate g, e del tempo #, diremo che le Q.(4, d,, #) derivano 


da un potenziale generalizzato U(g;, di; 7) ogni qualvolta le (13') si possono 
dedurre da una lagrangiana: 


L(gi i» t) "A Tdi di Dl U(gi dis t) 


mediante la (25'). In questo caso eseguendo la variazione indicata in (25') in 
modo del tutto analogo a quello seguito al $ 5, si ottengono le equazioni: 


d dT dT dU d èU 


Le componenti lagrangiane delle forze risultano quindi derivate dal poten- 
ziale generalizzato U mediante le relazioni: 


dU = d dU 
(29) — 


Per le applicazioni che ne faremo in seguito ci interessa il caso particolare 
di un punto materiale non sottoposto 2 vincoli sul quale agisca una forza F 
che deriva da un potenziale generalizzato del tipo: 


(30) U=V_-A-7=V—-(Ag,+ Ap,+ Ay;) 


essendo V ed A funzioni di x, J.z ediz, e la velocità del punto stesso. Il 
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potenziale (30) è noto sotto il nome di potenziale e/e#frocinetico 0 di Schwarzschild. 


Le (29) assumono le espressioni: 


dV dA, da 4 SIA) 


iii dx + dx chi dx 
e analogamente per Y e Z. j 
-—— di una funzione 


Ricordando poi l’espressione della derivata totale pr 
qualsiasi f(x, y, %; 3): 
I I RT 
E a gt Tag" 


le espressioni precedenti di X, Y, Z diventano con facili semplificazioni: 


dV dA: (dA, dA: (dA: dA: 
dx di i - òy "a 2 dx 


e analoghe. 
Ricordando infine le espressioni delle componenti del vettore rot 4, avremo: 


dV dA, 
sw + v_(rot A),— v,(rot 4) ; 


e analoghe, che evidentemente equivalgono alla relazione vettoriale: 


dA 
(31) P=—gud V—_2+7 Arotd; 
ponendo: 7 
Ò 
(32) E=-— gradV_—, B=r0t A, 


questa si può scrivere anche: 


(33) F-E+7% NB. 


Si noti che, come conseguenza delle (32), si ha che i vettori È e 8 soddisfano 
le equazioni: 


(34) rot E+ —— 3 div B= 0. 


Foegrdiamo che ” a è l’espressione della forza che si manifesta su di una 
carica elettrica (unitaria) in moto in un campo elettromagnetico 
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Naturalmente anche in questo caso le equazioni della dinamica del punto 


materiale si possono mettere sotto forma hamiltoniana. Allo scopo osserviamo 
che dall’espressione della funzione lagrangiana: 


(35) L=T_-U=}a8—V+tA:T=}M2+P+9)+ Ax+ 
pAad+Ag— L 


si ricavano le seguenti espressioni dei momenti generalizzati: 


dL 
(36) he: mX+ Az, py=m+ Ay, p:=m+ 4. 


È facile allora verificare che di conseguenza la funzione hamiltoniana (17) 
espressa mediante le variabili canoniche assume la forma: 


CA | =>; 7 {P.- A+ (P,— A+ (d:—- Ad} tV.) 


i Le equazioni di Hamilton (20) diventano pertanto: 


è H 1 
gg ge 
lata di 1 
di dd, sà a dir Ad 
Pi tan A 
i dda (dp. à 
dH 1 A dA, dI 
E lane d } dx 
dH 1 y2A dA.) dV 
=— —-= — SANE, si 
pg |0d de apr 
lotar di 1 dA dA dov 
= — ea dia TA n smi: —_. 


*) È da notare che in questo caso, in cui le forze dipendono anche dalla velocità, il potenziale 
non si identifica più con l’energia potenziale: la forza di Lorentz # A 5 non compie lavoro e 
pertanto l'energia potenziale è data semplicemente dalla parte di potenziale indipendente dalla 
velocità. 
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Il primo gruppo dà: 


di=mMX+ A; 
dy= + A, 
d:=0+À: 


ed il secondo — tenendo conto di queste, delle (32) e delle (33) — si riduce alle 
equazioni della dinamica: 


mie= X 
mi = Y 
mi = Z. 


Naturalmente, se si suppone che I e A siano funzioni indipendenti dal tempo 
(campo di forze conservative), varrà ancora l’integrale (22) dell’energia, che in 


questo caso si scriverà: 


68) H= = {0 A+, A'+0—4)3+ V=W. 


$ 8. - Trasformazioni di contatto. 


In generale il formalismo hamiltoniano — notevole dal punto di vista spe- 
culativo — non semplifica la risoluzione pratica dei problemi dinamici. Solo 
nel caso particolarmente fortunato in cui 77 non dipenda esplicitamente dalle 
coordinate g; (si dice in tal caso che le g; sono cicliche o ignorabili) è immediato 
risolvere le equazioni hamiltoniane del moto; ma avviene raramente che, per 
un generico sistema di coordinate, si verifichi questa circostanza (il numero 
delle coordinate cicliche dipende dalla scelta del sistema di coordinate canoniche). 
Si può estendere il concetto di trasformazione puntuale sullo spazio delle con- 
figurazioni (g;) che, come si è visto, lascia invariate le equazioni di Lagrange, 
e definire delle trasformazioni sulle variabili canoniche indipendenti 4, ? dello 
spazio delle fasi (g;, d;), tali che le variabili trasformate 


(39) L= Lg, d; *), P;= P(4q, d; 1) 


siano ancora variabili canoniche, cioè rispetto ad esse possano ancora scriversi 
equazioni del moto in forma hamiltoniana: 


n E Pai) dK(0, P, 
Bi, > pin SODI, 


dove K(Q, P, #) ha, nel nuovo riferimento, la funzione di hamiltoniana. 
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Ammessa la canonicità di entrambi i sistemi (4, p) e (O, P), deve valere si- 


multaneamente nei due riferimenti il principio variazionale di Hamilton, ossia 
deve essere: 


ty} 
(40) ò | (Din dida — H) dt= 0 
Li 
& 
‘| 
(41) ò | (Zia P,@n— K)dt= 0 
ti 
da cui segue, per la consistenza delle (40) e (41), in generale: 
Î f dF 
(42) Zia Piln — H= Zu P,Ont K 7 9 +) 


dove F è una funzione arbitraria di 2 f delle variabili 9; f; Q; P; (le quali sono 
in numero di 4 f, ma legate tra loro da 2 f relazione del tipo (39): quindi solo 
2 f restano mutuamente indipendenti) e può avere una delle quattro forme: 


Fia 9; Fg, P, t); FP, O, 1); F(p, P, 1). 


Fissata una classe particolare di F, diciamo F,(g, Q, #) (ciò significa considerare 


una trasformazione wo puntuale), scritta esplicitamente la 


sa nella (42), per- 


chè questa relazione valga identicamente devono annullarsi i coefficienti di 
j, e di Ò,, ossia deve essere: 


dF, dF, 2F 
Ret © Pagg ® "- |a |#° 


Ne viene che tra H7 e X deve sussistere la relazione: 


dF, 
(43) 


anzi, poichè la (43) si ritrova per F comunque scelta tra le quattro classi possi- 
bili, si può addirittura scrivere: 


; | E ; n 
*) La variazione è di ner dt è sempre nulla, annullandosi la variazione agli estremi. 
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La F si dice funzione generatrice della trasformazione e la trasformazione stessa 


si dice canonica © di contatto. 


ESEMPI. 
1) trasformazione identica: 
f dF. 2 òF, 2 
Fi Didi LA di dg; P; ? 2: dP; Fi 
2) trasformazione infinitesinia: 
f 
L= 9+d4; ; Pi=pdit dd; ; Fa= LdiP:+ eG(4, P), 
(si trascurano infinitesimi di ordine superiore al primo); 
dF dG 
P i T_ P î + E s 
dg; dg; 
da cui 
dG 
Pi—pdi= dpi = — e 
È . Ògi 
e analogamente: 
Mila dG 
ia "A 


$ 9. - Equazione di Hamilton-Jacobi, | 


Mediante una trasformazione di contatto si può passare, dal punto rappre- 
sentativo (g, 9) di un sistema al generico istante #, al suo punto rappresentativo 
(9°, 2°) nel medesimo riferimento all’istante #= 0. 

Trovare una trasformazione di questo tipo: 


L= Q49, d, )= dî 
Pi= P{(4, di à)= pi 


equivale a risolvere il problema dell’evoluzione del sistema. 

A tale scopo richiamiamo brevemente il procedimento che riconduce 
la risoluzione del sistema delle 2 f equazioni hamiltoniane a quella di un’unica 
equazione differenziale alle derivate parziali in {+1 variabili, nota come equa- 
zione di Hamilton-Jacobi (H — J). i 

Dovendo le nuove variabili essere delle costanti, sarà identicamente : 


dK 
-—-=0;=0 È > dk _ 


CAP. I - MECCANICA ANALITICA 25 


quindi si può assumere: 


dò. F 
(44) K=H+ "o = cost= 0. 


Sia F del tipo Fg, P, #); allora p;= SE , € la (44) diviene: 


î 


dF òF dF 
(45) H (qu... pa n) dF _ 
1 4; dI, 34; ci 


detta appunto equazione di H-]. 

Si suole denotare la soluzione dell’equazione (45) con S, che viene chiamata 
funzione principale di Hamilton *). La S sarà una funzione delle f variabili g; e 
di f costanti 4; definita a meno di una costante additiva 4 (nella (45) compaiono 
solo le derivate parziali di S, non la La S stessa); si possono assumere queste f 


cosranti cii integrazione come i valori degli f momenti trasformati costanti P,, 
che coincidono coi valori iniziali dei j,. 


Da Si S(gi +00; d/i dn «..; 4;; #) si deducono infatti: 
dS(g;,4;, #) dS(g; dp #) 
Pi = ga > 2; = b;= ba 


e da queste si perviene infine a g;= g;(4;, b;, #), che risolve il problema dinamico. 
Pertanto $S è la funzione generatrice della trasformazione di contatto che 
connette le variabili canoniche al generico istante # con le variabili canoniche 
all’istante #= 0 e dà l’evoluzione del sistema una volta assegnate le condizioni 
iniziali. 
In particolare, se 7 non dipende esplicitamente da 7, essa è una costante 


del moto; si può porre allora S(g, 4, 1) = W(g, 4) — Et (a meno di una costante 
additiva che per semplicità abbiamo assunto = 0), e l’equazione di H-] diviene: 


*) La ragione di ciò è che da: 


dI. é 
ra. ricordando che i P; sono 


: ds ds 
delle costanti, che p; = a e che H (a Da ) + 
i 
da coi S= Ik Ldt + costante. 
i, 


ds f 
= 0, segue: --= XY; (i, H=Lg 
di 1 
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$ 10. - Parentesi di Poisson. 


Conviene ora richiamare un’espressione matematica nota col nome di 
parentesi di Poisson tramite la quale, come si vedrà, le equazioni del moto si espri- 
mono in modo particolarmente suggestivo per la successiva formulazione quan- 
tistica. 
Siano F e G due funzioni delle variabili canoniche g;, f;. Si definisce paren- 


tesi di Poisson tra F e G l’espressione: 


f (2 dG dF a 


(49) wa "da 


che si indica col simbolo {F, G}. 
Il fatto che si assuma questo simbolo, in cui non compaiono esplicitamente 


le variabili canoniche rispetto alle quali si calcolano le parentesi, non è banale, 
ma trae origine dalla notevole proprietà (che giustifica sostanzialmente l’impor- 
tanza di questa espressione) che le parentesi di Poisson sono canonicamente in- 
varianti, ossia il loro valore non dipende dalla scelta delle variabili canoniche; 
in altra forma ciò equivale a dire che le parentesi di Poisson sono invarianti 
rispetto a trasformazioni canoniche o di contatto. 

Tralasciamo la dimostrazione di questa proprietà fondamentale e passiamo 
a considerare alcuni interessanti aspetti di questa espressione. 

Vogliamo anzitutto mostrare come le parentesi di Poisson entrino nell’espres- 
sione della derivata temporale totale di una qualunque variabile dinamica, di- 


ciamo F(g, p, #). Si ha infatti: 


dF I ( èF dF dF 
47 = sl —- i K e A + ———+ 


e, tenendo presente le equazioni di Hamilton, la (47) diviene: 


dF dF 
48 n 
(48) a+ 


In generale perchè sia costante del moto occorre e basta che sia: 


dF 
E lia 


ma in particolare, se F non dipende esplicitamente dal tempo, la condizione 


a | Totali perchè F sia una costante del moto è semplicemente che 
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si annulli la parentesi di Poisson tra F e l’hamiltoniana HH del sistema. Dunque 
le parentesi di Poisson costituiscono un mezzo efficace per individuare le costanti 


s dF 
del moto, in particolare quando — 0. Prima di passare alle equazioni del 


moto facendo uso di queste espressioni, vogliamo richiamare alcune proprietà 


algebriche delle parentesi di Poisson, la cui utilità apparirà evidente nella formu- 
lazione quantistica, 


Dalla definizione segue (come si può immediatamente verificare): 
{F, G}=— {G, F}; {F, F}=0; 
{E+F,G}= {E, G} + {F, G}) ; LE, c} = 0; (c= costante) 
{E, FG} ={E, F}G+F {E, G}. 
Scriviamo esplicitamente anche il caso particolare di fondamentale importanza : 
{1 1} = {ds p}=0; {1 d3 = da 
dove è,: è il simbolo di Krònecker: 
I 0 per ij 
dx = . 
) pet ai, 


Le equazioni del moto si scrivono subito, ponendo successivamente nella (48) 


F= q;, F= dp; ed esse coincidono, come deve essere, con le equazioni di 
Hamilton: 


è 
i.— Sq... H\= 
Gi {q;, } >; 
òH 
di = {dp H} — dg; 


Dalla proprietà {F, F}= 0 ritroviamo subito quanto è già stato dedotto per 
altra via, cioè: 
dA èH 


— 


dé di 


$ 11. - Spazio delle fasi. 


Dato un sistema a f gradi di libertà — come ad esempio l’insieme di N= f 


punti materiali non soggetti a vincoli — ciascuno degli stati in cui esso può 
manifestarsi è determinato dalle f coordinate lagrangiane gi, ..., gr e dagli f 
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momenti ad esse coniugati f,, ..., fy. Impiegando un linguaggio derivante 
dall’estensione di quello geometrico ordinario, potremo rappresentare un ge- 
nerico stato del sistema con un punto di coordinate 41, -.., 4;; Pr --.. prin 
uno spazio a 2 f dimensioni, detto spazio delle fasi o spazio T'3y, assumendo come 
sistema di riferimento i 2 f assi cartesiani q1, -.., 9; Pi. ---, Py (in generale 
non ortogonali). 

Per le applicazioni che intendiamo fare in seguito interessa però considerare 
non tanto il comportamento di un singolo sistema, quanto invece quello di una 
collezione o insiezze di sistemi, contenente un enorme numero di esemplari tutti 
della medesima natura. Vedremo infatti come dalla conoscenza del comporta- 
mento di questa collezione di esemplari sia possibile trarre delle conclusioni 
circa il comportamento probabile di un singolo sistema. Come abbiamo detto, 
i vari sistemi di un insieme devono essere della stessa natura, cioè essere compo- 
sti allo stesso modo; essi potranno differire tra di loro per i valori delle loro 
coordinate canoniche. Se ogni singolo sistema ha f gradi di libertà, esso sarà 
rappresentato da un punto nello spazio delle fasi a 27 dimensioni. Al variare 
del tempo lo stato di un sistema si trasformerà in modo tale che il suo punto 
rappresentativo descriverà una traiettoria nello spazio delle fasi. È precisamente 
questa circostanza che rende possibile l'adozione di un linguaggio puramente 
geometrico nella discussione del comportamento dell’insieme. 

A titolo illustrativo, consideriamo il caso semplice dell’oscillatore armonico 
lineare. 

Lo spazio delle fasi per questo sistema è un piano i cui punti hanno per 
coordinate coppie di valori g, ) (senza limitazione di generalità, possiamo assu- 


mere gli assi f, 9 ortogonali tra loro). 


Fig. 3 - Rappresentazione nello spazio 
delle fasi di un moto armonico, 


Essendo il sist i 
ema conservativo, potremo scrivere l'integrale dell’energia: 


k 
Pilone 


2m 
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da cui segue immediatamente che la traiettoria del punto rappresentativo del 
sistema nello spazio delle fasi è un’ellisse di semiassi: 


2E __. 
a= “7 ; b=V2yE. 


‘Tenendo presente che, come già abbiamo detto, ad un istante fissato ciascun 
sistema è rappresentato da un punto nello spazio delle fasi, possiamo immaginare 
di distribuire, all’istante iniziale, i punti rappresentativi secondo una legge 
qualsiasi; questa legge andrà però in generale modificandosi col trascorrere 
del tempo, in conseguenza del fatto che, col variare del tempo, si modificano 
gli stati dei diversi sistemi conformemente alle leggi della meccanica. Diremo 
estensione nello spazio delle fasi (o brevemente estensione în fase) relativa ad un in- 
sieme di sistemi identici, i cui punti rappresentativi, in corrispondenza ad una 


certa scelta delle coordinate lagrangiane, riempiono con continuità una certa 
regione lello spazio I°; l'integrale: 


49) 0- (|... [41.44.67 


esteso a questa regione. 


i’esiensione in fase è, in altri termini, il volume occupato nello spazio 
T,; dai punti rappresentativi degli stati in cui ad un certo istante si trovano i 
diversi sistemi che compongono l’insieme considerato. Per comprendere l’im- 
portanza della grandezza ora definita, dimostreremo che l’espressione (49), che 
dà l’estensione in fase ®, è indipendente dalla scelta delle coordinate lagrangiane 
Gi: +-+» 9; che individuano la configurazione del sistema, ammesso ben inteso 
di far sempre uso, nella descrizione del moto nello spazio l',;, dei momenti coniu- 
gati alle coordinate scelte. Supposto di riferirci ad un nuovo sistema di coor- 


dinate canoniche Q,, ..., 0;; Pa. ..., P,, calcoliamo la estensione in fase ®, 
relativa a tale sistema. Avremo: 


da [| | ... d0; dP; ... dP;. 


In base ad un noto teorema di calcolo si ha: 


di — (Feet 


da, ... dg;dp, ... dpr, 
DG: --- drPr << - dj) Ti Gr dd, Ds 


*) Per definire l’integrale (49) non è necessario richiedere che l’insieme dei punti rappre- 
sentativi del sistema sia distribuito con continuità entro una regione dello spazio I, ma — se 
per generalità si considerano insiemi comunque distribuiti (in particolare anche discreti) — è 
necessario introdurre il concetto di misurabilità e di misura secondo Lesbegue (v. « Appen- 
dice »); in questo caso D è definito come misura dell'insieme. 
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dove: 
dd, 00, dai . d0, 


s °° è è 4 è & » 4 è n è è è 4 © è è 4 


D(Q,-..O;P;-.P)_| dg; i 


(50) 
D(g1--- drbi +» P) |P, dP, dP, dP, 


dd, © dg di md 


Per dimostrare il nostro asserto basterà verificare che 


DIP: Pò _ 
Dqi «». 9 Pa +». di) 


Siano: i 
gi= f(x» ves 105) (= 1, 2, seg fi) 


le formule di trasformazione delle coordinate. Derivando rispetto al tempo si ha: 


s da: dg; 
da sot sua È 30, | 
da cui: 
(61) i PRIA A 
dd, dd 
Inoltre dalle formule di trasformazione delle coordinate discende immediata- 


mente che: 


(52) i 


Tenendo infine presente la definizione delle P; avremo 


da cui deriva: 


(53) SE È 
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Esplicando allora il determinante funzionale (50), tenendo conto delle re- 
lazioni (51), (52) e (53), avremo: 


de 20 0... 0 
Ògi Òg; 
pelato] oe dada 
Ògi dg, | |d0,  dO: 
lo) lo) 
20; 22 0.......0| || 
Dia (O,.««Py) 1 di 
" Dic. dj “ | 
1 Sf èP 1 È dP 1 dg, ògy 
= 34, DO, ui rei mere 
00,  è0;| | da, ògy 
Ògi òg; | | 00, d0, 
dan da, dd; dI 
vale a dire — tenendo presente alcune note proprietà dei determinanti —: 


p- Pi Lì) PG...) 
D(g, ... 9) D(Q,... 2) 


che, come si sa dal calcolo infinitesimale, è uguale alla unità. 
Si ha pertanto, conformemente a quanto abbiamo affermato: 


0= ([.. fa. [[- [d0:...dP,=@1. 


$ 12. - Teoremi di Liouville. 


Vogliamo stabilire ora due importanti teoremi, dovuti a Liouville, relativi 
all'evoluzione nel tempo di un insieme di sistemi lagrangiani, quando per 
la descrizione di questi si ricorra al linguaggio geometrico dello spazio 
delle fasi. 

Immaginiamo di avere un insieme di numetosi sistemi rappresentati, in 
un dato istante, da una distribuzione continua di punti nello spazio delle fasi: 
sia p la densità di questa distribuzione, funzione evidentemente delle g e delle 
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>, oltre che del tempo /. Studieremo anzitutto come varia col tempo la densità 


di una distribuzione generica. 
Consideriamo un elemento di volume (di forma iperparallelepipeda): 


de=dq, ... da; dp, ... dp; 


dello spazio I°; € sia: 
(54) SN= pdr= pda, .. dgr dp, -.. Îpy 


il numero dei punti rappresentativi contenuti in esso. In generale questo numero 
varierà col tempo, perchè i punti rappresentativi si muovono nello spazio T,, 

in accordo con le leggi che determinano il comportamento dinamico del ra, 
(equazioni di Hamilton (20), e di regola avverrà che il numero dei punti che 
entrano nell’elemento di volume dr sarà diverso da quello dei punti che, nello 
stesso intervallo di tempo, ne escono. Precisamente, se noi consideriamo le due 


facce parallele IRSA perpendicolari all’asse 9, — aventi cia- 
scuna l’area dq, .. s— il numero dei punti che nell’unità di tempo 


entrano rice attraverso la prima faccia sarà evidentemente 
Pd, das «.. dg; dd «. - psi il numero di quelli che nello Stesso tempo escono 


dalla Bicia opposta sarà invece: 
ò | dé 
pt 3-4) (4 SF Pa dg, \ do... da; dpr... dpy. 
gi Ògi 


Di conseguenza, considerando tutte le 2 f coppie di facce parallele che deli- 
mitano l’iperparallelepipedo elementare, potremo scrivere che la variazione del 
numero di punti entro l’iperparallelepipedo sarà: 


du. 492 e 00 dp + 


+ od bili dope 04 — dor) (+ — da, --- dbs-a 


o anche, semplificando e trascurando i termini infinitesimi di otdine supe- 
riore: 


è = SUSA as den dr 


(55) 
La a de . dp 
(n è : + fi dd, * sos + gd ra La Cara da, ae dp;. 
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D'altra parte, dalle equazioni canoniche del moto (20) si deducono imme- 
diatamente le seguenti relazioni: 


dg, _ è dH . dà _ è» dH 

dI = dI dd dI dI dd 
(56) 

i _ ò (- o) . dr ò ( 3) 

di di dg, se òdy i òby dg; ] 

Essendo l’ordine di derivazione invertibile, si verifica facilmente — sosti- 
tuendo queste espressioni nella (55) — che la prima parentesi al secondo 
membro di questa è nulla. Avremo così: 
(SI) i dp 
>I (aaa. A+ FRATI 


da cui, dividendo per l’elemento di volume dx = dg, 


. dp; e ricordando la 
definizione della densità p espressa dalla (54), si ha: 


del (4 4 e 45, 
(57) 3E (4 da, + di >, TT ++ he) 


la quale esprime la legge con cui—in un punto fisso dello spazio T,,— la densità 
di distribuzione dei punti rappresentativi varia col tempo. Per chiarire ulterior- 


mente il significato dell’equazione precedente, riscriviamola nella seguente 
forma lievemente diversa: 


| òp (è òp òp . dp òp ) 
sg) (e DE senno 
G9) ( ò? e, ' dg, ue di Ù ti ògy tr òdy 


ò7 
per indicare esplicitamente che la derivata parziale rispetto al tempo si deve 


intendere eseguita rimanendo fissi in un dato punto dello spazio l'a; pet indi- 
care cioè, come si suol dire, che si tratta di una derivata /ocale. 

. Tenendo ota presente che la densità p, oltre che dipendere esplicitamente 
da #, dipende anche dalle coordinate q; e dai momenti d;, che sono pure funzioni 


del tempo, si deduce che la derivata totale di tale grandezza rispetto al tempo 
sarà data da: 


de _( de i 
n (3), 


, , 4 ò i ; o) 
in cui, anzichè scrivere come di consueto "a , abbiamo scritto ( È ) 
d,P 


si "n +? ): 
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questa derivata — detta anche sostanziale — ci fornisce evidentemente la varia- 
zione col tempo della densità p in un punto dello spazio I", quando si supponga 
di seguire tale punto nel suo moto nello spazio delle fasi (secondo la descrizione 


lagrangiana). i 
Confrontando la (59) con la (58), si deduce che per un sistema lagrangiano 


generico si ha: 
do _ 0 


(60) di 


cioè: la densità p di distribuzione dei punti rappresentativi nello spazio T\, si 
conserva inalterata quando si pensi di seguire un punto rappresentativo che 
descrive una traiettoria in tale spazio. È questo il 7° feorezza di Liomville © teorema 


della conservazione della densità nello spazio delle fasi. 
Nel caso particolare che, all’istante iniziale, la densità di distribuzione sia 


costante in tutti i punti dello spazio I; onde: 


dalla (57) si deduce: 


la quale esprime che in ogni punto detta densità rimane costante durante tutta 
l’evoluzione dell’insieme di sistemi. 

Si noti che la possibilità di ottenere un risultato così espressivo, quale quello 
espresso dal 1° teorema di Liouville, è intimamente legata al fatto che, per la de- 
scrizione del comportamento dinamico dei sistemi lagrangiani, si sono scelti 
proprio le coordinate lagrangiane ed i momenti a queste coniugati (variabili 
canoniche) come assi dello spazio T',y delle fasi. Infatti se, per esempio, avessimo 
riportato i punti rappresentativi dei vari sistemi dell’insieme considerato, anzi- 
chè nello spazio I',;, in un altro spazio delle fasi, nel quale gli assi fossero costi- 
tuiti dalle coordinatel agragiane q, e dalle velocità 4, (anzichè dai momenti Pr 
in generale non sarebbe stato possibile ottenere un risultato tanto semplice, 
perchè sarebbe venuta a mancare quella semplificazione che ci ha permesso di 
passare dalla (55) alla (57). Tale semplificazione deriva dall’introduzione delle 
relazioni (56), che si deducono dalle equazioni del moto in forma hamilto- 
niana, e questa forma è legata in modo essenziale all'introduzione dei momenti 
Pi. È per questa ragione che, nelle considerazioni di meccanica statistica, è ne- 
cessario riferirsi sempre, nella descrizione del comportamento dinamico di un 
sistema, alle così dette variabili canoniche, cioè alle coordinate lagrangiane ed 
ai rispettivi momenti coniugati. 


CAP. I - MECCANICA ANALITICA 35 


Con l’aiuto dell’equazione (60) siamo ora in grado di trarre ulteriori conclu- 
sioni di notevole importanza relative al moto dei punti rappresentativi nello 
spazio delle fasi. A tale scopo consideriamo in questo spazio un elemento di 
volume 39, ... $); piccolo ma finito; esso conterrà un numero N di punti 
rappresentativi dato da: 


N= Pd9, 0°. dpy. 


A causa del moto dei punti rappresentativi, il nostro elemento di volume si 
sposterà nello spazio delle fasi. Siccome supponiamo che nessun sistema possa 
venir creato o distrutto, si avrà evidentemente in tale elemento di volume: 


diN de d 
sr ai "ni. ... Spr+t P7 SI ... Sp = 0. 


d 
Ma essendo <= 0 per il 1° teorema di Liouville, si avrà: 


d 
(61) 2 (84... dp) = 0 


che costituisce il 2° feorezza di Lionville o teorema della conservazione dell’estensione 
di una porzione qualsiasi dello spazio delle fasi. Questo teorema afferma in sostanza 
che, se immaginiamo di racchiudere in una ipersuperficie i punti di una certa 
regione dello spazio delle fasi e di seguire il moto di tali punti mentre essi de- 
scrivono delle traiettorie in detto spazio, si avrà che la forma di tale ipersuperficie 
potrà variare, ma il volume da essa racchiuso rimarrà sempre costante. 


$ 13. - Integrali primi dell’equazione del moto e ipersuperficie nello spazio 
delle fasi. 


La quasi totalità delle applicazioni di meccanica statistica si riferisce a si- 


stemi conservativi. Per questi, come sappiamo, le equazioni della dinamica 
ammettono l’integrale primo: 


(62) Hg» <-., dn Po pd=W 


(essendo W una costante), che esprime il principio della conservazione dell’ener- 
gia. Questa circostanza permette di considerare insiemi di sistemi dotati di egual 
energia, anzichè considerare sistemi qualsiasi. Si noti che dal punto di vista 
geometrico la relazione (62) rappresenta l’equazione di una ipersuperficie o a 
2 f—1 dimensioni contenuta nello spazio T; delle fasi. I punti rappresentativi 
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di tutti i sistemi del nostro insieme, dotati di energia totale W, giaceranno quindi 
su una siffatta ipersuperficie og ed all’istante f riempitanno una porzione X 


di essa, la cui estensione sarà misurata da: 


4-| 27 
E 


Ma questa grandezza 4 non è invariante rispetto a un cambiamento di coor- 
dinate canoniche e nemmeno si mantiene costante durante l’evoluzione dei 
sistemi *). 

Se però si suppone di considerare non già i sistemi di energia ben definita 

W, ma quelli di energia compresa fra W e W + AW (con un AW abbastanza pic- 
colo), allora i loro punti rappresentativi verranno tutti a trovarsi nella regione 
dello spazio I contenuta nell’intercapedine delimitata dalle ipersuperficie 7H = W 
e H=W + AW. L'estensione di questa regione di spazio delle fasi sarà inva- 
riante rispetto ad un cambiamento di coordinate canoniche e, per il 2° teorema 
di Liouville, si manterrà costante durante l’evoluzione dei sistemi. Per di più, 
se la densità p di distribuzione dei punti rappresentativi è una funzione qualsiasi 
dell'energia, ma tale da assumere un valore costante in tutta l’intercapedine 
compresa fra le ipersuperficie H= W e H=W+ AV, si avrà, come conse- 
guenza del 1° teorema di Liouville, che essa rimarrà sempre tale anche al variare 
del tempo. 

Considerazioni analoghe a quelle fatte per l'energia di un sistema si possono 
ripetere per qualsiasi altra grandezza che sia un integrale primo delle equazioni 
del movimento. À questo proposito si deve però osservare che in pratica, pren- 
dendosi sempre in considerazione sistemi assai complessi dotati di un numero 
notevole di gradi di libertà, non esistono generalmente altri integrali primi oltre 


a quello dell’energia. 


OssERvAZIONE. — Le considerazioni fatte sopra possono precisarsi nel modo se- 
guente, La ragione per cui si considera l’intercapedine 7H=— W,H=W + AW, anzi- 
chè la superficie cy, è dovuta al fatto che ciò facendo ci si mette in condizioni per cui 
è applicabile il 2° teorema di Liouville; ciò rende possibile una definizione invariante 
dell’estensione (o meglio della misura) della regione contenente i punti rappresenta- 
tivi. È però possibile dare anche una definizione invariante, nel senso di Liouville 
della misura di una porzione di superficie isoenergetica. 

‘Consideriamo infatti due ipersuperficie cy e cy +AW corrispondenti rispettivamente 
aH=W=costeH=MW+AW= cost.; presa una regione Zyy su 07, da ogni 
punto di questa tracciamo la normale a cy rivolta verso l'esterno, fino ad intermecare 


i *) o snc seg armonico lineare è f= 1 ela (62) è in tal caso (2f-1= 1) 
’equazione di una linea X che, come abbiamo visto, è un’elli n 
specifico, è la lunghezza della 2. nerisse, La grandezza A, nel caso 
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la superficie cy.aw. Si viene così a delimitare una regione @ tra le due ipersuperficie, 
di estensione ACW), riempita da tutti questi elementi di normale; per il 2° teorema di 
Liouville AO(W) resterà invariante per AW arbitrario, in particolare si manterrà tale 
passando al limite per AW-+0. Assumiamo come definizione dell’estensione della 
porzione X di superficie isoenergetica cy il 


. AQ ._ JadV 
li ———— 6 =—ette = "vas 
alto AW Rc AW @V = da, dpr) 


1 per PES d 
che, introducendo una f(P) tale che f(P)= s diviene —| f(P)dV, 
0 per PED dW v 
dove V è un volume comunque scelto nello spazio I'3y che comprende la regione D 
(in particolare esso può prendersi uguale al volume V(W) compreso tra E=0e E= 
= W + AM. 
Questa definizione è invariante nel senso di Liouville. Si dimostra facilmente che: 


0<E<W+AP, 


d do 
div | 109av = | IA de AW-+0. 
VE) Sp +AW 


Infatti è AV = do-dr, dove il significato di do è evidente, e du è l'elemento di normale 
a cin un punto di questa (in particolare di do). 
Indicate per semplicità con x; le variabili g, ... f; dello spazio I", si ha inoltre: 
dx;= di cos(ix;), e: 


dE=%; DE de= du Data cos (1x;); 
L t 


‘ma: 

dE 

grad E = X, = cos (#X;), 

quindi: 

dE 

da = TE? 

da cui: 

W+AW W+AJF 

dodE do 
| ser da | seo deli I dE | TOR [ W(EME; 


d do 
w | sona = | /0 pad H FW). 


Abbiamo così ottenuto (tenendo presente ii significato di f(P)) una definizione 
d 
invariante della misura di Xx : = 
In particolare la misura di tutta la superficie isoenergetica di cy sarà: 


do 


4 = Ll'(V). 
cow grad 


o = [ 
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APPENDICE 


DEFINIZIONE DI MISURA SECONDO LEBESGUE 


Nella meccanica statistica si usa spesso il concetto di misura di un insieme di 
punti nello spazio delle fasi. Il problema della « misura » di un dato insieme con- 
siste, come del resto la parola stessa suggerisce, nell’associare a tale insieme un 
numero (detto misura dell’insieme), in modo analogo a quanto si fa nel caso dei 
ben noti insiemi costituiti dai segmenti, dalle superficie, dai volumi, ecc. Una prima 
soluzione di tale problema è stata fornita da Peano-Jordan. Limitandoci per semplicità 
al caso di un insieme lineare / (contenuto in un certo intervallo 4 |—| 5), suddividiamo 
tale intervallo in un certo numero finito (del resto arbitrario) di subintervalli, due a 
due privi di punti interni in comune, e cioè non sovrapponentisi. Consideriamo fra 
questi sub-intervalli anzitutto quelli che contengono almeno un punto di / e sia S la 
somma delle loro misure (B;— «;) (vedi fig. A), che verranno assunte, cioè, nel senso 


dg di: DEI 
Cr e ——_———_—_—m II € <= neri 
o) 1 
—--—T__ _—+-+____________-;i 
a x; 3; b 1 
Fig. A Fig. B 


della geometria elementare. Consideriamo quindi quei sub-intervalli che sono per intero 
contenuti nell’insieme /, e sia s la somma delle loro misure sempre intese nel senso ele- 
mentare della parola. L’estremo inferiore dei numeri S che si vengono così a generare 
col variare della decomposizione di 4|—| in subintervalli (in numero finito!) prende 
il nome di misura esterna, 77,(/), dell'insieme /, e l’estremo superiore dei corrispondenti 
numeri s il nome di misura interna 77,(/) dell'insieme /. Orbene, Peano e Jordan defini- 
scono come insiemi misurabili quegli insiemi per cui 7, = ;= #(/) ed assumono il 
numero 7(/) come « misura » dell’insieme / in istudio. 
Con tale definizione di « misura » è facile verificare che: 


1) l'insieme costituito da un intervallo (aperto o chiuso) possiede la misura 
classica ..— a; 

2) l'insieme costituito dalla riunione di un numero finito di intervalli non 
sovrapponentisi possiede come misura la somma delle misure di ciascun intervallo 
componente; 


3) se si considerano 7 insiemi misurabili /,, /,, ... Z, (# finito), due a due senza 
punti in comune, la misura dell’insieme / costituito dalla loro riunione (che risulta 
pure misurabile) è la somma delle misure n,(/) (£K= 1,2, ..., n). 


Il problema della misura si potrebbe, a questo punto, pensare risolto con la defi- 
nizione precedente. È interessante a questo fine considerare il seguente insieme /. 
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. Scelto l’intervallo 0|—|1 si consideri l’insieme $, costituito da un intervallo 
concentrico con 0|—|1 e di misura 1/4. Nelle due parti restanti si considerino due 
insiemi d, e dz concentrici con dette parti ed entrambi di misura 1/48. Si pensi di ripe- 
tere tale procedimento con la legge su esposta e si consideri l’insieme è che è costituito 
dalla riunione (infinita) di $,, d,, ds, ..., d,, +... Orbene, si vede facilmente che è è 
un insieme denso su (0, 1), nel senso che in ogni intorno di ogni punto di 0|—|1 ca- 
dono punti di è: come tale la misura esterna 77,(3) vale 1. Riguardo alla sua misura 
interna, essa evidentemente coincide col valore della serie 


1 2 4 1 1 1 1 1 1 

ptatato a |+7+3+ ) ada 
Ne consegue che è non è un insieme misurabile secondo Peano-Jordan, pur essendo 
un insieme più che « ragionevole », specie dal punto di vista delle applicazioni. 

Come l’esempio precedente largamente ci illustra, quando si ricopre un certo in- 
sieme con un°/afinità (numerabile) di subintervalli (invece che con un numero finito), 
si possono presentare fatti nuovi, come ad esempio quello che l’insieme riunione di 
una siffatta infinità può non essere più misurabile, e perciò può cadere completamente 
in difetto la proprietà additiva della misura accennata al comma 3). Per tali (ed altre) 
ragioni possiamo perciò ritenere non risolto il problema della misura attraverso la 
definizione di Peano-Jordan. 

La critica a tale definizione, scaturita sostanzialmente dal precedente esempio, ci 
suggerisce un altro modo d’attacco per la risoluzione del problema della misura degli 
insiemi generali. ‘Tale via fu seguita per la prima volta da Lebesgue, che pervenne 
alla seguente definizione di misura esterna 7,(/) di un insieme (lineare) qualsiasi /. 
Costruita una «copertura » dell’insieme /, costituito da un numero finito o da una 
infinità numerabile di subintervalli (aperti) non sovrapponentisi, e tale che ogni punto 
di / sia compreso in almeno uno di tali intervallini, si calcola il numero S costituito 
dalla somma delle loro lunghezze (elementari). L’estremo inferiore di tali numeri S, al 
variare delle « coperture », si definisce come misura esterna, m,(/), di 4. 

È chiaro che 77, secondo Lebesgue, quando esiste, è certamente la misura esterna 
secondo Peano-Jordan. (Basta pensare all'esempio precedente ove evidentemente 
una copertura dell’insieme è,. potendosi assumere un’infinità di subintervalli a diffe- 
renza della definizione di Peano-Jordan, è costituita dall’insieme è stesso!). Definita 
la misura esterna di /, Lebesgue introduce una misura interna 77;(/), definita come dif- 
ferenza tra la misura classica di un intervallo (4, ») contenente l’insieme e la misura 
esterna dell’insieme complementare che si ottiene da (4, 5) togliendo i punti di /. 
Orbene, si diranno misurabili secondo Lebesgue quegli insiemi / per cui 7,(/) = 2.(/) = 
= m ed 7 si dirà la « misura » (secondo Lebesgue) di /. Si potrebbe far vedere che 
ogni insieme misurabile secondo Peano-Jordan lo è anche secondo Lebesgue, mentre 
ovviamente non vale il viceversa: basta pensare all’esempio addotto per convincersene. 
In tal caso, infatti, l’insieme risulta misurabile secondo Lebesgue edè 7.()=2{({)=}. 
Inoltre per la misura di Lebesgue è valida la proprietà di a4dittività (in senso proprio) 
del comma 3), secondo la quale se un insieme / è riunione (finita od infinita numerabile) 
degli insiemi /,, /a, ---; Zno -- «> misurabili secondo Lebesgue e privi di punti comuni, 


00 
allora / è pure misurabile e si ha #(/) = par m(l;). È interessante notare che: 
1 


1) a differenza della misura di Peano-Jordan, non si possono costruire insiemi 
di Lebesgue non misurabili, a meno di non far uso del postulato di Zermelo e cioè 
di una libertà amplissima di operare nella teoria degli insiemi (esempio di Vitali); 
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2) le nozioni introdotte in quanto precede possono essere facilmente estese a 
spazi euclidei R" con n dimensioni. Basta assumere, al posto degli intervalli di base, 
degli iperintervalli di misura (0, — 21); (la — 42), --- 3 (0a — dn) (ved. ad es. fig. C); 

3) la misura di Lebesgue gode pure dell’importante proprietà che, se /= f(x) 
definisce una corrispondenza biunivoca tra un certo sotto-insieme Qx di R" e un 
sotto-insieme Qy di un altro spazio R?, e se y=f(x) è bicontinua (nei due sensi: 
Qx = Ly) (se cioè f(x) definisce una trasformazione topologica da (2x in ly), allora 


M 


Mi, 
Mx 


m 


Fig. C Fig. D 


l'insieme trasformato f(/), ove / è misurabile secondo Lebesgue, è pure misurabile 
secondo Lebesgue. 


Introdotta la nozione di misurabilità degli insiemi secondo Lebesgue, si dice che 
una y=f(x), definita su un certo insieme /, è misurabile (secondo Lebesgue), se l’in- 
sieme dei valori di x per cui a</f(x)< f («x e B arbitrari) è misurabile secondo Le- 


besgue. 
Eseguita ora (fig. D) una partizione (#,, M;) dell’intervallo (#7, M) ove # e M 
sono gli estremi inferiori e superiori di f(x) misurabile su / si considerino le somme 


s=LZympr(l,), S= Ly Mpa) 


essendo / l’insieme degli x appartenenti ad / ove w,<f(x)< M,. Se l’estremo in- 
feriore dei numeri $ e l’estremo superiore dei numeri s coincidono con F, al variare 
della nostra partizione si dirà che f(x) è integrabile secondo Lebesgue e si scriverà: 


[sese 


È interessante notare che: 
1) con tale definizione, m(/) -| X{(x)dx essendo y;(x) la funzione caratte- 


"0 ; ; ; Ì 
ristica di / e cioè quella funzione = 1 se x€ /, ed uguale a zero in caso contrario; 


2) se f(x) è integrabile secondo Riemann su di un certo insieme, lo è pure se- 
condo Lebesgue ed i due intervalli sono uguali, mentre non vale il viceversa 


Da ultimo diremo che in molte teorie ove interviene il concetto di misura di Le- 
besgue sovente si usano espressioni come la seguente: una certa proposizione è « vera 
quasi ovunque ». Ciò vuol significare che tale proposizione è vera per ogni punto 
dello spazio salvo un insieme / di nunti di misura lebesguiana nulla (0) — OE i 

i 
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CarrroLo II 


RICHIAMI DI ELETTROMAGNETISMO 


1. - Deduzione elementare delle equazioni di Maxwell. 


Vogliamo ora dare un breve cenno sulla interpretazione teorica dei fenomeni 
elettromagnetici. ‘Tale interpretazione è completamente contenuta in un sistema 
di equazioni differenziali stabilite da Maxwell. Dedurremo queste equazioni in 
modo molto semplice, scrivendo sotto forma di equazioni differenziali le leggi 
fenomenologiche del campo elettrico e del campo magnetico. 

Assumeremo il sistema di unità di misura doppio simmetrico di Gauss, 
nel quale le grandezze elettriche E, D, p, ecc. si misurano in u.e.s. e quelle ma- 
gnetiche 7, 8, ecc. in u.e.m. 

Consideriamo anzitutto il feorezza di Garss: « Data una superficie chiusa o 
ed una distribuzione (discontinua) di cariche e,, €», ... nello spazio 7 da essa 
racchiuso, detto E il vettore intensità del campo elettrico in un punto P di tale 
spazio, si ha che il flusso di forza elettrica ®(E) uscente da 7 è dato da: 


(E)= cl Di l; 


essendo £ la costante dielettrica del mezzo supposto omogeneo ». Naturalmente 
nella formula scritta la sommatoria va estesa alle sole cariche interne del volu- 
me © limitato dalla superficie o. 

Introducendo il vettore induzione elettrica D= eE, la formula precedente 
si può scrivere sotto la forma (valida anche per i mezzi non omogenei in cui 


e= e(x, 1 2)): ®(D) = 4n X; e; 


Supponendo invece che il campo elettrico sia prodotto da una distribuzione 
spaziale continua di elettricità avente una densità p, avremo: 


0D)— 4n | pe 
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Ricordando ora che, per la definizione stessa dell’operatore div, si ha la 
relazione: 


®,(D)= div DA, 
integrando si avrà: 


®(D)= | div D de. 


43 


Confrontando con l’espressione precedente di ®_(D), otteniamo: 


| div D) &=4| pdr 


è 


che, per ia continuità delle funzioni sotto il segno d’integrale e per l’arbitrarietà 
del volume di integrazione 7, può essere soddisfatta se e solo se: 


(1) div D= 4rp. 
iaia dal teorema di Gauss per il campo magnetico, che si esprime: 
08) =0 E= ui), 
si sa la relazione: 


(2) divB=0. 


Prendiamo orta in considerazione la /egge di Nenmann-Lenz, che regola i fe- 
nomeni di induzione elettromagnetica. Essa si può enunciare nel seguente modo: 
« La variazione del flusso di induzione magnetica abbracciato da un circuito 
genera nel circuito stesso una f.e.m. & uguale alla velocità di variazione del 
flusso col segno cambiato ». Si ha cioè (in unità u.e.m.): 


Fa 
dî 


Osservando però che per definizione la f.e.m. non è altro che il lavoro ese- 
guito dal campo elettrico sull’unità di carica lungo l’intero circuito, potremo 
scrivere (riducendo in u.e.s.): 


(3) Kja è 


Questa formula è valida anche se, anzichè un circuito materiale, noi consi- 
deriamo una linea ideale qualsiasi. 
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D'altra parte, per una superficie o finita, detto # il versore normale ad essa 
in un suo punto e diretto verso l’esterno, si ha: 


0(3)= [ B.R do 


G 


e, per il teorema di Stokes, se / è il contorno di a, si potrà scrivere: 
LE) = | Eds= ] rot E.7do. 
i [e] 


Sostituendo queste due ultime espressioni nella (3) si ottiene: 


1 3E 
(4) rotÈ= — pg 


Ricordiamo infine l’altra /egge fondamentale dell’elettromagnetismo: « Dati vatî 
fili percorsi da correnti d’intensità i, î,, ..., se immaginiamo una linea chiusa 
(anche puramente ideale) abbracciante i fili, si ha che il lavoro prodotto dal campo 
magnetico su una “carica magnetica” unitaria che percorra tale linea chiusa 
(forza magnetomotrice) è dato da (in u.e.m.): 


(5) L(H)= Z,4ri, 


dove la sommatoria va estesa alle sole correnti che percorrono fili abbracciati 
dalla linea considerata ». (Si ricordi che questa legge è equivalente a quella di 
Laplace). Se, anzichè avere a che fare con un numero finito di correnti i,, i), ..., 
si ha un unico circuito di sezione non puntiforme, conviene introdurre il concetto 
di densità di corrente definito dalla: 


mi o 
Ja di * 


(in cui f e il versore tangente alla direzione della corrente). In questo caso al 
posto della (5) si dovrà scrivere: 


(5) L(B)= 4 [ TAdo=4n0(7). 
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D'altra parte, se / è il circuito che racchiude le correnti, si avrà per defini- 
zione: 

LB)= | H ds. 
! 
Applicando il teorema di Stokes, si può trasformare l’integrale di linea in 


uno di superficie: 
LE) | H,de= | rot H.7do ; 
LO a 


confrontando quest’ultima espressione della f.m.m. con la precedente (5’) si 
ottiene l’equazione: 


(6) rot = 4n7. 


Dalle ieggi fondamentali dell’elettricità e del magnetismo, espresse nella 
consueta forma finita, abbiamo così ottenuto quattro leggi differenziali ad esse 
equivalenti, e cioè le (1), (2), (4), (6). Occorre però fare qualche ulteriore consi- 
derazione sulla (6), che traduce, in forma differenziale, la legge della circuitazione 
magnetica. Îì facile convincersi che essa non è valida per i campi variabili col 
tempo: infatti, presa una superficie o delimitante un volume 7 e detta p la den- 
sità di carica entro questo, avremo che la quantità di elettricità complessiva- 
mente racchiusa nell’interno della superficie sarà data da: 


Q= | pdr. 
Detta 7° la densità di corrente uscente da g, avremo, per la legge di conser- 


vazione dell’elettricità, la seguente relazione: 


1 è0 
Ue = 


Ma, per la definizione stessa di flusso, si ha: 


o ici 


da cui si deduce immediatamente l'equazione di continnità : 


. 1 ò 
(7) divf 4 —op=0. 


PARTE PRIMA - COMPLEMENTI DI FISICA CLASSICA 


Da questa si vede che solo per i regimi permanenti (p = cost) si ha 
div 7 = 0, mentre in generale è: div] £0. Se invece si applica l’operatore 
div alla (6), (poichè è sempre div rotÀ= 0) si ottiene: div T= 0, il che in- 
vece, come abbiamo visto considerando l’equazione di continuità, vale solo 
per i regimi permanenti. 

Si rende pertanto necessario sostituire la (6) con un’altra equazione valida 
in generale. Si potrebbe pensare di far ciò ricorrendo ad apposite esperienze, 
ma la realizzazione di queste risulterebbe assai difficile. È pertanto preferibile 
modificare la (6) in base a considerazioni teoriche. Mostreremo come si possa 
conseguire tale scopo in modo assai semplice, anche se le considerazioni che ora 
faremo non hanno la pretesa di costituire una dimostrazione rigorosa dell’equa- 
zione che Maxwell ha assunto in sostituzione di quella incompleta (6). 

In base a quanto dedotto precedentemente sappiamo che dovrà essere: 


rot 7 = An] per regimi permanenti 
rotf= 4 per regimi non permanenti. 


Il vettore da determinarsi A è pertanto tale che, nel caso di regimi perma- 
nenti, si dovrà ridurre a 4x7 e in ogni caso (per il fatto che esso è il rot di 7) 
dovrà soddisfare alla: divA= 0. Osserviamo che in conseguenza della (7) 
si ha: 
div4n/ = 4n div/=4n{-—- -— 

nda 7 ( È ). 


da cui, tenendo conto della (1), si ricava: 


divinf = — div ke di 
Ta ò? 
cioè: 
div(4n7 + RA 2) = 


Prendendo 4 proprio eguale al vettore tra parentesi, tutte le condizioni 
richieste risulteranno evidentemente soddisfatte. Con ciò la (6) verrà ad essere 


sostituita dalla: 


(8) roe= LI 4 4 


valida in generale. 
Si noti che nella rappresentazione intuitiva del campo elettromagnetico 


5 D 


‘ 1 | | 1 
quale si dà comunemente, il termine << è ?appresenta il contributo dato 


CAP. II - ELETTROMAGNETISMO 47 


all’espressione di rot 77 dalle correnti di spostamento, che si generano nel die- 
lettrico quando varia il campo elettrico. 


Le equazioni differenziali così trovate (1), (2), (4), (8), e cioè le: 


(div D= 4; divB= 0; (D= E B= PF) 
(00) 1 33 
|ref=- i: ror?= 1 Dia, 


riassumono pertanto tutte le leggi fondamentali dell’elettrologia e del magnetismo, 
e in più esse valgono anche per campi comunque variabili col tempo; esse co- 
stituiscono il sistema delle equazioni di Maxwell. Si osservi infine che, dato il 
procedimento con cui si è pervenuti a stabilire la (8), l'equazione di continuità 
(7) risulta pure contenuta nel sistema di equazioni di Maxwell. Ad ogni modo 
per verificare direttamente questa affermazione applichiamo l’operatore div alla 
(8). Si ha: 
divrot ?= A pere, + 4r div} ; 


trasformando il secondo membro per mezzo della (1) e ricordando per che un 


vettore qualsiasi 77 si ha: div rot 7 = 0, si ottiene immediatamente la relazione 
cercata (7). 


$ 2. - Potenziali del campo elettromagnetico. 


Riprendiamo in considerazione il sistema (I) delle equazioni indefinite di 
Maxwell. La seconda di queste equazioni: 


divB=0 


esprime che il vettore B è a divergenza nulla, ossia — come si suol dire — che 
esso è un vettore solenoidale. Come conseguenza di questo fatto, sappiamo 
— applicando un noto teorema di calcolo vettoriale — che esiste un vettore À 
detto potenziale magnetico o potenziale vettore tale che sia: 


(9) B=rot A. 


Con questa posizione la terza delle equazioni indefinite di Maxwell, e cioè la: 


\B 1 38 
iii RE i 
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si può scrivere: 


i 1 di 1 i 
la quale esprime che il vettore E+ = è a rotazione nulla, cioè — co- 


me si suol dire — che esso è un vettore irrotazionale. Per un altro noto teorema 
di calcolo vettoriale sappiamo allora che esiste uno scalare p tale che sia: 


1 dA x 
aa + 


Ponendo poi V= — g, si potrà scrivere: 


(10) E=— — DA cmd” 


per cui lo scalare V risulta essere l’ordinario potenziale elettrico. 

È importante notare il fatto che i potenziali A e V — funzioni di x, y, 2, 
e di # —, introdotti per mezzo delle relazioni (9) e. (10), non risultano completa- 
mente determinati. Nei problemi pratici di elettrodinamica si limita la notevole 
arbitrarietà, che è una conseguenza delle predette incomplete definizioni, impo- 
nendo la condizione che A e V soddisfino all’equazione supplementare (detta 


di Lorentz): 
iL SI 


Si noti che questa condizione non comporta alcuna limitazione alle soluzioni 
dei problemi fisici, i quali si debbono sempre poter esprimere come relazioni 
fra le grandezze E e H che definiscono effettivamente il campo: e queste gran- 
dezze sono completamente determinate dalle equazioni di Maxwell, indipenden- 
temente dal fatto che esse si esprimano in funzione di altre grandezze, quali i 
potenziali AevV, che possono o no venir definite in modo completo. 

Vogliamo ora scrivere, limitandoci per semplicità al caso del vuoto. le 
equazioni del 2° ordine a cui soddisfano i potenziali 4 e TV. i 

Sostituendo la (10) nell’equazione: 


divE= 4rp, 
si ha: 


i a {0A 
— — div (LP) gradV = 4rp. 
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Tenendo conto dell’equazione supplementare (11) e della relazione: 


dp do dp 


div grad p= — sai 
graa 9 na + gi Ag, 
si ottiene l'equazione: 
1 èV 
12 AV—— —_=L 
(12) 2 a da 4rp. 
Analogamente, sostituendo gn 
1 
rtHA= — PO. pi 4n7 
€ 
la (9) e la {10), si ha: 
| 1 2A 1 dV 
snitol d'nii È SSD 
e de c grad ( di )+ tal» 


Trasformando il primo membro per mezzo della nota relazione di calcolo 
vettoriale : 
rot rot 7 = grad div #7 — Ap, 
si ha: 


(13) AA tei 


Le (12) e (13) costituiscono le equazioni differenziali del secondo ordine a cui 
soddisfano i potenziali del. campo elettromagnetico. 

Di notevole interesse sono le soluzioni di queste equazioni, che ci limitiamo 
a riportare senza dimostrazione: 


VP; t) -| [olirse f, AP: t) a è | ia — LEA 


(dr = de dy dg) 


dove la scrittura [ ]._,y, sta ad indicare il valore che la funzione entro parentesi 
assume in ogni punto {0 (distante r da P) al tempo #— re (essendo r/e il tempo 
necessario per percorrere con la velocità c la distanza r). 
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Queste soluzioni esprimono quindi il ben noto fatto che una perturbazione 
e.m. qualsiasi si propaga nello spazio vuoto con la velocità costante €; in altri 
termini i potenziali I e A, generati da una certa distribuzione di cariche e di 
correnti, si fanno sentire nei vari punti dello spazio con un certo ritardo. Per 
questa ragione V e A si dicono « potenziali ritardati » e le equazioni che li de- 
finiscono si dicono « equazioni dei potenziali ritardati ». 


$ 3. - Azione del campo elettromagnetico su cariche e correnti. 


Limitiamoci a considerare campi omogenei, caratterizzati dal fatto che in 
ogni loro punto e e p sono costanti. In questo caso le equazioni di Maxwell (I), 
tenendo presenti le definizioni dei vettori induzione D e È, si possono 


scrivere: 
(ave = p divH=0 
E 
O | 
E 
lecca sE seed E DT a def 
cd Ò7 


Ricordiamo inoltre che, come risulta da considerazioni elementari, la densità 
di energia del campo elettromagnetico in un punto di questo, è data da: 


E? + ul? 
(14) ip EI 
8r 


Osserviamo ora che su un elemento di volume 47, attraversato da una cot- 
rente di densità 7 e che si trovi in un campo magnetico 7, agisce una forza, di- 
retta normalmente a 7 ed a 7, espressa dalla legge elementare di Laplace *): 


TA ul di=7T NBdr. 


Parimenti, se p è la densità di carica elettrica nell’elemento 4r, un campo elettro- 
statico È eserciterà su di esso la forza: 


eEda. 


7 Si osservi infatti che a un elemento di volume dx, attraversato da una corrente di den- 
sità /, può essere assimilato un elemento d/ di conduttore attravers va 
tensità di =] .7do i5 Rrlanezione delfel ato da una corrente di in- 

1 49, essendo 49 la sezione dell'elemento 4/ del conduttore stesso ed 7 il relativo 
versore normale. 
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Complessivamente dunque sull’elemento dr, posto in un campo elettroma- 
gnetico, si eserciterà la forza: 


dF=(ÈÉ+7TA B)dr. 


Osserviamo d’altra parte che, se indichiamo con # la velocità con cui si 
muovono le cariche elettriche poste in un campo elettromagnetico, si ha evi- 


dentemente (tenendo presente che p e / sono espresse in u.e.s. ed u.e.m. rispet- 
tivamente) : 


T=t3 


TA) 


e di conseguenza l’equazione precedente si può anche scrivere: _ 
(15) dF= (F+ T7A 3) pdr. 


Si noti che la forza agente sull’unità di carica risulta data da: 


dF 1 
f = 7 E+7 NB 


che è del tipo studiato nel Cap. I ($ 7). In altri termini laf è, dal punto di vista 
della meccanica razionale, una forza derivante da un potenziale generalizzato, 
funzione della posizione e della velocità del punto materiale, oltre che eventual- 
mente del tempo, a cui essa è applicata. Dalla formula (30) di tale $ discende poi 
che il potenziale generalizzato da cui deriva la forza 7 è precisamente: 


1 
ue Preci À.7. 


$ 4. - Propagazione dell’energia elettromagnetica. 


Per semplicità suppotremo di riferirci, nelle considerazioni che faremo, 
ad un particolare mezzo omogeneo: il vuoto. Avremo quindi: e=u= 1. 

Dall’espressione (15) delle forze che agiscono sulle cariche contenute in un 
elemento 4r di volume, risulta che la potenza delle forze medesime è data da: 


dP = dF.t = (B+ 7A A) odv.7 = E.Fp de. 
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La potenza totale P delle forze e.m. che si esercitano sulle cariche contenute 
in un volume r finito sarà invece: 


P= Î E.dp de. 
Osserviamo che dalla (8) risulta che pù = 7 e tenendo presente la (1°, 49) 
si ottiene: 
1 0dE 
Pat tft Lita 


Per dare a questa formula una forma più simmetrica, sottraiamo dal secondo 


membro il termine: 


c 1 37 
-— | H.{rotE+ — — )d 
4rr [ ua) ed) 
che per la seconda delle (I’) risulta identicamente nullo. Potremo allota scri- 


vere: 
e 1 dE SH 
(16) P=— | Exa H- H.rot E) di | e "ag H. o) de. 


Essendo evidentemente: 


dE 1 03E o 1 84? 
do 2 di  D» a’ 


ed essendo per una nota formula di calcolo vettoriale: 


E.rot H— H.rotE= — div(E AH), 


la (16) si riduce a: 


ò E? + H? c 
1 Pia Tr Sai DE 3 MY PRIORA - 
(17) di [ 8x da 2 [ div(EA1H)d; 


per il teorema della divergenza l’ultimo termine (in grandezza e segno) è eguale 
al flusso entrante, attraverso la superficie o che contiene il volume 7, del vettore 
2 


& E AH, che chiamasi vettore di Poynti, 
x L oynting. 
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Potremo quindi scrivere: 


n o) E? + H? e 
(18) P=-3 | A+ Om (PAR). 


Questa formula ha un significato fisico di fondamentale importanza, come 
appare dalle considerazioni seguenti. Supponiamo dapprima il volume 7 tanto 
esteso che il campo e.m. si annulli sulla sua superficie o (sistema elettromagnetico 
isolato). In questo caso si ha: 


Ù 
On EAH)= 
ont ( 4r A ) 0 È) 
‘onde la (18) si scriverà: 


ò | E° + H? 
_—_—_ 
> 8 


la quale esprime il fatto che, per un sistema isolato, la potenza P delle forze e.m. 
che si esercitano sulle cariche è creata a spese dell’energia del campo e.m. stesso. 
Se invece il sistema e.m. non è isolato, è evidente che la potenza delle forze 
e.m. che si esercitano sulle cariche sarà creata in parte a spese dell’energia del 
« campo e.m. stesso ed in parte a spese dell’energia entrante. La (18) dimostra 
. che la potenza entrante è analiticamente rappresentata dal flusso del vettore di 

. Poynting. 


$ 5. - Risultante delle forze elettromagnetiche e quantità di moto elettro- 
magnetica. 


Il risultante delle forze e.m. che agiscono sulle cariche in t sarà dato da: 


E-| (E+-+7\M)ck-| E+I7nDd 
Ricavando p e 7 dalle equazioni di Maxwell, si ha: 


1 , 1 1 dE 
Bia = |PEktz | ertna— 7 Î di AH di. 


Simmetrizziamo questa espressione aggiungendo la quantità: 


SH 


Of 


z| Bidiv Hh4+ 7 | st 2nEs |P di 


An 
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identicamente nulla in base alle equazioni di Maxwell; osservando poi che: 


1 DE dH 1 ò 
e | (7 AH+EN )er-4| e ND) de, 


avendo indicato simbolicamente con È il complesso dei quattro termini rima- 
nenti. Ma, come facilmente si può verificare, il secondo membro si può 
trasformare in un integrale di superficie di un’espressione contenente solo i 
quadrati delle diverse componenti dei vettori E e H. Di conseguenza, per 
un sistema isolato (per il quale E e si annullano sulla superficie) sul quale 
agiscano solo forze elettromagnetiche, il secondo membro risulta nullo. 


Si ha così: EA 
see lo) A 
RT d x 0. 
cai dl | Are 7 


Ricordando d’altra parte l’espressione del teorema della quantità di moto, 
noto dalla meccanica: 
s- 


di 


dalla precedente relazione si ricava: 


(19) d+ I se cost., 


da cui si vede che, per un sistema eletttomagnetico isolato, la quantità di moto 
2 non è una costante del movimento, ma che è invece tale la grandezza che si 


ottiene aggiungendo ad essa il termine {eo dt: detto termine prende 
n ", 


il nome di quantità di moto © impulso e.m. 


Il vettore: 


ha pertanto il significato di densità della quantità di moto e.m. 
Nel caso particolare che lo spazio in cui si manifestano i fenomeni elettro- 
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magnetici, oltre che vuoto, sia anche senza cariche (0 = 0,7 = 0),i campi E e 7, 
associati alla propagazione di un’onda piana, hanno lo stesso modulo e sono 


ortogonali (vedi oltre), onde il modulo del vettore # in questo caso particolare 
risulterà dato da: 


1) SA 


D’altra parte la densità dell’energia elettromagnetica del campo, data dalla 
(14), diviene in questo caso: 


meo ne 
= a 
onde consegue la relazione notevole: 
w 
2) = — 


che mostra come all’energia W di una radiazione elettromagnetica sia sempre 


associata una quantità di moto di modulo —. 
c 


$ 6. - Pressione della radiazione elettromagnetica. 


Il fatto che all’energia elettromagnetica è sempre associata una quantità 
di moto ha come conseguenza l’esistenza di una pressione, che la radiazione 
elettromagnetica esercita su di uno schermo sul quale incida. 

Consideriamo dapprima il caso di uno schermo perfettamente assorbente. 
Sia S la sezione di detto schermo ed x la densità di energia trasportata sullo scher- 
mo nell’unità di tempo da parte della radiazione, che supporremo dapprima in- 
cidere normalmente sullo schermo. Se tale radiazione è costituita da un gruppo 
d’onde *) di lunghezza /, la quantità di energia raccolta sullo schermo, nel tempo 


#= —, sarà w= #/$; a questa energia sarà associata una quantità di moto 
€ 
ulS O iù 
data da: Q= ——. Questa quantità di moto posseduta dalla radiazione verrà 
e 


trasmessa interamente allo schermo assorbente, sul quale pertanto, in virtù del 


*) Per gruppo d’onde di lunghezza / s'intende una successione di onde che si estende 
per un tratto 7 lungo la direzione di propagazione (cfr. $ 10). 
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noto teorema dell’impulso (Fe= O); verrà ad esercitarsi una pressione ) data 


dalla relazione: 
PAY = — SL 


Fi ei 
da cui, ricordando che è — =, si ricava: 
È 


p=s (schermo assorbente - incidenza normale). 

Se lo schermo, anzichè assorbente, è invece perfettamente ri//effente, esso 
subirà una pressione doppia, perchè, invertendo il gruppo d’onde — a cui è 
associato il propagarsi della radiazione — il suo verso in seguito all’urto sullo 
schermo, si avrà una variazione della quantità di moto doppia di quella che si 


manifesta nel processo di assorbimento. Si ha cioè: 


p=2% (schermo riflettente - incidenza normale). 


Supponiamo ora che la radiazione, anzichè propagarsi lungo la direzione 
normale dello schermo, sia distribuita isòtropamente in tutte le direzioni dello 


spazio. Sia: 


la densità dell’energia elettromagnetica associata alla radiazione. Riferendosi 
ad un sistema di assi cartesiani ortogonali si ha: 


E'= E:+ E}+ E, 


onde potremo scrivere: 


(23) u=u,+4,+4, 
avendo posto: 
E3 a 
Ugg = —{ , “, = Sa i HH, = sa î 
4n 4r 4r 


Ma, avendo supposto che la distribuzione spaziale della radiazione sia 
isotropa, si ha #,= #,= #,, onde, per la (23), il valore comune di queste tre 


grandezze sarà: 


Si deduce quindi immediatamente, ricordando i risultati stabiliti nel caso 
,* . LI » 
dell'incidenza normale, che la pressione esercitata dalla radiazione elettroma- 
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gnetica, distribuita in modo isotropo nello spazio, su di uno schermo assor- 
bente sarà: 


“ 
24 e 
(24) p=3 
e quella su di uno schermo riflettente: 


$ __ 24 
(24') Piro 


$ 7. - Propagazione di onde elettromagnetiche in dipendenza dalle carat- 
teristiche del mezzo. 


Ci limiteremo a considerare mezzi iso/auti caratterizzati dal fatto che in tutti 
i loro punti non si ha corrente. Avremo quindi 7 = 0. Inoltre supporremo che 
in essi non vi siano nemmeno cariche libere, per cui p= 0. 

Suppotremo dapprima che il mezzo in considerazione sia omogeneo, onde 


e e y saranno costanti in ogni punto del mezzo stesso. In questo caso le equa- 
zioni di Maxwell si scrivono: 


div E=0 div H=0 


Applicando l’operatore rot alle ultime due e ricordando la nota formula 
di calcolo vettoriale: 


rot rot7 = grad divà —Ayjf, 


si trova immediatamente che il vettore E ed il vettore soddisfano all’equa- 
zione: 


1 ©E 1 ©H o o o 
a ; = — — 1 |[A,a= —_— peg 
(25) A,E pr d73 ’ AH po ds? Li ( 2 dx? E dy? * dz? ) 
dove si è posto: 
(2 6) = ©. = cost. 


Ven 


58 PARTE PRIMA - COMPLEMENTI DI FISICA CLASSICA 


Le (25) equivalgono a dire che ogni componente cartesiana del vettore bai 
e del vettore 7 soddisfa all’equazione di d’Alembert: 


1 d°0 
@7) he= 7 


Se invece la propagazione avviene in un mezzo won omogeneo isolante, si può 
ritenere in generale con buona approssimazione *) che una generica grandezza 
vibrante (cioè ogni componente del campo elettrico e del campo magnetico) 


soddisfi ad un’equazione del tipo: 


1 dp 
(28) A,jg= TEO 5 "n 


che si differenzia dalla (27) per il fatto che nell’equazione ora scritta la v non è 
più una costante, ma una funzione di x, y, x essendo e e yu variabili da punto a 
punto del mezzo. 

Di particolare interesse è poi lo studio della propagazione ondosa in un 
mezzo dispersivo, cioè un mezzo in cui la velocità di propagazione dipende dalla 
frequenza della grandezza vibrante. In questo caso, anche supponendo il mezzo 
omogeneo, riesce quasi sempre difficile, ed assai spesso è addirittura impossibile, 
lo scrivere l'equazione di propagazione a cui soddisfa la grandezza vibrante. Di 
solito, analizzata questa nelle sue componenti monocromatiche, si riesce solo a 
scrivere l'equazione a cui ciascuna di dette componenti soddisfa. Precisamente, 
sviluppata la grandezza vibrante g secondo la serie: 


q= Xn Pn(Vn) 
(da sostituirsi eventualmente con un integrale), si ha che ciascuna componente 
Pn soddisfa ad una particolare equazione del tipo: 


1 dp, 


29 ino tt la, 
(29) sta (x, Z; va) dé 


» 
*) Si noti che se si suppongono e e p funzioni qualsiasi delle coordinate spaziali si dedu- 
cono per la propagazione ondosa in un mezzo non omogeneo le seguenti equazioni: 


eu èdE 1 1 
(4) 
eu è 1 1 
Asft — = agg E A grad e— grad (7 grad A) ; 


a o quindi valida solo nell’approssimazione in cui è lecito trascurate i secondi membri 
elle (*). 
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$ 8.- Propagazione ondosa in un mezzo omogeneo ed isolante: onde piane. 


Abbiamo visto che in questo caso, dal primitivo sistema di equazioni di 
Maxwell: 


div E=0 div #=0 
(30) 
rot B=_BdH rei e E 
ec di e di 


deriva come conseguenza che i vettori E e F soddisfano alle equazioni diffe- 
renziali del secondo ordine: 


1 èE 1 &H c 
(31) AE = # da’ A,FÉ = (= 


Ci proponiamo ora di trovare, se è possibile, una soluzione particolare delle 
(30), e quindi anche delle (31), la quale risulti indipendente dalle variabili y e g. 
Detta soluzione dovrà cioè essere tale che i vattori E e siano funzioni uni- 
camente di x e di #. 


Di conseguenza ogni componente del campo elettrico e magnetico soddi- 
sferà alla seguente equazione che deriva immediatamente dalle (31): 


du 1° 0% 
Ga) dx? vo die 


La (32) è la nota equazione delle corde vibranti di cui è conosciuta la solu- 
zione; nel caso più generale questa è del tipo: 


u= f(x v0) + f(x + 28), 


essendo le f; delle funzioni generiche. 


Va però osservato che per le componenti E, e H, le equazioni div E=0 
e div 77=0 danno: 


dH 
dda = 0 e = =—0, 
dx dx 
e le rimanenti equazioni portano alle: 
dE, dH, 


ta = 0 
"Se > y 
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Avremo quindi (introducendo delle funzioni generiche È;, X;, pi Gi): 
63) E,=c; E,=Y{(x—0)+ y(x+ 24); E.=x(—2)+ xx + 24) 
H,= ca; H,=p(x—b)+ p(x+ 04); H.=o(x—0f)+ cxx+ 27) 


Per le applicazioni pratiche interessano solo i fenomeni che si manifestano 
nei campi variabili, per cui potremo trascurare gli effetti delle componenti lon- 
gitudinali costanti e, e c, ed assumere E,= H#,= 0. Con questa posizione la 
soluzione considerata rappresenterà delle « onde trasversali » che si propagano 
— sovrapponendosi — nei due sensi dell’asse x, con velocità v. Di regola poi 
nelle applicazioni si hanno da considerare onde che si propagano solo in un 
senso dell’asse x (ad esempio in avanti, cioè lungo il senso positivo dell’asse x); 
porremo quindi: 
da = xa = pa = 02= 0. 


Con ciò la soluzione in considerazione sarà rappresentata dalle espressioni: 


E,= 0 E,= y(x— vt) E.= yo). 


(34) 
FH,=0 H,= pi(x— vt) H,=c;{(x— vw). 

Va però osservato che le varie funzioni che compaiono nelle (34) non sono 
tra loro indipendenti, ma risultano legate da relazioni. Infatti, nell’eliminazione 
operata per dedurre le equazioni del secondo ordine (31) da quelle primitive 
di Maxwell, si sono eseguite le derivazioni, per cui non è detto che le soluzioni 
delle (31) soddisfino anche le (30). Occorre pertanto sostituire le (34) nelle (30) 
e vedere quali condizioni si devono imporre affinchè queste ultime risultino 
soddisfatte. Eseguendo tale sostituzione si trovano precisamente le seguenti 


condizioni: 


LI L t E ' 
i i on=+ — si 
fog tr 
Pi r Va P 4 Gn, d.:. 


(l’apice indica derivazione rispetto all’argomento della funzione). Tenendo conto 
dell'espressione di v si ha che le equazioni della prima coppia sono identiche fra 
loro e così pure quelle della seconda. In definitiva le varie funzioni risultano fra 
loro legate dalle relazioni (naturalmente la costante di integrazione può. essere 


presa eguale a zero): 


= di su / lai 
d,= "o ‘ l’S ngn Pa. 
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da cui derivano per. conseguenza le seguenti: 


(35) Viz=4A < E,=—H,. 
Li ) ui 


Tenendo conto di queste, la formula (14), che dà la densità di energia del 


campo elettromagnetico, si può anche scrivere (per un campo omogeneo senza 
cariche nè correnti): 


E? 
36 CA 
(36) uit 


I risultati ottenuti sono tali da potersi mettere in diretto raffronto con alcuni 
dati sperimentali. Allo scopo osserviamo che, come si sa dall’ottica, la velocità 
di propagazione della luce in un mezzo ad indice di rifrazione n è data da 


c ‘ 
yv= -—. Confrontando questa relazione con la (26) troviamo che deve essere 
n 


n= Ve; praticamente, siccome la permeabilità magnetica (relativa) dei corpi 
non ferromagnetici è sempre estremamente prossima ad 1, si avrà con sufficiente 
approssimazione : 


(37) n=Ve. 


Il confronto fra i valori sperimentali di x e quelli di Ve, è mostrato nella 


tabella seguente (gli indici di rifrazione riportati corrispondono alla riga D 
del sodio). 


Sostanza 


Vetro (flint) 
Solfuro di carbonio 


Come si vede, la relazione (37) è in alcuni casi ben verificata, specialmente 
per i gas, in altri casi invece essa cade completamente in difetto. La ragione di 
questa discrepanza è da ricercarsi nel fatto che la costante dielettrica, quale ri- 
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sulta dalle misure ordinarie, è dedotta dalla polarizzazione elettrica della sostanza 
sotto l’azione di campi elettrici costanti; i campi elettrici della luce sono invece 
variabi licon frequenze dell’ordine di 10!° periodi al secondo, e per tali frequenze 
l’azione del campo elettrico è assai diversa che per i campi statici: in altri termini, 
i fenomeni di polarizzazione, e conseguentemente i valori di e, dipenderanno 
dalla frequenza del campo elettrico stesso. Ne consegue che anche x sarà funzione 
della frequenza, cioè che in generale il mezzo sarà dispersivo: questo è di regola 
il comportamento delle sostanze. E poichè, com’è ovvio, e tende al valore elet- 
trostatico per v+ 0, ossia X-+00, è da presumere che la (37) sia verificata tanto 
meglio quanto maggiore è il valore di X in corrispondenza del quale viene mi- 
surato l’indice di rifrazione: difatti le onde hertziane la verificano già meglio 
che non le luminose. 

D’altra parte l’equivalenza fra onde luminose ed onde elettromagnetiche è 
stata successivamente dimostrata in modo diretto e completo. Difatti l’odierna 
tecnica elettronica permette di realizzare opportuni generatori, a valvola, di mi- 
croonde di lunghezze così corte da sovrapporsi a quelle dell’estremo spettro 
infrarosso di alcune molecole. L’esperienza permette di verificare come il com- 
portamento dei due tipi di onde sia perfettamente equivalente. 

Se nella soluzione dianzi ottenuta dell’equazione delle onde, che, come ab- 
biamo detto, rappresenta il propagarsi di un’onda piana, poniamo ulteriormente 
E,= 0, sarà, per la (35), H,=0. 

In questa soluzione particolare il campo elettrico vibra parallelamente 
all’asse y: si suol dire che l’onda è polarizzata rettilineamente lungo l’asse %. 
Se in particolare si considerano onde in cui la vibrazione del campo elettrico 
avviene secondo una legge sinusoidale, e cioè ad esempio: 


(38) E,= A cos 2xr — (—0+ 8), 


per la (35) avremo allora: 


i 


(39) H,= A|/—- cos Im (est + g). 
u 


Questa soluzione rappresenta fisicamente la propagazione di un’onda mo- 
nocromatica, cioè di un’onda avente una determinata frequenza v. 

Da un punto di vista analitico sono però possibili anche soluzioni delle equa- 
zioni (30) che si possono ottenere dalla sovrapposizione di tante funzioni del 
tipo (38) e (39), ma essendo ognuna di esse caratterizzata da un diverso valore 
del parametro y; non solo, ma si può pure dimostrare che ogni generica soluzione 
del tipo (33) si può sempre rappresentare come sovrapposizione di una succes- 
sione discreta (serie di Fourier) o continua (integrale di Fourer) di termini si- 
nusoidali a frequenza diversa. Da un punto di vista fisico, questo risultato trova- 
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riscontro nel fatto che ogni vibrazione elettromagnetica complessa si può ri- 


solvere spettroscopicamente in tante vibrazioni semplici di frequenza diversa 
(principio di sovrapposizione). 


$ 9. - Propagazione ondosa in un mezzo dispersivo. 

Riprendiamo in esame lo studio della propagazione ondosa in un mezzo 
dispersivo, in quanto tale studio riveste una particolare importanza per le que- 
stioni di cui ci occuperemo nel seguito. 

Allo scopo ricordiamo che, come già abbiamo accennato, una proprietà 
fondamentale dei fenomeni luminosi è l’indipendenza completa della propaga- 
zione delle varie onde monocromatiche che compongono una radiazione com- 
plessa qua!siasi. Consideriamo ora una radiazione non monocromatica, rappre- 
sentata da una funzione (grandezza vibrante) g(x, y, %; #): mettendoci in un 
punto fisso della spazio, potremo ritenere la grandezza vibrante come una fun- 
zione del solo tempo #7. A seconda poi che la radiazione, osservata allo spettro- 
scopio, dia origine ad uno spettro di righe o ad uno spettro continuo, potremo 
rappresentare la funzione che analiticamente la descrive mediante uno sviluppo 
in serie od in integrale. Avremo cioè nel primo caso: > 


(40) (x), % t) = n Un(XI 2) cos (2rv ni me Yn) = Ln Pn 


nel secondo invece: 


(40’) (x, 757) = | 


ACHE 5) cos (2rvf + y) dv= | pv. 
0 


(1) 


Ogni componente dello spettro di righe o dello spettro continuo soddisfa 
d’altra parte, come sappiamo, all’equazione: 


10 
(x, YZ; Vn) di 


(41) AoPn 


da cui, sostituendo a g, la sua espressione: 
(42) @,= #, COS(27rv,8 + Ya)» 


si trova che ciascuna ampiezza #,, che compare come coefficiente dello sviluppo 
della grandezza vibrante g in serie (o in integrale), soddisfa all’equazione delle 
onde stazionarie: 


(43) Aglln 


2.2 
4n?vi 


id i 
(x, 3 Va) 
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Si vede dunque che, come abbiamo già detto, esiste per un mezzo dispersivo 
l’equazione differenziale a cui soddisfa ogni singola componente monocromatica, 


1 i à 
mentre in generale, essendo il coefficiente # della (41) diverso per le varie 


componenti monocromatiche, non si riesce a trovare una equazione a cui soddisfi 
la grandezza vibrante 9 *). Non è però escluso che in qualche caso particolare 
la legge di dispersione v= #(v) sia tale per cui si possa trovare anche un’equa- 
zione a cui soddisfi la grandezza vibrante composta: naturalmente i coefficienti 
di detta equazione, alla quale soddisferanno pure tutte le componenti monocro- 


matiche, non dovranno contenere il parametro v. 
Per chiarire quanto abbiamo detto, studieremo ora a titolo di esempio un 


caso di propagazione ondosa in un mezzo dispersivo in cui è possibile trovare 
l'equazione a cui soddisfa la grandezza vibrante g. Consideriamo un mezzo 
ipotetico (nel senso che non esiste in natura, almeno per la propagazione di onde 
e.m.) caratterizzato dalla seguente legge di dispersione: 
1 
pu 


y° ve” 


in cui p e q sono funzioni di x, 7, 2. 
Sia p= g(x, y, %; #) la vibrazione composta, che supporremo decomponi- 
bile in componenti monocromatiche secondo lo sviluppo: 


P= n Pn; 
dove ogni componente monocromatica 9, è del tipo (42) e soddisfa all’equazione 


(41). 
Derivando successivamente la (42) si ottiene: 


do, 
dI 


= — 2rvyi, sen (2rv,8 + Ya) 


DO, 
ce — — 4r%vi1, c08 (av, + fa) = — 4r4Î9,, 


*) Questa impossibilità sussiste ad es. per il fenomeno di dispersione che si verifica 
quando la luce attraversa un prisma di vetro. Infatti, com'è noto, in questo caso vale la legge 


ue , i e B C 
di dispersione di Cauchy: n= ini da x+ .-., dove A, 8, C, ... sono delle 


costanti determinabili sperimentalmente caso per caso e dove X indica la lunghezza d’onda nel 


e 
vuoto: À = -—, 
v 
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onde, sostituendo nella (41), si ha: 


"Pn 
de 


Aspy—d + 449, = 0. 


i cui coefficienti non contengono la v,. Scrivendo le equazioni relative a tutti i 
valori dell’indice 7 e sommando si ottiene: 


Ò° En Pn 


Ag Zn Pn — È da? 


* 4r°g Zn Va 0, 
che si riduce ovviamente (essendo Z, ,= g) all’equazione: 
dp 
FE lA - 
nd t=0 


a cui soddisfa la grandezza vibrante composta. 


$ 10. - Onde piane in un mezzo dispersivo omogeneo. Gruppo d’onde. 
Se una radiazione monocromatica di frequenza v si propaga per onde piane 


con velocità v lungo il senso positivo dell’asse x, la grandezza vibrante 9, sarà 
espressa dalla nota equazione del raggio (cfr. $ 8): 


g,(x; 7) = A cos Dx _st4 8) 


od anche, introducendo la lunghezza d’onda X= ed una nuova costante 
di fase « legata alla f dalla relazione: 3 


dalla: 
(44) g.(x;1)= A cos [21 (È ra v) + a| 


Un altro modo di rappresentare un’onda monocromatica si ha scrivendo 
l'equazione del raggio sotto forma complessa: 


(45) px; A) = exp Rri(x— vé)] G=V— 1). 


66 PARTE PRIMA - COMPLEMENTI DI FISICA CLASSICA 


Si osservi infatti che anche questa espressione è ovviamente una soluzione 
dell'equazione delle corde vibranti (cfr. $ 8). In questa rappresentazione è poi 
evidente che la @, è una quantità complessa, ma si conviene di fare corrispondere 
ad essa la stessa grandezza fisica che, nella rappresentazione reale consueta, 


viene ad essere rappresentata dalla parte reale della (45). 
Con questa convenzione le scritture (44) e (45) risultano equivalenti. Infatti, 


scritta la grandezza complessa «9 nella forma: 
a = A explia) 


essendo A e a due grandezze reali, la (45) si può scrivere: 
p,(x;1)= A expfi2r(xh—v) + a]}= 


pali {cos È (È — v) + "| + i sen È (È vi v) + 2 | 


onde prendendo, secondo la convenzione fatta, la sola parte reale di questa espres- 


sione, si ha proprio la (44). 
L’espressione dell’onda monocromatica (45) può anche scriversi in maniera 


un po’ diversa introducendo la nuova grandezza: 


1 
K= — 
LI 


detta numero d’onde. L’espressione della frequenza 


diviene con la posizione precedente: 
v= 0K; 
la (45) si scrive pertanto: 
(46) p,(x; 4) = & exp [2ri(Kx— vé)]. 


i In un istante qualsiasi la g,(x; #) è rappresentata graficamente da una sinu- 
soide lungo l’asse x di lunghezza d’onda X; al passare del tempo tale sinusoide 


avanza nel senso positivo dell’asse x con velocità uniforme v= \w= —_ . 


Fa Li 
si suol dire che l’equazione (46) rappresenta un freso di onde monocromatico. 
Se anzichè un’onda monocromatica abbiamo invece una radiazione composta 


che avanza nel senso positivo sont | x, essa potrà essere scissa nel suo spettro 
> 
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che supporremo continuo (è questo il caso che per ora più ci interessa). Potremo 
quindi rappresentarla analiticamente con uno sviluppo in integrale: 


(* ») 


(47) P:(2:))= | 7 (K) exp [2ri(Kx— vé)] dK 


dove | .(K)| 4K rappresenta l’intensità luminosa corrispondente all’inter- 
vallo 4K dello spettro continuo: in altri termini la funzione [af ,(X)|* rappresenta 
la distribuzione dell’intensità nello spettro. 

Analogamente una radiazione composta, che avanza nel senso negativo 
ciell’asse x, potrà rappresentarsi con lo sviluppo: 


o 


(48) p_(x;)= | 9 _(K) exp [2ri— Kx— ve)] dK. 


Lt] 


Per rappresentare poi con una sola formula una radiazione composta da 
radiazioni monocromatiche che si propagano in entrambi i sensi dell’asse x, 
porremo: 


SY .(K) = (K), 9 _(K)= Y(- K). 


Con ciò la (48) si scrive: 


co 


o_(x; 1) = | I(— K) exp [2ri— Kx— vé)] dK= 


ui f A K) exp [2ri(— Kx— véi)] d(— K) 


co 


e quindi, supponendo di dare a X valori negativi, avremo: 


Q_(x;)= | A(K) exp [2ri(Kx— ve] dK. 


—o0 


Con ciò la radiazione composta g(x; #) = 9,(x; 7) + 0_(x; #) potrà rappre- 
sentarsi con lo sviluppo: 


(49) g(x; 4) = | AK) exp [2ri(Kx — ve)] dK. 


_ 0 


Una radiazione composta di particolare struttura è quella costituita da un 
gruppo d’onde, cioè da una vibrazione che si propaga lungo una certa direzione 
e che, ad ogni istante, è limitata ad un tratto di lunghezza I. Una vibrazione di 
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questo tipo si può sempre sviluppare secondo un integrale del tipo (49): essa 
ha cioè uno spettro continuo. 

Consideriamo ora la propagazione in un mezzo dispersivo di un gruppo 
d'onde pressochè monocromatico, cioè tale che nel suo sviluppo in integrale 
compaiano con intensità apprezzabile solo le componenti monocromatiche di 
frequenza compresa in un piccolo intervallo intorno ad una frequenza vw, cioè 
tale che le w(K) dello sviluppo (49) si possano ritenere diverse da zero solo 
per X compreso entro un piccolo intervallo (K1— e, Xo + £) attorno a un va- 
lore fisso X,. Sotto queste ipotesi potremo introdurre una variabile n (essendo 
—e<n<e), tale che sia: 

K= Kt n. 


Sviluppando la funzione v= v(X) in serie di Taylor e limitandoci al secondo 
termine dello sviluppo, avremo: 


v=MKr+ n) = vo+ von 


dove si è posto: 
LI dv 
Vo = v(Ko) Va = () ‘ 
P dK /Jx-x, 


Sviluppata perciò la grandezza vibrante che rappresenta il nostro gruppo 
d’onde secondo l’integrale (49), potremo in questo sviluppo sostituite a v ed 
a K le espressioni precedenti. Avremo così: 


(50) px; 7) = [ (Ka + n) expf2ri[(K0+ n) x— (0 + vom)#]}An = 


= exp Pri(Kx— vo] | A(Ky+ n) exp [2rcin(e — vor)] da. 


_x 


Confrontando questa espressione con la (46) relativa a un’onda monocroma- 
tica, si vede che l’integrale che figura nell’ultimo membro della (50) tiene il posto 
dell’ampiezza & della (46): esso però non è una costante, ma una funzione di 
x e di #. In altri termini possiamo dire che la (50) rappresenta un’onda di frequenza 
determinata vo, ma di ampiezza e fase variabili. Se, a un dato istante £ rappre- 
sentiamo graficamente il modulo dell’integrale in funzione di x (curva tratteg- 
giata di fig. 4), che si suol chiamare profilo del gruppo, la 9 sarà rappresentata 
da una specie di sinusoide ad ampiezza variabile iscritta entro questa curva. Si 
osservi ora che l’integrale nella (50) contiene x e # solo nella combinazione 
x — vof, il che significa che le relazioni di fase, che per #= 0 si avevano nel punto 
x= 0, in un istante # generico si ritrovano in un punto dell’asse x spostato del 
tratto vy?: ciò equivale a dire che il profilo del gruppo si sposta senza deformatsi 
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dy 


con velocità V= w = () , che pertanto viene chiamata velocità di gruppo. 
0 


Si noti che dalla relazione: 
dv 
V={| — 
(+) 
v 1 


ten ita lx|l_a, (a 
CVEVAL CAL Va | 


(4) (1) 


si ricava immediatamente: 


Fig. 4 - Rappresentazione 
di un gruppo d'onde. 


dalla velocità di fase »(v) con cui si spostano le singole componenti monocro- 


matiche del gruppo stesso, le quali, interferendo fra loro, danno luogo al gruppo 
di profilo invariabile. 


$ 11. - L’equazione delle onde e il principio di Fermat. 


Abbiamo visto precedentemente che lo studio della propagazione ondosa 
in un mezzo qualsiasi si basa essenzialmente sulla ricerca di soluzioni dell’equa- 
zione differenziale: 

1 è 
— — —;=0. 
RA 

Ciascuna componente monocromatica è rappresentata da una funzione del 

tipo: i 
o(x,Y, XL; #) = #29 2) exp(— 2x2) 
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e la # è una soluzione dell’equazione: 

dn? 
(52) Axy + “i a= 0. 


Vogliamo ora mostrare che, qualunque sia la dipendenza della funzione 
vr da x, J, , si può sempre ottenere una soluzione approssimata dell’equazione 
scritta che tende a diventare esatta per v + 00, cioè per X + 0): è questa l’appros- 
simazione della cosiddetta ottica geometrica, nella quale, com'è noto, si trascu- 
rano i fenomeni di diffrazione. Mostreremo più precisamente che la soluzione 
approssimata che determineremo si può compendiare nel principio di Fermat. 

Prendendo in considerazione la (52) operiamo in essa la trasformazione: 


(x,y, g) = C exp[ixS(x,7, DI 


essendo C una costante ed S una funzione in generale complessa. La (52) si muta 
allora nella: 


(53) n v= v? grad S— ivA,S. 


Per 7 +0 (e quindi v + c0), essendo la grandezza #° sempre una quantità 
finita non nulla, l’ultimo termine al secondo membro risulta trascurabile e quindi, 
in tale approssimazione, ponendo: 


Figenierr 
si ha: F 


(64) gradis= f? 


che vien detta equazione dell’iconale. Il problema è pertanto ricondotto all’integra- 
zione di questa equazione differenziale del primo ordine, non lineare: il che 
noi faremo seguendo un procedimento non rigoroso, ma rapido e intuitivo. 
Consideriamo allo scopo due punti A e 2 nello spazio, e sia 5 una linea 

B 


che li congiunge; l’integrale | fds avrà un valore diverso a seconda della 
. ® »* =. . A . * » Li 
linea s di integrazione: noi prenderemo come linea di integrazione quella lungo 


la quale l’integrale assume il valore minimo. Facendo poi variare il punto A 

su una superficie cy, per ogni posizione di detto punto avremo una particolare 

linea s che congiunge A con 8 lungo la quale l’integrale in considerazione assu- 

me il valore minimo. Scegliamo quella particolare posizione di A su op (sia essa 
B B 


Ao) per cui il valore minimo di | ds, che indicheremo con min| f ds, 


. ® = . n . . do si 4y 
risulti minore di tutti i valori minimi degli integrali f fds relativi a qua- 
A 
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lunque altra posizione di A su cy. Questo valore sarà naturalmente una funzione 
delle coordinate x, y, g, del punto 8. Avremo cioè: 


(55) min (| farm S%9,d. 


Orbene, vogliamo ora far vedere che la funzione S(x, y, 7) soddisfa proprio 
l'equazione (54). 

Osserviamo anzitutto che la S(x,_y, g) si annulla se il punto 8 coincide con 
-ig: questo punto giace quindi sulla superficie S = 0, che noi supporremo 


® g=C B B' 


Fig. 5 - A illustrazione della riso- 
luzione dell'equazione dell'iconale. 


essere proprio la superficie co. Consideriamo” ora un’altra superficie S= C 
{essendo C' una costante): vogliamo dimostrare che, se s(x, 1, 2) è la linea per 
cui l'integrale (55) è minimo, s è perpendicolare ad entrambe le superficie. In- 
fatti (fig. 5), se ciò ad esempio non avvenisse per la superficie S== C, si potrebbe 
trovare su di questa un punto 2’ (dalla parte dell’angolo in B acuto) tale che: 


ds= MB> MB'= ds'; 
ma allora: 


| | x; f f 


e ds' < ds). 
Ma ciò è assurdo, perchè per ipotesi la linea per cui l’integrale è minimo è 
B 


la AB. Si conclude pertanto che le linee per cui | f ds è minimo tagliano 
normalmente le superficie Aa 
S = cost. 
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Consideriamo ora (fig. 6) due superficie infinitamente prossime S” e S' + 45 
e siano P, e P, i due punti in cui la linea di minimo, partendo da A,, sega le due 


superficie. Avremo: 


P, Pa 
fim fds=S'+d$; 
de 


Fig. 6 - A illustrazione della riso- 
luzione dell'equazione dell’iconale. 


onde, essendo P,P, un segmento infinitesimo, sarà: 
dS= fds. 


Siccome poi, per la dimostrazione data, ds è normale alla superficie S, avremo : 
dS 
d Ne; == — =), 
mini “ii 


Ciò, in altri termini, dimostra che la soluzione della (54) è proprio la fun- 
zione S(x, Y, %) da noi considerata; cioè scelto, come abbiamo detto, il punto 
A sulla superficie 0p(5S= 0), tale soluzione è data da: 

° P(x,y,2) 
S(x,y, 2) = min fds. 


di 


Questa funzione sarà di conseguenza anche una soluzione approssimata 
dell'equazione (53), e pertanto la soluzione approssimata dell’equazione (52) sarà 
la seguente: 

: . (Pan Plzy:3) ds 

u(x, ,9= Cep [min ( fe|= Cerp2rà [mia | | 

4 4 d 

Ne viene che nella propagazione ondosa le superficie d’onda (superficie di 

fase costante) sono quelle per cui 


Pd 
min ( = i 
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ed i raggi (traiettorie normali alle superficie d’onda) sono le linee percorrendo 

le quali il tempo impiegato dal raggio luminoso per andare da A, a P 
Pd 

(e = [ c) è minimo. Ciò costituisce appunto l’enunciato del principio 

di Fermat, su cui si è soliti fondare l’ottica geometrica. 


$ 12. - Calcolo delle frequenze proprie di una cavità. 


Ci proponiamo ora di calcolare il numero delle onde stazionarie che si sta- 
biliscono in una cavità a pareti riflettenti (quando essa è sede di un campo elet- 
tromagnetico oscillante) aventi frequenza tra v e v + dv. Poichè il numero di que- 
ste oscillazioni è indipendente dalla forma della cavità, quando le dimensioni 
lineari di questa siano molto grandi rispetto alla lunghezza d’onda delle radia- 
zioni (e noi ci mettiamo senz’altro in queste condizioni), consideriamo per sem- 
plicità una cavità cubica di volume V= 4°, limitata da pareti metalliche, che 
contenga delle radiazioni sotto forma di onde elettromagnetiche stazionarie. 

Una componente qualsiasi pg del campo elettrico o di quello magnetico 
dovrà essere una soluzione stazionaria dell’equazione:; 


1 


- Per ogni radiazione monocromatica di frequenza v si può porre 
(x, %; #) = W(x,, x) sen(2ovi— B); 


la (x, Y, %) soddisferà di conseguenza all’equazione: 
4n®y? 
(57) Ash + ear p= 0 


che si ricava facilmente sostituendo la precedente espressione di 9 nella (56). 
La (57) si può risolvere col metodo della separazione delle variabili, che con- 
siste nel cercare le eventuali soluzioni del tipo: 


Yx,1, DD = A) YU) ZR). 
Mediante sostituzione di questa nella (57), si trova: 


+ FP 0 Ale 4ny? 
(58) agro 4, 
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LALA ti 


— nce 


r 
una funzione della sola x, 3 della sola y, z 


I 


Ma, essendo 


della sola 7, dovrà necessariamente essere: 


rr pre se 
—_ —_ = — ———— = — _———— = — a 
(59) Pi _dP Y Ky» # 


essendo X,, X,, K, tre costanti che, perchè sia verificata la (58), dovranno soddi- 
sfare la condizione: 


Ant? 
(60) K,+K,+K= — . 


Le soluzioni fondamentali delle (59) sono date (a meno di un fattore costante) 
da: 
X(x)= sen (VK,x + a) 
Y9)= sen(VK,3 + ca) 


Z(g) = sen(VK.z + ca). 


In conseguenza delle condizioni al contorno che devono essere sodd:sfatte 
dal campo elettromagnetico (la componente tangenziale del campo elettrico E 
e quella normale del campo magnetico H devono annullarsi sulle pareti), se 
indichiamo genericamente con d,= X, Y, Z; una qualsiasi delle componenti 
H,, En E, questa dovrà annullarsi per x= 0 e perx=%. 


Dovrà essere: 
X(a= X(0)=0, i 


e cioè: 
sin a,= 0, sin (VK4+a,)=0, 
da cui: 
(61) a,=0, VK= 1 — 
a 


essendo 7, un numero intero, positivo non nullo. In modo analogo si trova 
(considerando rispettivamente le componenti H,, E,, E, e H., E., E, con le 
relative condizioni al contorno): 

T 


VK=m—, VE ie 


a 


(61') 


dove #, € #3 sono pure numeri interi, positivi non nulli. 
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Dalle (60), (61) e (61') si ricava poi che i numeri #,, #3, # devono essere fra 
loro legati dalla relazione: 


", \? Ho \° Ma \® v\ 
62 Hal i Di R SII A 
ed è questa la sola formula che a noi interessa stabilire. 


Per effettuare il conteggio delle vibrazioni proprie converrà ora ricorrere ad 


un sistema di assi cartesiani ortogonali (E, n, ©) € rappresentare ivi i punti di 
coordinate : 


MR. | santa +. * 
dadi” Da e 


Questi punti formano un reticolo regolare; potremo in pratica supporli 
distribuiti con continuità e con la densità: 


Hola 
è= ——-, 
T 


essende t = È n %. Ricordando le espressioni precedenti di €, n, %, si ha quindi: 


d= 8a. 
Si noti ancora che l’equazione (62) rappresenta, nello spazio &n%, una 
| v i lodi 4 
sfera di raggio "= —, per cui, ad una variazione dv della frequenza v, corri- 
c 
sponderà una variazione dr del raggio r data da: 


1 
dr= — dv. 


c 


Se poi r è sufficientemente grande rispetto al lato della cella elementare del 
reticolo, potremo valutare con un metodo approssimato il numero di punti 
compresi fra le superficie sferiche di raggio r ed r + dr, cioè il numero di onde 
stazionarie di frequenza fra ve v+ dv. 


Il volume della regione compresa fra le dette superficie è: 


v 
4nr*dr = 4n —- dv. 
c 


Si noti che solo Ù* di questa regione contiene punti rappresentativi, perchè questi 


corrispondono ai soli valori positivi di È, n, {. I punti rappresentativi corrispon- 
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denti alle frequenze comprese fra v e v + dv saranno quindi contenuti nel volume: 


n 
sani Sd ii 


e il loro numero sarà pertanto dato dal prodotto di 47 per la densità 3, cioè da: 


3,,2 
di = Sd: = 4n cl dv. 


Se si tiene conto che ad ogni sistema di onde stazionarie corrispondono due 
vibrazioni caratteristiche, potendo il sistema essere polarizzato in due modi 
diversi, e che 4* rappresenta il volume V della cavità considerata, si ha che il 
numero complessivo delle vibrazioni proprie polarizzate rettilineamente, di 
frequenza fra ve v+ dh, risulta dato da: 


(63) dN= VIE vid» 


$ 13. - Equivalenza di un sistema di onde stazionarie con un sistema di 
oscillatori lineari. Hamiltoniana per il campo elettromagnetico. 


Abbiamo visto a suo tempo che le grandezze M e Î del campo elettroma- 
gnetico *) si potevano far dipendere da un potenziale vettore 4 e da un poten- 
ziale scalare U, a cui tali grandezze erano legate da relazioni che, per il caso 
particolare che ci interessa (spazio vuoto senza sorgenti, onde e=u=1 e 
U= 0), si possono scrivere: 


> 1 dA 
(9) i si 
(65) N=rot A. 


In questo caso quindi la conoscenza del solo potenziale vettore A è suffi- 


ciente a determinare il campo elettrico M e quello magnetico 
Nel caso di un’onda piana stazionaria di frequenza v,, il boltmalale vettore 
« Si può scrivere sotto la forma: 


(66) Rain [ a 


a DIA 


_ Ypero Denotiamo qui il campo elettrico col simbolo M e quello magnetico con N, anzichè 
con È e con H, come abbiamo fatto a suo tempo, per evitare possibili confusioni con altri 


simboli. 
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dove il fattore sinusoidale ci dà l'ampiezza in funzione, della posizione; 7 è 
un vettore di componenti x, y, {; &, un vettore unitario che dà la direzione 
dell'onda; X un vettore unitario che dà la direzione di vibrazione del campo 
elettrico, e che quindi è normale ad &, (onda trasversale); il fattore #,(#), che nel 
vuoto è una funzione sinusoidale di #, dà la dipendenza dell’ampiezza del vettore 
s dal tempo. 

Avendo a che fare con un sistema di onde stazionarie di frequenze vj, va, 
- + +3 Vs, «+ «3 distribuite secondo la (63), il potenziale vettore complessivo A sarà 
dato da: 
(£7) A=X,A,=Z,%y;{?) senT, 
dove: 

2; 


h,= dsT)+ Bs- 


c 


Dobbiamo ora ricavare le espressioni del campo elettrico M e del campo 
magnetico N. Dalla (64) si ha immediatamente: 


1 
(68) M=-—-%, — dh sen. 


Per ricavare l’espressione del campo magnetico cominciamo col ricordare 
che, se 7 è un vettore costante e f uno scalare funzione di x, y, %, si ha la seguente 
formula di calcolo vettoriale (del resto di immediata verifica): 

rot 4f= gradf Ad. 


Osserviamo ora che il vettore A,, dato dalla (66), si può scrivere: 


ponendo: 


D'altra parte, come si ricava immediatamente, si ha: 


2 - 
grad f= iù cos ( n° dgr + à.) grad &,.r7 = 


2rv, 


= dr i COS ( mne dgr + è) e ds co M,. 
€ € 


c 
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Si ha quindi: 


| 2 
rot4,= “* (è, AX)) (0) cosr.. 
c 


Dalla (65) si ricava allora immediatamente: 


2 
(69) N=%, n (&, AÈ) 1, cos. 
Ricordiamo ora che la densità di energia del campo elettromagnetico in 
un punto qualsiasi risulta data da: 
M°+ N° 
w= ——_T _. 
8r 


L’energia totale nel volume Y sarà quindi: 


M2 1 N72 
(70) H=- Vi +N 
8r 


avendo indicato con M? e N? i valori medi delle grandezze M? e NN? relativi ai 
diversi punti del volume V. 

Osserviamo ora che in 4? e in N? compaiono dei termini che contengono 
il fattore sen?T,, ed altri che contengono i prodotti misti senT', senT', (Fr # 5). 
Se si tien presente che il valore medio su un intero periodo di senI è nullo, 
cioè senT, = 0, mentre il valor medio di sen?T, vale }, cioè senT, = };je 
che Î a Ax, Î = 1 (perchè &, e x, sono due vettori unitari ortogonali), si trova 
subito: 
2rev8 


2 
n. 


7; RL Ni- 
Si ha quindi per l’energia elettromagnetica nel volume V: 


(71) nà i+ 2reva2). 


Bree 


Da questa espressione dell’energia di radiazione si possono ottenere le equa- 
zioni che danno la dipendenza delle x, dal tempo in una forma particolarmente 
interessante. Allo scopo introduciamo una nuova variabile v, così definita: 


_dH VV 


dA, — Bre? Ha; 


CAP. II - ELETTROMAGNETISMO 79 


potremo allora scrivere: 
Bre® y? V 


2 Fi=%, —— erica 2,2 |, 
(72) ( Dv > + ae Zap) 


Da queste due relazioni si ottiene: 


8re? dH 
73 I, = s= A 
(73) i 7 y » 
e derivando: i Bre? i 
fg, — V V.,= 


Tenendo ora presente che la #,(#) è una funzione periodica del tempo di 
frequenza »,, avremo d’altra parte che essa soddisfa all’equazione: 


i, + 4nvîn, = 0. 


Confrontando le due ultime relazioni scritte, si ha: 


i OH 
Ma questa espressione non è altro che — es onde si avrà: 
7A 


led 
dal, 


(74) ‘d= — 


Le (73) e (74) ci dicono dunque che le variabili 4, e v, si comportano come 
canonicamente coniugate rispetto all’hamiltoniana (72). 

Le diverse espressioni scritte si semplificano notevolmente introducendo 
le nuove variabili 9g, e ), definite dalle: 


Bre af 
Hz = 7 se fee Ba D» 


| Infatti l’hamiltoniana (72) diventa: 
(75) H= X; (3 di + 2r°v742) 
e le (73), (74) si trasformano nelle: 


da dH dH __; 
( ) a, dg, 
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che ci dicono che le nuove variabili g, e f, sono pure variabili canonicamente 
coniugate rispetto all’hamiltoniana (75). 

Osserviamo ora che la (75) è proprio la stessa hamiltoniana di un sistema di 
oscillatori lineari indipendenti di massa unitaria e frequenze v1, ..., v,,... . Ciò 
dimostra l’equivalenza da noi affermata di un sistema di onde stazionarie in una 
cavità a pareti riflettenti con un sistema di oscillatori lineari meccanici: preci- 
samente ogni vibrazione elettromagnetica, polarizzata rettilineamente, di fre- 
quenza v è equivalente ad un oscillatore meccanico armonico lineare di 


frequenza propria eguale 2 v. 
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CarrrtoLo III 


CENNI DI MECCANICA STATISTICA CLASSICA 


$ 1. - Generalità. 


Lo studio della struttura molecolare ed atomica della materia — il cui rapido 
sviluppo è uno degli aspetti più salienti della fisica moderna — ha suggerito la 
formulazione di nuovi metodi analitici particolarmente adatti alla discussione 
delle proprietà caratteristiche di sistemi meccanici formati da un enorme nu- 
mero di elementi costituenti. 

La ragione essenziale per cui questi nuovi metodi sono stati introdotti va 
ricercata nel fatto che nella considerazione di sistemi assai complessi — come 
ad esempio quello costituito da una massa gassosa composta da miriadi di atomi 
o molecole — risulta assai difficile, anzi in pratica addirittura impossibile, osser- 
vare sperimentalmente o predire teoricamente il preciso comportamento cinema- 
tico di tutti i singoli costituenti del sistema. 

Dal punto di vista sperimentale vi sono infatti notevoli difficoltà, una delle 
quali è costituita dall’impossibilità di conoscere con precisione tutti gli elementi 
che influenzano lo stato di un corpo immerso nel campo di tutti gli altri corpi 
circostanti e quindi di determinare con esattezza una qualunque grandezza fisica; 
come dice Botel: « la nozione di valore numerico esatto di una grandezza fisica 
qualsiasi è una pura astrazione matematica, alla quale non corrisponde nessuna 
realtà ». 

Dal punto di vista teorico, ammesso anche di poter conoscere ad un certo 
istante la posizione e la velocità di tutti i corpi (atomi 0 molecole) da cui è costi- 
tuito il sistema e di conoscere pure esattamente le leggi che regolano il comporta- 
mento individuale di ogni singola particella, l’enorme complessità dei calcoli 
necessari per descrivere l’evoluzione del sistema in base alla legge della mec- 
canica ordinaria rende praticamente impossibile qualsiasi previsione sullo 
stato del sistema ad un istante successivo, anche molto prossimo all’istante 
fissato. 

Di qui la necessità di rinunciare alla pretesa irrealizzabile di dedurre il com- 
portamento esatto di un sistema complesso da quello delle singole particelle 
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costituenti, sostituendo ad essa l’aspirazione più modesta di determinare, con 
metodi statistici, quale debba essere #1 media il comportamento di simili sistemi. 
Infatti l'impossibilità di osservazioni e previsioni esatte, cui abbiamo accennato 
sopra, non esclude che si possa costruire una teoria matematica dei sistemi in 
questione quando ci si limiti ad osservare e prevedere il comportamento g/obale 
del sistema. È appunto con lo scopo di investigare le leggi atte a descrivere il 
comportamento globale di un sistema costituito da un gran numero di parti- 
celle che si è sviluppata la meccanica statistica. 

Lo scopo principale di queste lezioni vuol essere quello di accennare allo 
sviluppo logico dei principi della meccanica statistica e di mostrare l’applica- 
zione di questa allo studio di qualche problema fisico. A questo proposito 
osserviamo che per molte questioni la trattazione di sistemi fisici o chimico- 
fisici, a un gran numero di particelle costituenti, è fatta normalmente fondandosi 
sui metodi della termodinamica, la quale — come è ben noto — si basa essenzial- 
mente su due postulati fondamentali, noti sotto il nome di primo e secondo prin- 
cipio della termodinamica. Questi metodi si sono dimostrati indubbiamente 
utili nello studio dei sistemi complessi, considerati però solo sotto il loro aspetto 
macroscopico: quando cioè si rinunzi a dare una qualsiasi spiegazione di talune 
proprietà atomiche della materia — come calori specifici, calori di reazione, co- 
stanti di equilibrio, ecc. — che entrano nelle equazioni della termodinamica 
solo attraverso parametri puramente empirici, i cui valori numerici possono 
essere determinati solamente ricorrendo a misure sperimentali da eseguirsi sui 
sistemi macroscopici stessi. Nella meccanica statistica invece tali proprietà pos- 
sono venire dedotte per via puramente teorica, e cioè esse sono esprimibili, 
mediante il calcolo, in funzione di un numero limitato di parametri più semplici. 

Per di più il metodo statistico permette di giustificare, dalle ipotesi su cui 
esso si fonda, le leggi stesse della termodinamica e di spiegare taluni fenomeni 
di carattere essenzialmente atomistico dei quali la termodinamica ordinaria non 
è in grado di dare alcuna spiegazione: ad esempio, per mezzo della meccanica 
statistica, si possono studiare il moto browniano delle particelle in sospensione, 
la distribuzione delle velocità degli elettroni emessi da un filamento metallico 
incandescente e la ripartizione dell’energia della radiazione termica fra le varie 


frequenze del suo spettro. 


$ 2. - Probabilità statistica. Medie temporali e medie microcanoniche. 


Vogliamo ora precisare il concetto — fondamentale nella meccanica sta- 
tistica — di comportamento medio di un sistema. 

Si consideri l'evoluzione di un sistema fisico a‘ molti gradi di libertà, che 
supporremo #so/zfo, durante un certo intervallo di tempo x. Esso passerà attra- 
verso una successione di stati; fissata l’attenzione su una determinata proprietà 
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4A *) del sistema, avremo che in taluni dei suddetti stati esso godrà della pro- 
prietà A, in altri no. Indicata con è la somma delle parti dell’intervallo 7 nelle 
quali il sistema gode della proprietà A, si definisce come probabilità statistica 
che la proprietà A sia posseduta dal sistema il limite: 
e. 
I(A)= lim —. 
T_+- 0 47 

Le probabilità II(A) servono a trovare i valori medi temporali delle gran- 
dezze fisiche. La definizione precedente è riconducibile, sotto ipotesi cui accen- 
neremo nel seguito, ad una definizione geometrica nello spazio delle fasi dovuta 
a Gibbs. 

Se consideriamo un sistema lagrangiano conservativo a # gradi di libertà, 
il suo stato (dal punto di vista molecolare, ossia, come si suol dire, il suo mi- 
crostato), sarà, in un dato istante, completamente definito dalle y coordinate la- 
grangiane gi, ---, 9, € dagli x momenti ad esse coniugati f1, ..., fn; potremo 
dunque pensarlo rappresentato da un punto nello spazio T», delle fasi a 2 di- 
mensioni, le cui coordinate cartesiane sono gi, - +, Ju Pio << +» Pn Al passare 
del tempo questo punto rappresentativo si muoverà in tale spazio e questo suo 
moto ci darà la descrizione dell’evoluzione del sistema, quale risulta dalle leggi 
della meccanica. Infatti queste leggi fissano completamente la traiettoria del 
punto rappresentativo, quando ne sia assegnata la posizione iniziale. Essendo 
poi in pratica le g e le p soggette a certe limitazioni, il punto rappresentativo 
non può muoversi in tutta l'estensione dello spazio delle fasi, ma solo in una sua 
porzione. Così, ad esempio, avendo supposto il sistema conservativo — per cui 
l’energia totale è costante — tale punto si muoverà su una ipersuperficie a 2y— 1 
dimensioni contenuta in tale spazio e di equazione H(g,, ..., fn) = £, essen- 
do E il valore numerico dell’energia del sistema. 

Immaginiamo ora di avere un insieme di sistemi fisicamente identici fra 
di loro: detto insieme sarà rappresentato nello spazio delle fasi da uno sciame 
di moltissimi punti, ognuno dei quali rappresenta lo stato di un particolare si- 
stema dell’insieme in considerazione. Per definire la probabilità nel senso di 
Gibbs si considera un particolare insieme di sistemi (detto insiezze microcanonico) 
così definito: i suoi punti rappresentativi sono inizialmente distribuiti con den- 
sità uniforme nell’intercapedine fra le due ipersuperfici 7H= Ee H=E+AE 
tra loro assai vicine, intercapedine che, per brevità, chiameremo « regione S ». 
Le leggi della meccanica assicurano, come abbiamo visto (cfr. cap. I, $ 12), 
che il volume della regione S è indipendente dal sistema di riferimento e che in 
conseguenza del 1° teorema di Liouville la densità della distribuzione, inizial- 
mente uniforme, si conserva tale in qualunque altro istante. 


*) Un esempio di proprietà che può venire considerata nella teoria classica (e anche — co- 
me vedremo — in quella quantistica) è dato dalla distribuzione delle energie cinetiche delle 
molecole costituenti il sistema. 
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Introdotto così il concetto di insieme microcanonico, si definisce probabilità 
che, in un dato istante, il sistema in considerazione goda della ‘proprietà A, il 
rapporto tra il numero dei sistemi dell’insieme considerato che, in tale istante, 
godono della proprietà A ed il numero complessivo dei sistemi che compon- 
gono l’insieme. Essendo poi questo microcanonico, la probabilità così definita 
avrà sempre lo stesso valore, anche considerando tale insieme in qualsiasi altro 
istante della sua evoluzione. È infine evidente che la definizione di Gibbs ora 
data è suscettibile di essere tradotta in linguaggio puramente geometrico : infatti 
detta S' quella porzione della regione S i cui punti rappresentano microstati do- 
tati della proprietà A, la probabilità che un sistema dato goda di questa pro- 
prietà risulta data, secondo la definizione di Gibbs, dal rapporto tra il volume 
di S' e quello di S. 

I vantaggi della definizione di Gibbs rispetto alla precedente sono evidenti: 
mentre per valutare le medie temporali è necessario conoscere le traiettorie, 
cioè integrare completamente le equazioni del moto e determinare le costanti 
di integrazione, cosa impossibile per i sistemi ad un numero elevato di gradi di 
libertà, la valutazione delle medie microcanoniche è un problema analiticamente 
accessibile, anche se non dei più semplici. 


$ 3. - Il problema ergodico. 


Le due definizioni da noi date della probabilità statistica dovranno neces- 
sariamente essere legate tra loro; anzi si presenta il problema di precisare sotto 
quali condizioni le due definizioni in oggetto risultano tra loro equivalenti. 
Questo problema ha suscitato ampie discussioni fin dal tempo di Boltzmann, 
ma solo in tempi relativamente recenti si è arrivati ad una sua soluzione abba- 
stanza soddisfacente. È evidente che il ritenere le due -definizioni equivalenti 
non ha altro significato che ammettere che i risultati, che si ottengono calcolando 
i valori medi delle grandezze fisiche relative ad una collezione di sistemi presi a 
caso in un determinato istante da un insieme microcanonico, siano gli stessi di 
quelli che si ottengono calcolando i valori medi delle stesse grandezze fisiche 
relative a un unico sistema in un certo numero di microstati, ‘presi a caso 
fra quelli in cui esso viene a trovarsi nel corso della sua evoluzione temporale. 
La giustificazione di questa asserzione è alquanto ardua e non del tutto completa. 
Per molto tempo si credette che la suddetta equivalenza si dovesse far dipendere 
dalla validità o meno della proposizione seguente, conosciuta col nome di ipo- 
tesi ergodica di Boltzmann: « presa, nella regione S dello spazio delle fasi, una 
qualunque ipersuperficie 7 = cost., esiste su di essa una traiettoria che passa 
per tutti i punti di tale ipersuperficie ». In altre parole si ammetteva che il sistema, 
nella sua evoluzione, potesse assumere tutti i microstati a priori compatibili 
con la sua energia, cioè, come si soleva dire, che esso fosse un sistema ergodico. 
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Planchetel e Rosenthal (1913) hanno però dimostrato che tale ipotesi è 
addirittura inconciliabile con le equazioni della dinamica (e ciò perchè le equa- 
zioni di Hamilton non ammettono traiettorie con punti multipli): in altri termini 
i sistemi lagrangiani da noi considerati non possono essere ergodici nel senso 
di Boltzmann. D’altra parte non è a priori necessario imporre una condizione 
tanto restrittiva come quella contenuta nell’ipotesi ergodica di Boltzmann pet 
poter avere la equivalenza delle due definizioni di probabilità richiesta. Infatti, 
come abbiamo già ricordato, lo stato di un sistema è conoscibile sempre con 
una certa indeterminazione; di conseguenza, nella rappresentazione geometrica 
nello spazio delle fasi, allo stato iniziale del sistema non corrisponderà un punto 
senza estensione, ma piuttosto una certa regione, sia pure piccolissima, di tale 
spazio, entro la quale si trova il punto rappresentativo. Con l’evoluzione del 
sistema tale regione si sposterà allora nell’intercapedine fra le due ipersuperfici 
ÎÎ= E e H= E+ AE, cambiando la forma del suo contorno ma, per il 2° 
teorema di Liouville, conservando costante il volume. In relazione a ciò Paul 
e Tatiana Ehrenfest (1917) hanno suggerito un’altra ipotesi assai meno restrit- 
tiva, denominata ipotesi quasi-ergodica: « presa nella regione S una ipersuperficie 
FH = cost., esiste su di essa almeno una traiettoria che la riempie densamente, 
vale a dire che passa a una distanza arbitrariamente piccola da ogni punto della 
ipersuperficie », o anche, con un altro enunciato equivalente: « presi, nella re- 
gione S, su una ipersuperficie 7 = cost., due elementi qualsiasi di ipersuperfi- 
cie arbitrariamente piccoli, esiste sempre una traiettoria che li attraversa entram- 
bi». Fermi (1923) ha poi dimostrato che i sistemi lagrangiani sufficientemente 
complessi e senza specialissimi caratteri di simmetria soddisfano all’ipotesi quasi- 
ergodica, cioè, come si suol dire, sono proprio dei sistemi quasi ergodici. 

Osserviamo però che nessuno è mai riuscito a dimostrare rigorosamente 
che l’ipotesi quasi-ergodica degli Ehrenfest consenta di sostituire le medie tem- 
portali con le medie microcanoniche. 

Queste formulazioni iniziali del teorema ergodico, matematicamente non 
interamente soddisfacenti, hanno ormai un valore puramente storico dato che 
esse sono state sostituite, nella moderna teoria ergodica, da altre che si basano 
su un nuovo indirizzo, iniziato da von Neumann e culminato in un notevole 
teorema di Birkhoff (1930). 

Sulla base dell’impostazione di von Neumann-Birkhoff sono stati anzi dati 
diversi « teoremi ergodici ». Noi ci limitiamo a riportare l’enunciato del teorema 
di Birkhoff e accenneremo a quello di Khinchin-Truesdell-Morgenstern (K-T-M). 

Il teorema di Birkhoff afferma: « Considerato un sistema isolato conservati- 
vo ad un numero qualsiasi di gradi di libertà, la media temporale (presa su una 


1 te LI . . ® . 
data traiettoria dinamica) lim pr f f (Pi) dt di ogni funzione f, integrabi- 
To 


le secondo Lebesgue (cfr. Appendice I), definita nello spazio delle fasi T',, esiste 
e non dipende dall’istante f,. Inoltre se e solo se il sistema dinamico è metrica- 


86 PARTE PRIMA - COMPLEMENTI DI FISICA CLASSICA 


mente transitivo, ossia se (e solo se) la superficie F dell’energia non si può 
decomporre in due insiemi di punti F' e F'', entrambi di misura positiva ed 
invarianti rispetto al moto naturale del sistema, la media temporale suddetta 
uguaglia, fatta eccezione per un insieme di punti rappresentativi degli stati ini- 
ziali del sistema (fasi iniziali) di misura di Lesbegue nulla, la media microcano- 


nica ». In formula: n \d 
Fora MATO ce 
mo T Jr, Se do 


dove do è la misura microcanonica (invariante) dell'elemento di superficie F. 

Dunque la condizione di ergodicità, ossia la condizione in cui si possono 
sostituire le medie temporali con le medie microcanoniche, richiesta da Birkhoff, 
è la transitività metrica del sistema. In effetti però si ignora quali siano i sistemi 
metricamente transitivi e, anche se da alcune ricerche appare plausibile che i 
sistemi fisici sufficientemente complessi siano effettivamente ergodici nel senso 
di Birkhoff, ciò costituisce una seria limitazione al tentativo di giustificare la 
meccanica statistica in base al teorema di Birkhoff. Questa difficoltà, derivante 
dall’impossibilità pratica di individuare i sistemi metricamente transitivi, è stata 
recentemente aggirata da Khinchin e successivamente, in una formulazione più 
completa, da Truesdell e Morgenstern (1958). Rinunciando ad un’impostazione 
a carattere estremamente generale, come quella di Birkhoff — che considera si- 
stemi a un numero qualsiasi di gradi di libertà e funzioni di fase f (?) del tutto 
arbitrarie a parte la condizione di essere integrabili e definite in T,, — e valen- 
dosi invece delle proprietà tipiche dei sistemi da studiare nella meccanica stati- 
stica e cioè del fatto che il numero # di gradi di libertà è molto grande (matema- 
ticamente #+ 00) e che la maggior parte delle funzioni di fase sono, eccetto un 
insieme di fasi iniziali a misura nulla, approssimativamente costanti su una ipet- 
superficie isoenergetica, questi Autori hanno mostrato che è lecito sostituire 
le medie temporali con quelle microcanoniche, senza far uso della condizione 
della transitività metrica; l’insieme delle fasi iniziali eccezionali, anzichè nulla, 
ha però ora una piccola misura pu, tale che il rapporto tra p e la misura microca- 
nonica della superficie dell’energia tende a zero al tendere all’infinito del numero 
dei gradi di libertà. 

Nella meccanica statistica classica i teoremi di Birkhoff e di Khinchin occu- 
pano, in un certo senso, due posizioni estreme. Il teorema di Birkhoff ha un 
contenuto dinamico massimo perchè l’ipotesi della transitività metrica implica, 
in ultima analisi, un’asserzione sulla struttura della hamiltoniana, mentre il nu- 
mero dei gradi di libertà del sistema non giuoca alcun ruolo esplicito. Al contra- 
rio, il teorema di K-T-M ha un contenuto dinamico minimo ed è fisicamente 
significativo solo se il numero dei gradi di libertà è grande. 

È chiaro che, in linea di principio, è concepibile tutta una classe di teoremi 
ergodici occupanti posizioni intermedie tra le due estreme sopra accennate, 
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Va infine osservato come il metodo ergodico, che fornisce un metodo di 
calcolo per i valori medi delle grandezze in un sistema in condizioni di equi- 
librio (come sarà meglio precisato in seguito), non è però in grado di dare in- 
formazioni sulla rapidità e sul modo con cui il sistema tende all’equilibrio. 

À questo scopo è stato escogitato un altro metodo, detto della « master 
equation », che, per quanto riguarda la statistica classica, è stato elaborato re- 
centemente da Prigogine (1960). Questo metodo richiede una conoscenza parti- 
colareggiata (a differenza del metodo ergodico) dell’hamiltoniana del sisterna, 
che deve soddisfare a delle condizioni restrittive determinabili caso per caso (e 
che sostituiscono l’analogo delle condizioni di ergodicità). È da ritenersi (an- 
che se una dimostrazione non è ancora stata data) che tali condizioni rientrino in 
cquelle più generali di ergodicità in senso tradizionale. 


$ 4. - Ripartizione dell’energia. Dimostrazione generale. 


Consideriamo un sistema #, dotato di un numero enorme » di gradi di li- 
bertà, avente energia compresa fra E e E + dE, il quale si evolva al variare del 
tempo secondo le leggi della meccanica classica. Supponiamo poi che tale siste- 
ma soddisfi alle condizioni di ergodicità di Birkhoff oppure di K-T-M, per cui 
sarà lecita la sostituzione delle medie temporali con quelle microcanoniche. 

Ad esempio la probabilità che il punto rappresentativo del sistema cada in 


un certo insieme 7 sulla ipersuperficie isoenergetica 0g, e cioè il lim--— (con è 
i+ TT 


somma degli intervalli temporali in cui il punto appartiene a 4), sarà uguale a 


1 do 
lella piani cfr. vi 815 
(E) \ (ata risaie atntalinie 


Ogni stato possibile del sistema potrà quindi essere rappresentato da un punto 
nello spazio delle fasi T',, relativo alle 2 variabili canoniche gi, - |, gu Pr --*» 
d, del sistema stesso. Riterremo inoltre che lo stato iniziale del sistema sia noto 
con una certa indeterminazione, che potremo sempre pensare prodotta dall’a- 
zione imprecisabile di tante piccole perturbazioni. Potremo allora, in base alla 
descrizione di Gibbs, considerare il complesso dei punti rappresentativi dei vari 
stati possibili del sistema in esame come il complesso dei punti rappresentativi 
di un insieme microcanonico di sistemi aventi identica composizione e consi- 
derati tutti in un istante fissato. Precisamente i punti rappresentativi del nostro 
insieme microcanonico saranno distribuiti con densità uniforme nell’interca- 
pedine delimitata delle due ipersuperficie H= E e H= E+ dE dello spazio 
delle fasi. 
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Immaginiamo ora di poter scomporre il sistema # dato in due sistemi par- 
ziali G‘0 e E! aventi n li n, € n, gradi di libertà *) e caratterizzati 


dalle variabili canoniche 91”, ..., 91° e g(®, ..., DIP, essendo 71+#=#%, € 
inoltre in debolissima interazione tra loro così dei detti E,ed E, rispettivamente 


i valori delle loro energie, si abbia con buona approssimazione: E, + E2= £* 
Ricordiamo la definizione di estensione, o misura, dell’insieme dei punti 
rappresentativi di un sistema nello spazio delle fasi relativi a valori di 7 compresi 


tra 0 e E: O(E)= LA dg, «... dp e inoltre la definizione della misura 


di una parte (preiliaenia cani compresa nell’intercapedine tra EeE+ dE) 
di questo insieme. Per la definizione di misura microcanonica della superficie 


isoenergetica di energia E: 


MO(E) _ dA ore _ 
E a 


sarà: 
d0(E)= | da, ... dp,= ©(E)dE. 
E<HS<E+dE 
Per ciascuno dei due sistemi parziali sarà ovviamente: 
(0(E)= | iP. dp afEdE, © G=12) 
E;<H,<E;+dE; 


dove 7= H(g%, pî®; g'®, p‘®) è l’Hamiltoniana dell’intero sistema # e gli 

indici in alto 1, 2 stanno ad indicare il complesso delle coordinate canoniche di 

GW e $'% rispettivamente; H,= H;(9%, p0), Hi= Hi(4g®, p®) sono le 

Hamiltoniane dei sottoinsiemi #1 e #® quando si trascuri la loro interazione. 
Si ha evidentemente: 


E | da. .... dpi, dg. .... dpi 


H,+H,<E 


= | AE 0X(E) f UE, (E) = | E, o(E)Q(E— E), 


da cui derivando rispetto ad E: 


d 
SO n u()= ( (E)olE-E)dE, 


*) Si noti esplicitamente che, mentre è essenziale che # sia un numero enormemente 
grande, non è necessario che mn e ns siano enframbi numeri grandi. 
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essendo w(£) la misura microcanonica della superficie isoenergetica cx per il 
sistema complessivo e w,(£,), ws(E— E) le misure microcanoniche degli in- 
siemi dei punti rappresentativi relativi ai sistemi parziali G! e @®. 
Pertanto, seguendo la definizione di Gibbs, la probabilità che, essendo E 
l'energia del sistema totale #, quella di # sia compresa tra E, e E + dE, 


sarà: 


1 Bi e _ 
(1) (E) (E) 
(ET E) a m_ ue È) 


E, <H,<E, +dE, 


ossia — come è del resto intuitivo — proporzionale all’ampiezza dell’intervallo 
dE,, al rapporto tra la misura dell’insieme dei punti rappresentativi ripartiti 
in EM e #2 [W)(E.) w:(ET— E.)] e la misura w(£) dell’intera superficie iso- 

energetica per una distribuzione energetica qualsiasi. 
La probabilità Il4r,, che il punto rappresentativo di uno stato di #° abbia 
coordinate casioniche comprese tra gi, pi e gi + da, dI + dpi° (&4=1, 

er 

_ da... ce ddp... dl (ET E) _ 


wa(E— E) dg. .... dp 
lai (ET H)dg!®... ci dp 
Posto ora w(E— E) = exp [p.(E— E.)], e indicata con 9, una funzione 


dell'energia il cui significato fisico (o almeno il cui legame con grandezze fisi- 
camente significative) verrà chiarito nel seguito, la (2) diviene: 


6) ii EE din __ 
a. 
J n,<e ©P lo (E— Hay] da... ce dp” 


Se n, e 1, sono i numeri di gradi di libertà di #!° e #‘!% ed è n <#,, si ha, 
sviluppando: 


4) e(E— E) = o(E)— É2 E.[1 + 0(Jn,)] 


de, = dg. .... dp. 


ove 0(7,/n,) è un’espressione che si può ritenere infinitesima con 7,/na. 
Ponendo: 
do, 


TE B con B = costante, 
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la (3) diviene: 
ep (RE) dell _ 
f H,<E exp(— pH) del dp 


Rep de 
Tuco ®P (BH (9°, 9°)) dai!°. .... dpr 


La (5) si suol chiamare /egge di distribuzione canonica o legge di distribuzione 
di Boltzmann **). 

Il sistema parziale #°° con un numero di gradi di libertà 7, elevato suol 
essere chiamato termostato. 

Il procedimento seguito nella dimostrazione della (5) rende manifesto che 
detta legge descrive il comportamento di mn sistema fisico G in equilibrio termico con 
am termostato e che essa è valida anche se il sistema è immerso in un campo di 
forze assegnato indipendente dal tempo. 

Si potrebbe inoltre dimostrare che, sempre supposte soddisfatte le condizioni 
di ergodicità, deviazioni dalla suddetta legge possono sì aversi nel corso del- 
l’evoluzione temporale del sistema, ma che esse sono rare e tanto più rare quanto 
più sono forti. È sostanzialmente questo il contenuto fisico del così detto teorema 
H. Da questa proprietà segue anche che la quasi totalità della superficie dell’ener- 
gia costante consiste di punti che corrispondono alla distribuzione di Boltzmann. 

È per questa ragione che la legge di distribuzione di Boltzmann può anche 
essere ottenuta, anzichè considerando, come si è fatto col procedimento da noi 
esposto, tutte le ripartizioni possibili dell’energia fra i due sistemi FG e #9, 
cercando invece la legge di distribuzione che corrisponde alla sola ripartizione 
più probabile dell’energia. È questo il così detto metodo della distribuzione più 
probabile che esporremo nel paragrafo seguente. 

Dall’esposizione precedente risulta chiaro che, come già abbiamo detto, il 
metodo ergodico non può dire nulla sulla rapidità con cui un sistema isolato 
tende alla distribuzione di equilibrio, ammesso che ad un dato istante esso pos- 
segga una distribuzione che si scosti da questa, anche se tale metodo rende plau- 
sibile che la distribuzione di equilibrio dovrà essere raggiunta in un tempo 
breve. Questo problema deve essere affrontato con un metodo (ad esempio 
quello già ricordato della « master equation ») il quale tenga conto delle equa- 
zioni del moto e delle caratteristiche del sistema in una maniera più particola- 
reggiata di quanto non faccia il metodo ergodico. 


(5) Id, = 


*) Si ricordi che si ha: H,(g0), p())= E. 
**) Precisamente: questa legge fu dedotta per la prima volta da Maxwell (1860) per il 
ato gin della distribuzione delle energie cinetiche (0, ciò che è lo stesso, delle velocità) 
ute dalle molecole di un gas perfetto e fu estesa ad un sistema statistico generico d 
Boltzmann (1880). , bite 
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Vogliamo infine notare come dalla (5) di Boltzmann, ricordando la (1), 
segue immediatamente che la probabilità che il sistema #'‘ abbia un energia 
compresa fra E, e E\+ dE, è eguale a 


(6) P(E) dE,= Aexp (BE) (E) dEi, 
1 


essendo =4%___t__t_t—____ - 
fiexp BE) 01 (E) dE, 


$ 5. - Metodo della distribuzione più probabile. 


Vogliamo ora mostrare come la legge di Boltzmann possa essere ricavata, 
come si è detto alla fine del paragrafo precedente, cercando la ripartizione più 
probabile di energia fra i sistemi &!! e #‘°. Ricordiamo che a una ripartizione 
generica per la quale #°° ha l’energia E, e &°® ha l’energia E-= E— E, cor- 
risponde una probabilità data dalla (1) e pertanto proporzionale al prodotto 
wi(E1) 0s(£:) sotto la solita condizione E, + E.2= £. Tenendo presente che 
il logaritmo di una variabile qualsiasi (sempre positiva) è una funzione sem- 
pre crescente con la variabile stessa, ne risulta che le condizioni di massimo 
dell’espressione precedente saranno le stesse che per l’espressione: 


Sf (E, E2)= In [0.(£,) 0,(E,)]. 
Si avià pertanto, differenziando: 


dn (E) SE, + din Wda(E2) 


= 0 
dE, i dE, iii 


o anche (essendo $E,= — d£): 


É In 0;(E,) (i din | 5 


E, 0. 
dE, dE, 


Poichè questa equazione deve essere valida per qualsiasi valore di $E,, 
avremo che la ripartizione più probabile dovrà soddisfare all’equazione diffe- 
renziale : 

dinw;(E) dInwy(£,) 
def i dE, 


In altri termini per ogni sistema parziale di energia E; la grandezza 
dinw;(£) 
dE; 


assume lo stesso valore. Questo valore, che denoteremo con f, 
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non dovrà quindi dipendere dalle particolarità dei singoli sistemi parziali. Ciò 
significa che la grandezza: 

din w;(£ i) 
(7) B= — n" 


è una grandezza universale. 
Scrivendo la (7) per il sistema parziale #* avremo dunque: 


dino(ET-£)= BdET—E)=—BdE,, 


da cui integrando: 
In o(E—E)=—-BZF,+Iln 4 


essendo A la costante d’integrazione. Passando dai logaritmi ai numeri si ha: 
(ET E)= A exp (BE). 


La probabilità Il47, che il punto rappresentativo dello stato del sistema @° si 
trovi in 4r,, data dalla (2), diviene così per la ripartizione più probabile: 


Ao exp (BE) dai, -... dpn _ Ao exp (BE) dE, 


Ildr, == E] 
Juce 9(E—H) da!" e {BH dA, 
da cui, dovendo essere la probabilità totale (cioè l’integrale su tutti i valori pos- 
sibili dell’energia) eguale all’unità, si ricava immediatamente: A,= 1. 
La formula trovata coincide pertanto con la legge di distribuzione canonica 
di Boltzmann. 


$ 6. - Distribuzione statistica delle molecole in un gas. 


Il problema, forse il più comune fra quelli di meccanica statistica, di trovare 
come si ripartisce l’energia fra le molecole (identiche) che costituiscono un gas può 
essere facilmente ricondotto ad un caso particolare della distribuzione canonica di 
Boltzmann. 

Infatti, per questo problema, potremo considerare l’intero gas (costituito da N 
molecole) come il sistema isolato @ dei paragrafi precedenti; una particolare molecola 
di cui ci interessa l’energia e, come sistema parziale Y1 [g;(1, Pl saranno allora le 
variabili canoniche relative agli f gradi di libertà traslazionali ed interni della nostra 
molecola]; il sistema #‘*, funzionante da termostato, sarà allora costituito dalle ri- 
manenti N—1 molecole di @. Applicando a questo caso la form ° tzmano 
nella quale si dovrà porre: na È ioà 


E,=% € de =d9,... dp; 
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(essendo e l’energia e 9, ... pyle variabili canoniche di «14 molecola generica), avremo: 


con: 


Ildr, = C exp [— Pe(g,, -..P;)) 401 +». dby 


I A 
S exp [_Be(g,, ....2,)] da, ... ddy 


essendo l’integrale esteso a tutto il campo di variabilità delle variabili canoniche delle 
molecole. 

La distribuzione energetica statistica delle molecole di un gas può essere determi- 
nata anche con un procedimento diretto del tutto elementare, sia pure non rigoroso. 

Allo scopo, considerata ogni singola molecola come un sistema a f gradi di libertà 
e quindi individuato dalle sue variabili canoniche 41, . . ., g/ fs» + - +: fys Ogni suo stato 
sarà rappresentato da un punto nello spazio delle fasi I°,y relativo ad ogni singola mo- 
lecola e solitamente denominato spazio u. Dividiamo ora lo spazio p. in tante cellette 
tutte dello stesso volume 7, e supponiamo che questo volume sia assai piccolo, in modo 
che l'energia delle molecole non vari sensibilmente in esso; supporremo però che il 
numero N .lelle molecole sia tanto grande che in ogni celletta venga sempre a cadere 
un numero assai elevato di punti rappresentativi. 

Indicheremo con N; il numero di tali punti che cadono nella i-esima cella, La 
distribuzione delle molecole sarà pertanto nota quando si conosceranno tutte le IV;. 
Per la sua determinazione valutiamo anzitutto il numero IW di modi in cui è possibile 
realizzare una particolare distribuzione caratterizzata dai numeri: 


N Na, Na, «.. 


Osserviamo che a tale scopo possiamo anzitutto scegliere, tra gli N punti rappresen- 
tativi delle molecole, N, punti da mettere nella prima cella: ciò può farsi evidentemente in 
N. modi; tra gli N— N, punti rimanenti possiamo poi sceglierne N, da mettere 
nella seconda cella: ciò può farsi in la modi; ecc. Si ha dunque, in defini- 


2 
tiva, che il numero complessivo W delle realizzazioni possibili della nostra particolare 
distribuzione sarà dato da: 


(CRI 


Ricordando ora che: 


(1) ec) bet). nl 


mn m\ _ nm) 
si avrà: 
8 in TO — eo 
d =" NIN= N)i NIN-=N= Ni MNINJ... 


Noi riterremo che l’espressione precedente sia proporzionale alla probabilità 
della distribuzione data*). 


*) La giustificazione di questa assunzione è esposta nella Appendice I* di questo Capitolo. 
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Ammessa tale proporzionalità, si avrà che la distribuzione più probabile sarà data 
da quella successione di numeri Ni, ÎNo, ... in corrispondenza della quale l’espressione 
(8) assume il suo valore massimo. Osserviamo però che le /V; non sono fra loro indi- 


pendenti, ma vincolate dalle due relazioni: 
N, + Na+ ...=X;N=N; 
iù eN, + saNa +... = ZiedVi= E, 
ove €, S» --. rappresentano l’energia di una generica molecola contenuta nella 12, 
23, ... cella rispettivamente, ed E l’energia totale complessivamente posseduta dalle V 


molecole del sistema. La prima delle (9) esprime evidentemente che il numero totale 


delle molecole è N, la seconda che la loro energia totale è E. 
La ricerca della distribuzione più probabile è pertanto ridotta alla determinazione 


del massimo di IW sotto il vincolo delle condizioni (9). Come al solito anzichè il massimo 
di W si può cercare quello — che si verifica nelle medesime condizioni — di In IW. 


Dalla (8) si ha: 
InV=lnNI—; lol. 


Osserviamo poi che, se x è un numero molto grande, vale con buona approssima- 
zione la formula*) detta di Stirling: 
In(n)=a(lnn—- 1). 
Calcolando i logaritmi dei fattoriali con questa formula; si ricava: 
luVv=NlN-N—-%;N;laoN+Z;N=NlaN—X;N;lnN,. 


Si tratta quindi di cercare il massimo di questa espressione sotto le condizioni (9). 
È noto che per far questo basta introdurre (metodo dei moltiplicatori di Lagrange) 
due parametri x e f} e ricercare il massimo senza condizioni dell’espressione: 


InV/—aN—pE=NInN—Z;N; laN;— aZ;N;— BZ;eN;. 


Derivando rispetto a .V; ed eguagliando a zero si ha: 


—InN—-1T—-ax—fe;=0 
cioè: 
InVNj=—1—ax— ps;; 
passando dai logaritmi ai numeri e ponendo exp(—1—a)=G, si ottiene in defi- 
nitiva: 


(10) N;= G exp(_Re)). 

*) Posto nl = w"(gn) si consideri il rapporto vero = VIA a mila si 
iù -n i 9 (1) (n+ 1) nl n1+1 
={1+ fa Quando » è assai elevato potremo prendere per tale rapporto il valore 

36 nai 
dim ( 1+ si e, com'è noto dall’analisi. Ne deriva, tenendo presente che per defini- 


zione risulta (0) = 1, la seguente espressione per p(i): pl) =e!o(n— 1) = et » 
-. = e" 9(0)= e"; onde al =pn"e-"; e: Imil=w lea 1 tit 
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La densità media p; di distribuzione delle molecole nella i-esima celletta dello 
spazio delle fasi (di volume x) risulterà quindi: 


Pim gt cappe) (dovegt= È). 


Da questa, facendo tendere a zero il volume 7 di ogni singola celletta, avremo 
che la densità delle molecole di energia e in un punto di coordinate gy, ..., 9/1 fi -- è Py 
contenuto nell’elemento d7 = dg; ... dg; dp, ... dp; sarà data da: 

dN N; 
TE “I wa = p [- Belg, *. «Pp} 


dove si è posto g= lim e*. 
posto g = lim g* 


Di conseguenza il numero dN di molecole di energia compresa fra e e e + de, 
contenute icll’elemento 47 dello spazio delle fasi, risulterà: 


(10‘) dN = g exp [— Be(gy è... do] dan >. ddy 


La probabilità Idr della distribuzione corrispondente, che ovviamente si dovrà 


ritenere eguale a Fr: sarà di conseguenza data da: 


Idr = C exp(— fis) dg, ... dpy 


7 


avendo indicato con C la costante --. Si è così pervenuti anche per questa via, 


non rigorosa ma intuitiva, alla formula di distribuzione di Boltzmann precedente- 
mente dedotta con metodi più rigorosi. 


$ 7. - Determinazione delle costanti della legge di Boltzmann. 


Ci rimangono ora da determinare le due costanti che compaiono nella fot- 
mula di Boltzmann che scriveremo secondo la (10'): 


diN= gexp (— Be) da; .... dby, 


riferendoci cioè al numero di molecole contenute in un certo elemento dello 
spazio delle fasi, anzichè alla probabilità vera e propria. Cominciamo col consi- 
derare la costante g. Se NN è il numero totale delle molecole che compongono il 
sistema, dovrà evidentemente aversi: 


(115 N= fav=e[[ viari fx [ Be(gi < a Pl dar. - «.. dpy, 
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da cui: 

12 E 
(12) ì f{..-Jexp (— Be) da. .... ddy 


g risulta quindi determinata eseguendo effettivamente la integrazione indicata. 
Poichè la dipendenza di e dalle g; e dalle p; è diversa per ogni tipo di molecola, 
è evidente che g dipenderà dalle caratteristiche particolari del sistema in esame. 
Per quanto riguarda invece la costante fì, questa è, come già abbiamo fatto 
notare, una grandezza che ha lo stesso valore per qualsiasi tipo di sistema, onde 
basterà calcolarla una volta per tutte riferendoci ad un sistema particolare. Per 
ragioni di semplicità potremo pertanto riferirci ad un gas perfetto costituito da 
N molecole identiche, monoatomiche, racchiuse in un volume V. È necessario 
poi, per la determinazione di f, applicare la legge di Boltzmann al calcolo di 
qualche grandezza macroscopica del sistema e confrontare il risultato che così 
si ottiene con quello che si può indipendentemente dedurre seguendo i metodi 
della calorimetria o della termodinamica ordinaria. 
Calcoleremo precisamente, seguendo le due vie, la pressione P del nostro 
gas perfetto. Allo scopo assumiamo come coordinate lagrangiane di una mole- 
cola generica le coordinate cartesiane x, y, z a cui corrispondono i momenti 


coniugati: 


dT ò 1 ‘ : | i ? 
n= |3 m(X°+ 9° + 0)|- ns dy= MM), Ddi=m% 


ove 7 è la massa di una molecola. La legge di distribuzione di Boltzmann si 


scriverà pertanto: 
dN= g exp(— Be) dx dy d mdx mdj md 


ove dIN rappresenta il numero di molecole aventi coordinate comprese fra x 
ex+ dx, JI + dy, %zeZ+ dg, e aventi velocità le cui componenti sono com- 
prese fra xex+dx,jejtdj,zez+ dé e ove l’energia della molecola ha la 
espressione : 
1 
(13) e= > m(x*+ j? + 2). 


Integrando sull’intero volume V del recivi 

: i recipiente, otteni : 

AN di molecole aventi velocità comprese am ape Lr il numero 
tvallo suddetto: 


(14) AN = gVm? exp (— Be) dt dj di. 
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Consideriamo ora un elemento di superficie 45, che supporremo perpendi- 
colare all’asse x. Se P è la pressione del gas, su tale elemento si eserciterà la 
forza PdS. 

Questa forza è dovuta ai continui urti delle molecole contro la superficie 
considerata. Il suo impulso nel tempo 4? dovrà essere uguale alla variazione 
complessiva, nello stesso intervallo di tempo, della quantità di moto delle mole- 
cole in seguito agli urti contro la parete 45. Per calcolare questa variazione, 
cominciamo con l’osservare che dalla (14) si ricava che il numero di molecole 
nel recipiente, la cui componente della velocità lungo l’asse x ha valore com- 
preso fra x e x + dx, sarà evidentemente dato da: 


N; =gVaréa | dj | exp (— Be) dz. 


Si noti poi che xdS rappresenta il volume che racchiude il numero 
di particelle, aventi x come componente della velocità lungo l’asse x, che rag- 
giungono la superficie 45 nell’unità di tempo. Di conseguenza il numero totale 
Nis delle molecole, aventi la componente x della velocità compresa fra x e 
x + dx, che raggiungono dS nel tempo d? sarà una frazione del numero N; 
data da: 
Nas _ x dt d$ 


N; p* 


da questa, ricordando l’espressione precedente di N;, si ottiene: 


(1) 0 
Nes= qndi 3. | dj | exp (— fe) dè. 
—o —o 

Tenendo presente che una molecola, urtando contro la parete, cambia la 
componente x della velocità in — x, si avrà una variazione della componente 
lungo x della sua quantità di moto pari a 2. La variazione della quantità di 
moto relativa alle molecole di velocità tra x e x + d* che arrivano su dS sarà 
pertanto, nell’intervallo di tempo dt, data da: 


co o 
AO;= 2mx Nigs= 2gnes0 ded de | dj | exp (— fe) dè. 
—mo —x 
La variazione totale AQ della quantità di moto si otterrà conseguentemente 
dall'espressione precedente integrando rispetto a x tra 0 e + 00 (occorre tener 
conto che urtano contro la parete soltanto le molecole che si spostano lungo un 
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solo senso dell’asse x). Avremo quindi: 


s0-2md5d | 5 | & | exp (— Be) x*4dx. 


—0 —o0 0 


La variazione AQ della quantità di moto dovrà essere uguale all'impulso, 
nel tempo df, della forza agente. Avremo pertanto: 


o co co 
PdS dt = 2gndS | dj | d& | exp (— Be) x°4x, 


—m — 00 [1] 
da cui: 
(15) P= 2gn | dj | d& | exp (— fe) x°4x 
— 00 — 0 0 


dove l’espressione di e è data dalla (13) e quella di g dalla (12), che, in questo 


caso particolare, si scrive: 
N 


po ——1———@—@—@—@——"—t8T—@»>" 
nav (2 de dif" explB(2/) (£+3+2& 


Eseguendo le integrazioni — il che si fa immediatamente ricorrendo alle 
formule dell’Appendice Ila — si ottiene: 


0 3 (2) 


e successivamente, dalla (15), con calcolo immediato: 


N 
P= —; 
VB 
da cui: 
(17) PV = De 


D'altra parte è noto che per i gas perfetti vale l’equazione caratteristica : 


PV = NKRT 


dove £ è la costante di Boltzmann (4 = 1,37-10-16 erg/°K) e 7 la temperatura 
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assoluta. Confrontando quest’ultima formula con la (17), si ottiene per f la 
espressione : 


(18) = 


Essendo f}, come abbiamo già detto, una grandezza universale, la sua espres- 
sione assai semplice (18), dedotta per il caso particolare di un gas perfetto, varrà 


pure per qualsiasi altro sistema che obbedisca alla legge di distribuzione di 
Boltzmann. 


$ 8. - La legge di Maxwell per la distribuzione delle velocità. 


Il caso particolare a cui ci siamo precedentemente riferiti, riguardante un 
sistema (gas) di particelle (molecole monoatomiche) a tre soli gradi di libertà 
e dotate di sola energia cinetica, è pure di notevole importanza per le applicazioni. 
Storicamente poi, come già abbiamo accennato, fu proprio questo caso parti- 
colare che, per opera di Maxwell, dette origine allo sviluppo della meccanica 
statistica. Vogliamo ora trattare particolareggiatamente questo caso specifico. 
Come sappiamo, il numero di molecole che complessivamente sono dotate di 
velocità avente componenti cartesiane comprese fra x e x + dx, je j+ dj, 
ze $g+4 d$ è dato — tenendo conto dei valori espliciti (16) e (18) delle costanti 
gept da: 


ZI 


(9) dN=N(557) &p[-(e4P)+9+ dA 


Alla legge di distribuzione si può però dare un’espressione più conveniente 
introducendo, nello spazio rappresentativo delle velocità, le coordinate polari 
v, 3, @, definite notoriamente dalle relazioni: 


(20) x=vsen®cos gp; jJ=wvsen®dseno; z%=vcos $, 


e proponendosi di determinare il numero delle molecole la cui velocità ha gran- 
dezza (modulo del vettore) compresa fra v e v + dv. Per far questo osserviamo 
che, con il cambiamento di variabili definito dalle (20), l'elemento di volume 
nello spazio delle velocità — espresso in coordinate cartesiane da dx dj di — 
si trasforma secondo la legge: 


#9 &= D6,3,9) 
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essendo: 
dx dx dx 
òy dd leto) 
Dei dg _|db_d dl 
D(v, 3, 9) dv d9 dp 
I E 
Òv dd òg 
send cosp v così cosp —» send seno 
= | send seng v cosà seng v send cosp | =? send; 
così — v send 0 
si ha cioè: 
(21) dx dj dg = v? sen®è dd dep du. 


Sostituendo le espressioni (20) e (21) nella (19), otteniamo: 


3/2 
(22) dN= N (347) exp (— 20°/2kT) v* send dd do dv. 


Il numero complessivo 4V, delle molecole la cui velocità ha grandezza 
compresa fra v e v + dv, che ci siamo proposti di calcolare, si otterrà evidente- 
mente integrando l’espressione precedente rispetto a ® (che varia tra 0 e x) 
ed a © (che varia tra 0 e 2xr). Si ha così: 


n 


send d3 [ de = 


0 


3/2 S 
(23) CISA N(347) v? exp (— m08]2kT) do | 


0 


MaN{— x 
= _— n° 
(347) v° exp (— w0°/2kT) du 


che costituisce la legge di Maxwell per la distribuzione delle velocità. Ad essa 
si può dare un’altra espressione, introducendo l’energia cinetica e = % m2? al 
posto della velocità v. Con tale sostituzione si ottiene immediatamente: 


2N 
Vr (AT) exp (— e/KT) Ve de. 
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$ 9. - Verifica sperimentale della legge di Maxwell. 


a) L'esperienza di Zartmann. — Il valore pratico della legge di Boltzmann 
per la distribuzione dell’energia, come pure di quella particolare di Maxwell 
per la distribuzione delle velocità, non consiste tanto nella possibilità di una 
loro diretta verifica sperimentale, quanto dal complesso di conseguenze che 
da esse si possono trarre. Su alcune di queste conseguenze avremo occasione 
di soffermarci nel corso di queste lezioni. Tuttavia presenta sempre un no- 
tevole interesse la possibilità di una verifica sperimentale diretta di tali leggi. 
Ed infatti parecchi esperimenti sono stati eseguiti in questi ultimi decenni 
per verificare la legge maxwelliana della distribuzione delle velocità. De- 
scriveremo una patticolare disposizione sperimentale usata allo scopo da 
Zartmann. 


In un recipiente (fig. 7), in cui è fatto un vuoto molto spinto (in modo 


Fig. 7 - Dispositivo di 

Zartmann per la verifica 

della legge di distribu- 
zione di Maxwell. 


che una molecola che si muove in esso abbia una probabilità trascurabile di su- 
bire un utto con una molecola di aria), è disposto un tubicino M contenente una 
sostanza che evapora molto lentamente. 

Le molecole, che per evaporazione se ne distaccano, vengono a costituire 
un gas in equilibrio termico entro il tubicino stesso. Se questo è dotato di un 
foro O molto piccolo, si avrà una fuoruscita di molecole, che risulteranno ani- 
mate dalle stesse velocità da esse effettivamente possedute nel gas: si ottiene così 
un getto molecolare che passa attraverso due o più diaframmi fi, fa, fe: --- che 
lo riducono aghiforme, poi attraversa una finestrina f, che può a piacere essere 
tenuta aperta o chiusa, ed infine urta sopra una parete P che ruota con grande 
rapidità perpendicolarmente al getto. Su questa parete, che funge da rivelatore, 
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le molecole urtanti sono trattenute, ad esempio provocando opportune reazioni 
chimiche. 

Supposto di prendere in considerazione le molecole uscenti da O in un cor- 
tissimo intervallo di tempo, si avrà che nel tragitto da fa P le molecole più ve- 
loci precederanno le più lente, sicchè tutte insieme formeranno uno schieramento 
in ordine di velocità decrescenti: giungeranno quindi sulla parete P in tempi 
diversi e, a causa del moto di questa, si depositeranno su punti diversi. La di- 
stribuzione della densità del deposito molecolare dipenderà evidentemente dalla 
legge di ripartizione delle velocità molecolari del gas in equilibrio termico nel 
tubicino M. È così possibile ottenere una verifica diretta della legge di Maxwell. 
Questa risulta ottimamente verificata, come appare dalla fig. 8, che riporta i 


Fig. 8 - Legge 
di distribuzio- 
ne di Maxwell. 


(o) Ed 
V 


risultati sperimentali ottenuti dallo Zartmann operando con un getto moleco- 
lare di vapore di bismuto. Sulle ordinate è riportata la densità $ del deposito, 
misurata in unità arbitrarie, sulle ascisse l’inverso delle velocità molecolari. La 
curva a tratto continuo rappresenta l'andamento teorico della densità del depo- 
sito, quale si deduce da una distribuzione maxwelliana delle velocità; i cerchietti 
i valori sperimentali. 

Se si tiene conto che gli scarti fra i valori teorici e quelli sperimentali per 
grandi velocità (i piccoli valori delle ascisse) sono imputabili a difetti sperimen- 
tali, l’accordo appare veramente soddisfacente. 


b) A/largamento di una riga spettrale per effetto Doppler. — Lo spettro emesso 
dagli atomi e dalle molecole di un gas consiste ordinariamente di righe che hanno 
una certa larghezza dovuta all’effetto Doppler, causato dal moto degli atomi o 
delle molecole. È noto infatti che, quando una sorgente di radiazioni luminose 
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di lunghezza d’onda % si allontana con velocità w dall’osservatore, a questo 
tale radiazione risulta di lunghezza d’onda: 


(25) \-x(1+2) 


essendo € la velocità della luce. Pertanto, se vi sono 4, = Nf(w) dw mole- 
cole che emettono radiazioni di lunghezza d’onda ), e che si muovono con ve- 
locità tali che le componenti delle velocità lungo la direzione sorgente-osser- 
vatore abbiano valori compresi fra w e 0 + dw, la radiazione osservata apparirà 


di lunghezza d’onda compresa nell’intervallo spettrale tra % e X+ 4), dove X 
è dato dalla (25) e 4} da: 


(26) sat, 


c 


Se indichiamo con / dX l’intensità della radiazione nell’intervallo spettrale 
di considerato, avremo: 


fà= me — xNf(w) dv 


dove y rappresenta l’intensità della radiazione emessa da una molecola. Supposto 
che nel gas valga la distribuzione di Maxwell, prendendo l’asse x lungo la dire- 
zione del raggio luminoso che arriva all’osservatore, onde x = w, avremo: 


f (@) dv = (307) © | 


n \12 
sE (#57) exp (3 w0°/KT) dw. 
TT 


co co 


exp [— dm (0°+ 5° + #9)/£T] dj | d&= 


—00 —_0 


Sostituendo questa espressione nella formula precedente, e tenendo presente 
che dalla (25) e dalla (26) si ricava: 


im e mg 
do Ro° 


wm= € 
potremo scrivere: 
(27) I) = Zrexp [20° — Mo)t/2X2£7] 


dove si è introdotto una nuova costante /, che rappresenta evidentemente l’in- 
tensità della radiazione che arriva all’osservatore con lunghezza d’onda %, inal- 
terata. 
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L’effetto Doppler causa quindi un allargamento di ogni riga spettrale, at- 
tribuendo nel contempo a questa una distribuzione di intensità di forma gaus- 
siana (fig. 9). L'esperienza conferma questo risultato, provando soprattutto 


a 


Fig. 9 - Allargamento Doppler di una riga 
spettrale. 


he A 


che la larghezza della riga dipende dalla temperatura assoluta 7, proprio come 
vuole la (27). 


$ 10. - Metodo di calcolo dei valori medi. 


Abbiamo visto come un generico sistema costituito da un numero assai 
grande di particelle sia caratterizzato, in condizioni di equilibrio, dalla legge 
(10') di distribuzione di Boltzmann. Tale legge, nella sua generica forma diffe- 
renziale, può essere scritta (essendo g= NC): 


(28) dN = NC exp (— e/&T) dg. .... dp; 

onde risulterà: 

(29) l'i naro 
f.-fep(-/k7)dy .... db; 


Come sappiamo, la (28) ci fornisce il numero di molecole (ad f gradi di 
libertà) aventi le proprie variabili canoniche comprese negli intervalli fra 4, 
e 94 day, --., de d/+ dpy. Di conseguenza una qualsiasi grandezza G relativa 
alle molecole che compongono il sistema, la quale si possa esprimere in funzione 
delle coordinate lagrangiane g; e dei momenti coniugati );, avrà un valor medio 
G che si potrà calcolate mediante la formula: 


V| 
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cioè, sostituendo a dI la sua espressione (28): 
(30) G= c| sv [er [- €(4» --. PA/ET] G(41 -- -. dr) dx». dpy. 


Prima di passare al calcolo esplicito dei valor medi di particolari grandezze, 
mostreremo come dalle formule precedenti sia possibile ricavare un’espressione 
molto semplice della dipendenza dalla temperatura del coefficiente C, definito 
dalla (29) e che compare nella formula di Boltzmann, anche quando non si co- 
nosca l’espressione esplicita di C' per il fatto che si ignora la effettiva dipendenza 


di e dalle variabili g; e p,. Infatti, derivando la (29) rispetto alla temperatura 
T, otteniamo: 


dC 1 e 
R=CTTTRT_—_—_|lJ. 1.1. \exp(-s/X7)— da,...di 
dT [S... fexp sia | A i" 
da cui, tenendo sempre presente la (29), si ricava facilmente: 
1 dC € 
Val F--<| 0° [ape dem da -..» ddy. 
Ricordiamo quindi la definizione (30’) di valor medio; da questa si deduce: 


d inC E 
dT AT? 


essendo € il valor medio dell’energia e. 


$ 11. - Velocità delle molecole in un gas perfetto: valori medi. 


Quello di un gas perfetto è un caso di particolare importanza, già trattato 
a suo tempo (cfr. $ 8), per il quale vale la legge di distribuzione delle velocità 
di Maxwell (23) che riscriviamo: 


#91 


3/2 
diN = 4nN ( = 7) exp (— 3 wm0*/RT) v*dv. 


Per definizione di valor medio, data dalla (30), la velocità media risulterà 
espressa da: 


pil SV % mv|KT) v°dv 
O= = (757) Rca 77 . 
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L’integrale si calcola immediatamente in base alle formule dell’Appendice II2, 
e si ha in definitiva: 


_ ./84T 
(31) q=;=]/— 


Sostituendo alla costante di Boltzmann 4 il suo valore numerico 
(4 = 1,37-10-19 erg/°K), ed esprimendo la massa molecolare 77 in unità di massa 


atomica (1 u.m.a. = 1,65-107* g), si ha: 


x Va m 


(ove 7 è espressa in °K e M in u.m.a.). 
Oltre alla velocità molecolare media ora calcolata, in talune considerazioni 


intervengono anche la velocità quadratica media G e la velocità più probabile W di 


una molecola. 
La prima, G, è per definizione la radice quadrata del valor medio di #?; 


essa risulta quindi data da: 
G= | 


m \#2(® 
p°= dr (47) [ exp (— 3 w03/£kT) idv. 
0 


ove: 


2rkT 


Eseguendo i calcoli, sempre ricordando le formule dell’ Appendice II8, si ottiene 
immediatamente : 


a 3kT Van... 
32 2_ Ga e Lai 1 —— ec. 
(92) di y . seal’ 


La seconda, W, è il valore di v a cui corrisponde il massimo della grandezza : 
N) = CNv? exp (— 3 m02/KT) 


e che, come facilmente si verifica, risulta eguale a: 


2kT 
(33) di a KARA 
ni Mu s 


Si osservi che le tre velocità Q, G, W precedentemente definite non diffe- 
riscono molto numericamente l’una dall’altra, e ciò perchè i valori di v che si 
scostano sensibilmente dal valore più probabile I? sono — per la legge (24) 
di Maxwell — assai poco probabili. 
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$ 12. - Ripartizione dell’energia fra i vari gradi di libertà. Il teorema del 
viriale. 


Un problema che si ricollega alla considerazione di taluni valori medi, è 
quello di determinare la ripartizione dell'energia fra i diversi gradi di libertà 
di un sistema. 


Dalla definizione stessa (29) della costante C' che interviene nella legge 
(28) di Boltzmann, si ricava: 


(34) [fc (— e/£T) dg. ....dp,=1, 


ove naturalmente, l’integrazione va estesa a tutti i valori possibili delle variabili 
canoniche. Supponiamo ora di eseguire un’integrazione parziale rispetto ad 
una sola di dette variabili: sia questa la g,. Si trova immediatamente, ese- 
guendo nella (34) l’integrazione rispetto a 9, per parti e prendendo dg, come 
fattore differenziale: 


lim.sup.dig, 
(35) [f î | C exp (— s/£T) 91 dqr. .... d, | +t 


lim. inf. dig. 
+f | Er = 


Dalla considerazione di questa formula si possono trarre diverse conseguenze. 

Nel caso, ad esempio, che l’energia e non dipenda da g, — come si verifica 

quando g, è una coordinata di posizione di una molecola di un gas perfetto non 

soggetto a forze esterne — il secondo integrale si annulla essendo identicamente 
de 


Òg1 
il caso in cui la variabile g, — che può essere indifferentemente una coordinata 
o un momento — è tale che da essa dipenda esplicitamente l’espressione del- 
l’energia e, ma in modo da essere e = co per g,j= lim.inf. e per g,j= lim.sup.: 
ciò si verifica, ad esempio, quando g; rappresenta uno spostamento da una po- 
sizione di equilibrio al quale sia associata una energia potenziale che aumenta 
oltre ogni limite con l’aumentare di esso; e si verifica pure quando la variabile 
in questione è un momento al quale sia associata un’energia che ancora diventa 
infinita in corrispondenza del suo valore minimo e massimo. Quando queste 
condizioni sono verificate, il primo termine della (35) — com'è facile vedere — 
si annulla. Si potrà quindi scrivere la (35) nella forma: 


le { C exp (— e/£7T) (4 da: 


‘000 ipy di 


= 0: è questo un caso di scarso interesse. Di notevole interesse è invece 


2) de e. dpy= kT. 
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Ma, osservando come l’espressione al primo membro altro non sia che il 

ò ° ca ‘ ; 

valor medio della grandezza 9, ca associata alla variabile generica g,, si 
1 


ottiene: 


de de 
36 — = ...=f, —=4kT 
(59) “ dg, Pi òdy 


valida naturalmente in ogni caso in cui e dipenda — con le restrizioni stabilite — 


da una coordinata o da un momento qualsiasi. 

La (36) costituisce la /egge generale della ripartizione dell'energia. 

Ricordiamo che, se il sistema è conservativo e se si trascurano le interazioni 
tra molecola e molecola, e coincide con l’hamiltoniana H per la molecola con- 


siderata ed è: 


de dH Da dL 
" d4, * òg sl dg, 
dL 


è la forza generalizzata; si 


dove L è la funzione lagrangiana e K,= 
ha pertanto: r 


che è il ben noto teorema del viriale. 


$ 13. - Il teorema della equipartizione dell’energia. 


Un caso particolare della legge precedente della ripattizione, di grande im- 
portanza per le applicazioni pratiche, è quello in cui la variabile g; (coordinata o 
momento) contribuisce all’energia e del sistema solo tramite un termine e; della 
forma: 


(37) e;=}4gî, 


essendo 4; un coefficiente costante rispetto a g;, ma che può dipendere in modo 
qualsiasi dalle altre variabili canoniche. Ciò si verifica, ad esempio, quando g; 
è uno spostamento dalla posizione di equilibrio provocato da una forza elastica 
che obbedisca alla legge di Hooke, o quando tale variabile è un momento lineare 


od angolare. In questo caso la legge di ripartizione (36) si riduce a: 


de Moi A 
Gi dg; =qAd:= 28;= KT, 
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da cui si ricava: 
(38) e;= 3kT 


che costituisce il teorema o /egge della equipartizione dell'energia. 

Data l’importanza di questo teorema, ne daremo anche una dimostrazione 
diretta e più elementare. Ricordiamo che per definizione, il valor medio della 
energia e(9,, ..., f;) di un sistema è dato da: 


i [cap ( «/KT) edg;. .... dpy. 


Supposto ora che una variabile canonica qualsiasi — che senza venir meno 
alla generalità potremo supporre essere la g, — contribuisca all'energia e solo 
tramite un termine additivo e, della forma (37), potremo scrivere: 


e= Et c3= c0+ }a9gî 


dove €, € 4 possono dipendere in un modo qualsiasi da tutte le altre variabili 
canoniche, ma non dalla g,. 
Avremo pertanto: 


:= | sid [cap [ (ce0+ + 491)/ET] (c0+ + 497) dg... .. db, 


che si può scrivere anche: 


e= Et E 
dove: 


"= | vi [cap [- (c0+ + 491)/AT] c0 441: --.. dd; 


t,= [ pa [cap [— (ceo+ + 491)/kT]4+ agi dg. .... dpy. 


A noi interessa il valore di quest’ultimo integrale. Tenendo presente l’espres- 
sione (29) della costante di normalizzazione C, si avrà: 


__J..-fop lk7) dar... dpy | exp (— agi/24T)A agi da, 
uil f... [exp elkT) das -... dp, { exp (— + agî]&T) da, 
Calcoliamo ora l’espressione: 
ta (*"exp(— tagî]£T)gî da, 
[exp (— 4 agi/kT) da, 
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Tenendo conto nella valutazione degli integrali delle formule dell’Appendice 
Ila, si ottiene immediatamente che essa risulta eguale a 


par fe | (Pr iar 
2 a a 2 


Essendo questo valore indipendente da tutte le variabili canoniche, i rimanenti 
integrali al numeratore dell’espressione di &, sono esattamente eguali a quelli 


del denominatore. Avremo pertanto: 


e=3€7, 


e cioè ancora il risultato (38) che esprime il teorema dell’equipartizione del- 


l’energia. 


$ 14. - Applicazioni del teorema precedente: calcolo dei calori specifici 
dei gas e dei solidi. 


a) Calore specifico dei gas monoatomici. - Supponendo le molecole del gas 
non soggette a forza alcuna, avremo da considerare la sola energia cinetica. Per 


una sola molecola questa è data da: 


e= T.a = ian 3 2X°+3mj +3 m%° 


o anche, introducendo i momenti coniugati: 


pr= = me, Ppy= MM), D:= Mi, 
dall’espressione: 
_le dB 
da sati ag 


La dipendenza di e da ognuna delle variabili ),, ),, ); è quindi proprio del 
tipo (37), onde varrà il teorema dell’equipartizione. A ciascuna delle variabili 
Pas Py de (cioè ad ogni grado di libertà della molecola), corrisponderà quindi 
un’energia media z;= } £7. L’energia media complessiva di una molecola sarà 
dunque: 

3 


3 AT. 


6E= 
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Conseguentemente l’energia di una mole di gas monoatomico sarà: 


3 3 


39 cate cd 
(39) E=- AkT=-RT 


essendo A il numero di Avogadro (A= 6,06-102?). Il calore specifico molare 
a volume costante di tale gas sarà quindi: 


(40) C,=-= 


Essendo numericamente: 


R=RkA= 1,98 cal/0K mol, 
si ha dunque: 
C,= 2,97 cal/°K mol. 


b) Calore specifico dei gas biatomici. — In questo caso si può considerare una 
molecola generica come l’insieme di due sferette rigidamente connesse tra loro 
da un'asta rigida. Si hanno evidentemente cinque gradi di libertà, poichè per 
fissare la posizione del sistema occorre dare le tre coordinate del baricentro 
e due angoli che individuino la direzione dell’asta rigida. L’energia, essendo tutta 
cinetica, si spezzerà quindi nella somma di cinque termini ognuno dei quali di- 
pende secondo la (37) dal momento coniugato ad una delle cinque coordinate 
lagrangiane. Avremo quindi per l’energia media di una grammomolecola : 


5 5 


e di conseguenza per il calore molare a volume costante: 


5 
(42) C,= "da R= 4,95 cal/°0K mol. 


c) Calore specifico dei gas poliatomici. — Ammesso ancora di poter considerare 
una molecola poliatomica come un corpo rigido, avremo un ulteriore grado di 
libertà, dovuto a un'ulteriore possibilità di rotazione. Analogamente ai casi 
precedenti, si ha così: 


6 
(43) E = 


--AkT=3RT, 


(44) C,=3R= 5,94 cal/0K mol. 
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d) Calori specifici dei gas secondo l’esperienza. — A. questo proposito ci limi- 
tiamo ad osservare che l’esperienza ha confermato le deduzioni teoriche prece- 
denti in modo eccellente per i gas monoatomici, ma non per quelli biatomici 
e poliatomici. La ragione della discrepanza è però facilmente individuabile: 
basta infatti pensare che, almeno per temperature sufficientemente elevate, non 
sarà più lecito considerare una molecola biatomica o poliatomica come una 
struttura rigida, perchè interverranno dei moti di vibrazione fra atomo e atomo. 
Incidentalmente notiamo però che, se si sperimenta a temperature estremamente 
basse, l’accordo fra teoria ed esperienza — e questa volta anche per i gas mono- 
atomici — cessa di essere soddisfacente, e ciò perchè in tali condizioni interven- 
gono, come vedremo, delle caratteristiche deviazioni dalla legge dell’equipar- 
tizione dell'energia, deviazioni che sono dovute ai cosiddetti fenomeni di quan- 


tizzazione. 

e) Calore specifico dei solidi. - Consideriamo un solido monoatomico come 
un complesso di atomi legati alla loro posizione di equilibrio da forze che, in 
prima approssimazione, supporremo elastiche. Ogni atomo potrà dunque oscil- 
lare sotto l’azione di tali forze: la sua energia sarà dunque data dalla somma 
dell’energia cinetica e di quella potenziale. Trattandosi di un oscillatore spaziale 
a 3 gradi di libertà, avremo che l’energia potenziale potrà scriversi: 


V=34,x?°+ 3 429° + 3 4? 

e quella cinetica: 
pe erp ci 
Tein = 2 CRETA 


Per il teorema dell’equipartizione dell’energia avremo pertanto: 
U=33kT T.in= 3347, 
onde l’energia totale di un atomo sarà: 
e=U+ T.,,=34&T. 
Riferendoci, al solito, ad una grammomolecola, avremo: 
(45) E=3 AkRT=3RT 
(46) C,=3 R= 5,94 calf0K mol. 


Questo risultato è quindi in discreto accordo con la nota legge di Dulong e 
Petit relativa al calori specifici dei solidi monoatomici. Occorre però, a questo pro- 
posito, ricordare che l’esperienza dimostra che la legge di Dulong e Petit è verifi- 
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cata solo se la temperatura a cui si misura il calore specifico è superiore ad una de- 
terminata temperatura, caratteristica per ogni singola sostanza. Tale temperatura 
è in generale assai bassa, onde, alla temperatura ambiente, la legge di Dulong e 
Petit risulta di regola verificata; per qualche elemento però — ad esempio carbo- 
nio e boro — essa è superiore alla temperatura ambiente ordinaria, onde si mani- 
festano in modo evidente le deviazioni dalla suddetta legge. L’origine di queste 
deviazioni trova la sua ragione, ancora una volta, nei fenomeni di quantizzazione. 


$ 15. - Definizione statistica dell’entropia. Fluttuazioni. 


Ricordiamo che, come già abbiamo avuto occasione di dire, alla base della 
così detta termodinamica statistica vi è la concezione cinetica della struttura della 
materia. Secondo questa concezione, i corpi ordinari si considerano come for- 
mati dall’insieme di un enorme numero di particelle, fra le quali possono agire 
forze attrattive e repulsive, funzioni in generale delle reciproche distanze. Que- 
ste particelle sono dotate di moto: nei corpi solidi le singole particelle si muovono 
intorno a punti fissi, nei fluidi invece le particelle godono di una maggiore li- 
bertà: e precisamente nei liquidi le particelle sono ancora legate fra loro da no- 
tevoli forze attrattive che ne delimitano in certa misura il volume, mentre nei 
gas esse tendono a sfuggire in tutte le direzioni, essendo le forze attrattive quasi 
completamente trascurabili. Inoltre, sempre secondo la concezione cinetica, uno 
stato qualsiasi di un gas sarà caratterizzato da una certa distribuzione dell’energia 
cinetica fra tutte le sue particelle. Ne deriva che dalla conoscenza — sia pure dal 
punto di vista statistico — di una certa distribuzione dell’energia cinetica, si 
potrà risalire alla determinazione dei parametri che — secondo la termodinamica 
ordinaria — caratterizzano l’insieme dal punto di vista macroscopico. Più pre- 
cisamente il problema fondamentale della termodinamica statistica può essere 
così formulato: dato un gas costituito da un numero N enormemente grande di 
particelle, dedurre i parametri termodinamici del gas (e cioè la pressione }, 
la temperatura 7, l’energia interna U, l’entropia S, ecc.) dalla conoscenza delle 
leggi statistiche che regolano il moto delle particelle che compongono il gas. 
Per trovare il legame che deve intercorrere fra la meccanica statistica e la termo- 
dinamica ordinaria, cominciamo con l’osservare che, mentre dal punto di vista 
della prima lo stato stabile di un sistema di data energia E è quello a cui com- 
pete il valore massimo della probabilità di realizzazione II, dal punto di vista 
della seconda, tale stato è invece quello a cui compete il valore massimo dell’en- 
tropia S. 

Questo fatto induce a ritenere che debba esistere una relazione funzionale 
fra l’entropia S e la probabilità II, cioè una relazione del tipo: 


(47) S=/f(II). 
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Per determinare la funzione f (II), consideriamo un sistema composto da 
due sistemi parziali fra loro indipendenti, e siano S,, Ss le entropie e II,, II, le 


probabilità degli stati stabili di queste parti; potremo quindi scrivere: 
Si=/f(D) S3= (112). 

Ricordiamo ora che l’entropia del sistema totale è la somma delle due entro- 
pie dei sistemi parziali: 
S = S 1 + Ss 2 
e che la probabilità del sistema totale è il prodotto delle due probabilità : 

II = II,II ® 


Da queste relazioni e dalla (47) otteniamo: 
FAI, Hg) = f(I1,) + fa). 
La funzione f dovrà quindi obbedire all’equazione funzionale: 
(48) Sen) =f@)+f0). 


Questa proprietà della f ci permette di determinarne la forma. Poichè la 
(48) è valida per qualsiasi valore di x e di y, potremo porre y= 1+ e, dove e 
è un infinitesimo del primo ordine. Si avrà: 


f+xe)=f)+f(1+ e). 


Sviluppando entrambi i membri in serie di Taylor e trascurando tutti i 
termini di ordine superiore al primo, avremo: 


Fx) + xef' ()=f)+/(1)+ ef (1). 
Per e=0 si trova f(1)=0. Onde: 
xf'()=f(1)=% 
essendo c una costante. Si ha cioè: 
fo=—, 


da cui integrando si ottiene: 
f(x)= e Inx + cost. 
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Di conseguenza la (47) si scriverà: 
(49) S= c InIlI + cost. 


Ammessa quindi l’esistenza di una relazione funzionale tra entropia e pro- 
babilità, tale relazione deve necessariamente essere del tipo rappresentato dal- 
l’equazione (49). 

Essendo inoltre l’entropia S definita, com’è noto, a meno di una costante 
addittiva arbitraria, potremo assumere: 


(49’) S=clnIl. 


Ricordando che la probabilità II =II(£) è proporzionale (cfr. $ 4) alla 
funzione w(E), relativa alla distribuzione dei punti rappresentativi del sistema 
in considerazione di energia totale E, e tenendo sempre presente che l’entropia 
S è definita a meno di una costante addittiva, la (49’) può anche essere sostituita 
dalla: 


(50) S= ce Ino(£E). 
Ricordando ancora che, come si è visto a suo tempo (cfr. $ 4), si ha: 


w(E)= explo(£)] 


con: 
de 
dE Bb; 
Avremo : 
dS do 
Fide” deb 


D’altra parte, essendo, come si è mostrato ($ 7), p= , si constata 


1 
AT 
che tale relazione coincide con quella che nella termodinamica ordinaria lega 
l'entropia S con la temperatura assoluta 7, e cioè: 


dî _1 
de @ T° 
purchè si prenda: 
c= k. 


La (50) si scrive perciò: 


(51) S= & lno(E). 
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Nei calcoli pratici è conveniente introdurre al posto della w(£) la funzione 
peso IV(E), relativa al numero di modi in cui è possibile distribuire le IN parti- 
celle (ciascuna a f gradi di libertà), che costituiscono il nostro sistema, nelle varie 
celle dello spazio delle fasi relativo ad una singola particella. 

Come si è detto (cfr. $ 6) si può ritenere W(E) proporzionale a w(F), 


per cui la (51) può anche scriversi: 
(52) S= £ InV(E). 


Nel seguito adotteremo come definizione dell’entropia nella meccanica 
statistica questa espressione. Vogliamo ora far notare esplicitamente che la 


definizione termodinamica dell’entropia 


A 
VI | £ 50, 


(1) 


dove Q è la quantità di calore, ha significato solo se ci si riferisce allo stato 
stabile (cioè il più probabile) di un sistema o, al più, ad uno stato non stabile 
di un sistema composto, scomponibile però in un certo numero di sistemi par- 
ziali ognuno dei quali si trovi in uno stato stabile. 

La (52) permette invece di estendere la definizione di entropia anche ad uno 
stato instabile di un sistema a cui competa, dal punto di vista della meccanica 
statistica, il peso W. Di conseguenza, in relazione al fatto che secondo la mecca- 
nica statistica vi è la possibilità di realizzare stati che non corrispondono al mas- 
simo di probabilità, si avrà che l’entropia, definita statisticamente dalla stessa 
(52), potrà subire delle variazioni — cioè come si suol dire delle fluttuazioni — 
attorno al valore massimo. Questo fatto riveste un’importanza notevole se si 
tien presente che il teorema classico dell’entropia è del tutto equivalente al po- 
stulato di Thomson, che può essere assunto come II° principio della termodina- 
mica. L’esistenza delle fluttuazioni infatti fa sì che questo principio, nella inter- 
pretazione statistica, non esprima più un’impossibilità assoluta, ma solo un’estre- 
ma improbabilità. In altri termini, trasformazioni mediante le quali il sistema 
passa dallo stato di massima probabilità a uno di probabilità più piccola sono 
possibili nella meccanica statistica anche se, in generale, la probabilità che tali 
transizioni si verifichino è estremamente piccola. Così per esempio non è impos- 
sibile, ma solo estremamente improbabile, che un corpo possa cedere calore per 
contatto a un altro a temperatura più elevata della sua. La tendenza generale di 
un sistema è però quella di evolversi in modo da portarsi nello stato di massima 
probabilità e quindi di massima entropia, e tanto maggiore è l'aumento di en- 
ue trsfocmazione avrà luogo. Assi a pi vello piggiore probabilità 

» St può verificare col calcolo che la proba- 
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bilità di una trasformazione in senso contrario a quello voluto dal II° principio 

della termodinamica è, in generale, del tutto trascurabile. Possiamo quindi, nel- 

l’interpretazione statistica, dare del II° principio della termodinamica la seguente 

enunciazione: « Ogni sistema, costituito da un numero enorme di particelle, tende ad 

evolversi verso lo stato più probabile compatibile con la sua energia totale.» In particolare, 

quindi, le varie forme di energia tenderanno a trasformarsi in calore (degrada- 

zione dell'energia) e di regola l’energia termica tenderà a passare da un corpo 

più caldo ad uno più freddo, in modo da portare ad un livellamento delle tempe- 

rature, cioè ad una uniformazione dei moti di tutte le particelle che costituiscono 

i vari corpi. Va però notato espressamente che talvolta l’esperienza riesce a met- 

tere in vista le deviazioni (f/uttuazioni) di un sistema dal suo comportamento più 

probabile. Basterà ricordare, a questo proposito, le esperienze relative ai moti 

browniani. Com’è noto esistono particolari soluzioni (come per esempio di 

gomma gutta, metalli finemente suddivisi, ecc.), dette colloidali, in cui le particelle 

in sospensione hanno dimensioni dell’ordine di grandezza di qualche migliaio di 

volte le dimensioni molecolari; tali particelle sono già abbastanza grandi per es- 

sere visibili al microscopio, pur essendo ancora sufficientemente piccole per rive- 

lare, con il loro incessante movimento, gli urti che esse ricevono da parte delle 

molecole del solvente, in moto per agitazione termica. L’osservazione delle traiet- 

torie descritte ha permesso fra l’altro di stabilire che, pur essendo la soluzione a 

temperatura rigorosamente uniforme, una particella in sospensione, in luogo di 

cadere regolarmente, è invece animata da un moto vivo, incessante e completa- 
mente disordinato. Se si pensa quindi il solvente come un pezzo omogeneo di 
sostanza (come si richiede dalla termodinamica ordinaria, che prescinde dalla 
considerazione della struttura molecolare della materia) il comportamento delle 
particelle in sospensione riesce inesplicabile: si dovrebbe infatti concludere che, 
ogni tanto (per esempio quando una particella si muove verso l’alto) si ha 
l'esecuzione di un lavoro meccanico a spese dell’energia termica della soluzione, 
in aperta contraddizione con il II° principio della termodinamica ordinaria. La 
contraddizione si supera invece facilmente se, mettendosi dal punto di vista 
della meccanica statistica, si pensa che i moti delle molecole che compongono la 
soluzione hanno una certa probabilità di essere distribuiti secondo una legge 
diversa da quella che caratterizza lo stato di massima probabilità ed entropia. 
Anzi la teoria matematica delle fluttuazioni che si manifestano nella distribu- 
zione statistica dei moti molecolari in un gas, sviluppata fondamentalmente 
da Einstein, conferma pienamente questo modo di vedere dando in partico- 
lare una soddisfacente spiegazione delle caratteristiche presentate dai moti 
browniani. 

La legge generale delle fluttuazioni data da Einstein si può facilmente de- 
durre partendo dalla definizione statistica dell’entropia. Siano S, e Wi valori 
dell’entropia e delle probabilità (o numero di complessioni) per un sistema nel 
suo stato di equilibrio; la probabilità IW che il sistema si trovi in un altro 
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stato di entropia S sarà legata a S dalla relazione: S= & InY, onde si ha: 


W 
Wo 


S-_Sh= ln 


o anche: 


SS 
vv (35) 


Supponiamo che l’energia interna U resti costante nel corso delle fluttua- 
zioni; limitiamoci inoltre a considerare quelle fluttuazioni per le quali la tempe- 
ratura 7 resta costante. La variazione dell'energia libera F*) risulta allora 


eguale a: 
AF= F-F=(U—TS)-(U-TS)=—-T($S-53), 


per cui la legge delle fluttuazioni si può scrivere: 
W= Mewp[(F- FIATI: 


essendo F> F, (perchè lo stato di equilibrio è quello di energia libera minima) 
si ha che sarà sempre W < W,. Per di più il valor medio dello scarto che l’energia 
libera — la quale misura il lavoro massimo utilizzabile — subisce nel corso delle 


fluttuazioni sarà: 
_ Mo op (FIAT) (FF) dAF_F)_,, 


AF = 
A di exp [-(F— F)/kT]4F — Fo) 

Supposto che il sistema considerato sia un gas di molecole puntifotmi, tale 
scarto medio risulta dello stesso ordine di grandezza dell’energia cinetica media 
di una molecola. Esso è estremamente piccolo, per cui in generale non può es- 
sere messo in evidenza. Vi è però qualche caso in cui dette fluttuazioni possono 
assumere un’importanza notevole: tipico è, ad esempio, il fenomeno delle fluttua- 
zioni isotermiche di densità di un fluido. Infatti il calcolo (dovuto a Smoluchow- 
ski ed altri) dimostra che in vicinanza del punto critico di un liquido le fluttua- 
zioni di densità (derivanti da deviazioni dalla legge di ripartizione più probabile) 
diventano così elevate, che le corrispondenti variazioni dell’indice di rifrazione 
danno luogo a dei veri e propri fenomeni locali di rifrazione della luce, per cui 
il fluido assume l’aspetto di un mezzo torbido: è questo il fenomeno dell’ opale- 


*) Ricordiamo che l’energia libera è una funzione di stato definita come FX 
. e Do : P) =U—- TS, P 
corsie puato CEN dello stato del sistema, U energia interna del sistema, 7 tempe- 
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scenza critica. La misura dell’intensità della luce diffusa offre dei dati mediante i 
quali è possibile risalire al calcolo del numero di Avogadro: il valore perfetta- 
mente accettabile che così si ottiene deve essere considerato come una verifica di- 


retta della teoria delle fluttuazioni, e quindi anche delle leggi fondamentali della 
meccanica statistica stessa. 


$ 16. - Il III° principio della termodinamica (di Nernst). 


Prima di procedere alla discussione della costante addittiva a meno della 
quale è definita l’entropia statistica, vogliamo esaminare il medesimo problema 


dal punto di vista della termodinamica ordinaria. Dalla definizione dî = - e 


per il differenziale dell’entropia deriva che l’entropia S(A) di un sistema che si 
trovi in uno stato A può essere espressa da: 


Po | 
63) sa=| È. 


essendo 0 uno stato iniziale che può essere scelto arbitrariamente, per il fatto 
che l’entropia di un sistema è sempre definita a meno di una costante addittiva 
arbitraria. L’arbitrarietà della scelta dello stato iniziale 0, e quindi della costante 
deli’entropia, non ha importanza pratica finchè ci si limita a trattare problemi 
riei quali intervengono solo differenze fra le entropie corrispondenti a due stati 
diversi di un unico sistema. Vi sono però altri problemi (come ad esempio 
quello relativo agli equilibri chimici) per i quali la conoscenza di questa costante 
diventa di notevole importanza. 

Vogliamo ora introdurre e discutere un opportuno principio che ci metta in 
grado di determinare la costante additiva che compare nella definizione dell’en- 
tropia. Questo principio, scoperto da Nernst, è spesso denominato terzo prin- 
cipio della termodinamica o principio di Nernst. 

Nella sua forma originale (dovuta appunto a Nernst) esso si applicava solo 
ai sistemi condensati, ma fu in seguito esteso anche ai sistemi gassosi. Esso viene 
di solito enunciato, seguendo Planck, nella forma seguente: « L’enzropia di ogni 
sistema si annulla allo zero assoluto ». Si osservi però che siccome termodinamica- 
mente vengono definite solo differenze di entropia fra due stati qualsiasi di un 
sistema, il principio di Nernst viene a rigore a affermare solo che #utti gli stati 
possibili di un sistema alla temperatura T = 0 posseggono la stessa entropia. È pertanto 
ovvio che sarà conveniente scegliere uno qualsiasi degli stati del sistema a 7 = 0 
come lo stato iniziale 0 dianzi introdotto; l’arbitrarietà della costante additiva 
contenuta nella definizione termodinamica stessa dell’entropia permette poi di 
prendere l’entropia dello stato iniziale di riferimento eguale proprio a zero. 
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È interessante ricordare che alla formulazione del principio di Nernst si 
è arrivati partendo dalla considerazione del comportamento dell’energia libera 
di un sistema al variare della temperatura. Infatti scriviamo la variazione dell’ener- 
gia libera F per una trasformazione a temperatura costante 7 che fa passare un 
sistema dallo stato A allo stato 8; si ha: 


(54) F,- Fa=U,-Un—-T((S4—Sn) 


Consideriamo ora un’altra trasformazione isotermica alla temperatura 
T+ A7,i cui stati estremi indichiamo con A‘ e B'; la variazione dell’energia 
libera tra questi sarà data da un’espressione analoga alla (54) con 7 + AT in 


luogo di Te A', B' in luogo di A, B. Il lim ata aria, 
ossia la derivata rispetto a 7 della (54): sii dò 


O(Fu— Fr) _dU,—-Un) (Su Sa) 

(55) nn A Rd da 
ci dà la variazione della differenza dei potenziali termodinamici per trasformazioni 
istoterme a diverse temperature. 

Orbene, l’esperienza mostra che, con l’avvicinarsi allo zero assoluto, tutti 
i coefficienti di temperatura, cioè le derivate delle varie funzioni (Fi — Fx, 
U,—-Uz,S4— Sp) rispetto a 7, tendono a zero. Ammettendo quindi in base 
a ciò che: 


ia arci _ gi na ar CA ci lim Mat _0 
T--0 d7 T--0 d7 T--0 d7 ù 


dalla (55) deriva: 
ng (SaS) = (Su Sa)r=0= 0. 


L'esperienza cioè viene così a provare che allo zero assoluto tutti gli stati 
del sistema hanno la stessa entropia, come afferma il principio di Nernst. 

Si noti che per una trasformazione a volume costante, per la quale si ha: 
d*Q= C.,dT (C., calore specifico molare a volume costante, è definito dalla 


1 dU 
relazi UO na site i 7 
one: C,= — "ra ) , la (53) diventa: 
* God 
(56) sa = | Rise E 
i ni 


Da questa relazione si vede che, come conseguenza dal teorema di Nernst, 
affinchè sia S(0)= 0, dovrà per 7-+ 0 certamente essere C.-> 0 almeno del 
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primo ordine rispetto a 7. Questo risultato è in accordo con i dati sperimentali 
relativi ai calori specifici dei solidi, che dimostrano come detti calori specifici 
tendano a zero quando la temperatura assoluta tende a zero. Si noti invece come 
il principio di Nernst sia in aperto contrasto con l’ipotesi, che si suole assumere, 
che per un gas ideale C, sia costante: in questo caso infatti S(0) diventerebbe 
infinita, contrariamente al principio di Nernst. Avremo occasione, nello sviluppo 
del Corso, di tornare su questo punto. 

Applicheremo ora il principio di Nernst per discutere la trasformazione di 
un solido da una forma cristallina a un’altra. Considereremo precisamente la 
trasformazione da stagno grigio a bianco. Lo stagno grigio è la forma stabile 
alle basse temperature; lo stagno bianco alle alte. La temperatura di transizione 
Tn è 19 °C, ovverossia 292 °K. Nel processo di trasformazione, alla temperatura 
costante 7\, per il passaggio da una forma allotropica all’altra viene assorbito il 
calore Q = 535 cal/grammo-atomo. Sebbene lo stagno grigio sia l’unica forma 
stabile al disotto della temperatura di transizione, anche lo stagno bianco può 
essere portato, sia pure instabilmente, fino alle più basse temperature. È così 
possibile misurare i calori specifici delle due forme allotropiche a temperature 
più basse di quella di transizione. I calori specifici delle due forme non sono egua- 
li: il calore atomico dello stagno grigio è, ad ogni temperatura, inferiore a 
quello corrispondente dello stagno bianco. 

Siccome alla temperatura di transizione 7, la trasformazione da una forma 


allotropica all’altra costituisce un processo reversibile, potremo applicare la 
definizione: 


B 
| SC S)-SA) 
F T 


caratteristica di ogni trasformazione reversibile ed isotermica. Indicando con 
S1i(To) e Sa(70) le entropie di un grammo-atomo di stagno rispettivamente gri- 
gio e bianco, otteniamo: 


Sa(To — Si(7o) = | 


(bianco) do _ Q 
To To 


(grigio) 
Ma, per la (56), potendosi scrivere: 


T 
*_Ci(7) 


T, 
" C3(7) 
—— dT 
ti > 


0 


S1(To) = | Sa(7o) = | 


otteniamo l’equazione: 


(57) Q=T | 
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che ci dà l’espressione del calore di trasformazione Q in funzione della tempera- 
tura di transizione 7, e dei calori specifici delle due varietà di stagno. 

Si può vagliare la validità dell'equazione (57) — e quindi del principio di 
Nernst di cui essa è una diretta conseguenza — eseguendo numericamente le 
due integrazioni indicate, ricorrendo alle curve sperimentali dei calori specifici 
in funzione della temperatura. Si hanno precisamente i seguenti risultati : 


T, To i 
| SO gru 12,30 cal/grado; | SO) dr = 10,53 cal/grado. 
o 


0 
Dalla (57) si ottiene quindi: 
L= 292 (12,30 — 10,53) = 517 cal. 


Il buon accordo fra questo valore calcolato e quello sperimentale, Q = 535 
cal, può essere considerato come una seria prova della validità del principio di 
Nernst: la piccola differenza è infatti entro i limiti degli errori sperimentali. 

Notiamo ancora che, dall’esempio ora trattato, appare in modo evidente 
come, per poter praticamente utilizzare il principio di Nernst, sia necessaria la 
conoscenza delle funzioni C,(7): tale conoscenza può solo in qualche caso 
essere. derivata dai dati sperimentali. 


$ 17. - Incompatibilità della meccanica statistica classica con il III° princi- 
pio della termodinamica. 


Come abbiamo precedentemente detto, la definizione dell’entropia secondo 
la meccanica statistica classica non caratterizza in modo completo tale grandezza, 
ma — analogamente a quanto abbiamo visto succedere nella termodinamica 
ordinaria, quando ci si limiti a considerare solo i primi due principi — la carat- 
terizza a meno di una costante additiva arbitraria. Abbiamo visto come nella 
termodinamica ordinaria tale arbitrarietà possa esser eliminata introducendo un 
ulteriore postulato: il III° principio della termodinamica, o principio di Nernst. 
Questo principio, che appare verificato sperimentalmente in quei pochi casi 
in cui è possibile fare un controllo, porta a ritenere che il calore specifico a vo- 
lume costante per una sostanza qualsiasi debba annullarsi allo zero assoluto. 
Siccome nella trattazione analitica della termodinamica ordinaria il calore spe- 
cifico di una sostanza interviene come un parametro atbitrario, il cui valore deve 
essere fissato — ad ogni temperatura — dall’esperienza, il principio di Nernst 
era da ritenersi senz’altro compatibile con le rimanenti leggi della termodinamica. 
La situazione è invece diversa per la meccanica statistica: questa, come abbiamo 
precedentemente mostrato, è in grado di determinare in modo univoco le espres- 
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sioni di grandezze quali i calori specifici. Infatti, in base ad essa, il calore specifico 

di un gas monoatomico risulta eguale a La R, quello di un gas biatomico a 
5 

“i R, quello di un gas poliatomico a 3 R e quello di un corpo solido pure 


a 3 R. Si presenta così la possibilità di controllare se queste espressioni siano o 
no compatibili con il principio di Nernst: il risultato è evidentemente negativo. 
Si deve quindi concludere che tale principio è incompatibile con la meccanica 
statistica classica. Va però notato come gli effetti dell’incompatibilità fra statistica 
classica e principio di Nernst siano in pratica sensibili solo a temperature assai 
basse : i risultati della statistica classica conservano il loro valore per quasi tutte le 
applicazioni che riguardano fenomeni che si svolgono alle temperature ordinarie. 


$ 18. - Espressione statistica delle grandezze termodinamiche. 


Come abbiamo visto, nella teoria statistica l’entropia di un sistema viene 
praticamente definita per mezzo della formula (52), e cioè: 


— (58) S= k lo, 


essendo W = W(E) il peso dello stato del sistema (gas) di cui si suppone asse- 
gnata l’energia totale E, e che per la (8) di $ 6 risulta dato da: 


N! 


sila NI N! Nat ... 


Sostituendo questa espressione di W nella formula precedente, e utilizzando al 
solito la formula approssimata di Stirling per il calcolo dei fattoriali, si ha: 


(59) S=4{N(aN—1)—Z;N;(la N;—1)}=4{NinN—Z;NiloN}. - 


Supponendo ora che il gas si trovi in condizioni di equilibrio, cioè che per esso 
valga la legge della ripartizione più probabile, i numeri N; saranno dati dalla 
(10) del $ 6 e cioè: 

(60) N;= G exp(— Bei). 


Inoltre, dovendo valere la condizione: 


Z;Nj= N, 
si dovrà avere: 
IN 


°7 Zrepl fe)” 
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Sostituendo la (60) nella (59) si ha: 


exp(— Be;) la PP RSI ANla N. 


ANZI * E CRI 


La sommatoria 
z=; exp(— fe;) 


che compare in queste espressioni è una grandezza che dipende dalla tempera- 

tura 7 del sistema, è relativa a una singola molecola (gli e; sono i livelli ener- 

getici di una molecola), e dicesi funzione di partizione o somma degli stati molecolari. 
Introduciamo ora una nuova funzione f definita dalla relazione: 


1 


1 
(62) exp(Bf)= Leal" x 


e che pure risulta dipendere dal moto di una singola molecola. Si ha evidente- 
mente: 


1 
(63) f=—- ra Ing. 
Osserviamo infine che l’espressione: 
Z; e exp(— Be;) ò 
64 = X;e; — s)]= ——_———___ = — In 


non è altro che l’energia media di una singola molecola. 
Tenendo conto delle relazioni (62) e (64), la (61) si può scrivere: 


S=—4NZ; {ap[BY— e)] la[Nexp[B/— e)I}} + Ain N= 
= KON {E;eresplB(f—e)] SZ; opBU/— «= È N. 


Ponendo pertanto: 
(65) U= Nu 


(651) F= Nj, 
la formula precedente si scrive: 


si 
S=>(U-P. 
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Tenendo presente che, com'è ovvio, U non è altro che la energia totale del 
gas, la quale, avendo supposto questo termicamente isolato, coincide con l’ener- 
gia interna del gas stesso, l’ultima formula scritta ci autorizza ad interpretare la 
funzione F, definita dalla (63) e (65’), come espressione statistica dell’energia 
libera o potenziale termodinamico a volume costante del gas. 

Introducendo infine la funzione di partizione totale o somma degli stati del gas 
Z, definita da: 

Zu gN 


e tenendo conto delle (63) e (64), avremo che l’entropia S del gas può essere 
espressa in funzione unicamente di Z mediante la: 


le] o) 
66 s=A(1 N_-B_ 4 (n2— gw z) 
(66) n" Br Inz P 3 
Si noti che in realtà l’energia e; di ogni particella che compone il gas è va- 
riabile con continuità, per cui dalle formula dianzi stabilite si ottengono, con 
ovvio passaggio al limite, le seguenti nuove espressioni delle funzioni termo- 
dinamiche : 


(61’) |. [pts Z=3g"; 
N 1 
LÀ = — _—_ = — — lnZ; 
(63') a E Inz P 
ESE, exp(— pe) di ò Ing ò 
) U=N35-__—_=-N sasa 
ci [Jap fa) 4 op op 


Come applicazione calcoleremo le grandezze termodinamiche U, F, S' per 
un gas perfetto, utilizzando le loro espressioni statistiche. Ricordiamo che in 
questo caso si ha: 


1 
e=Em(+3+2)= > 02+2$+ 23) 


e che, come risulta dai calcoli del $ 14 del cap. 1, vale la relazione: 


3 3 
U= e= —— = —— o 
N 3 INKRT 3 nRT 


Per la (61’) avremo poi: 


A v| || exp [— (P/2w) (p2+ D° + p3)] dpr dp, dt . 


— 0 
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Valutando gli integrali per mezzo della (2) di Appendice II® si ha: 
g=V(Q2rmmkT)"?, 


Si ha pertanto dalla (63'): 
3 
F=—-nRTlog=—aRT fin + 3 IinT7T+ cost, 


ed infine: 
— V 3 


essendo « una nuova costante, a meno della quale risulta determinata l’entro- 


3 lot catinà 
pia. Tenendo conto della relazione C,= Py R, le formule stabilite coinci- 


dono con quelle corrispondenti della termodinamica ordinaria. 


$ 19. - Applicazione: impostazione della teoria di Debye-Hiickel per gli 
elettroliti forti. 


È noto che la teoria degli elettroliti, sviluppata da Atrhenius, si fonda sulla 
considerazione dell’equilibrio che si stabilisce in una soluzione fra le molecole 
non dissociate e gli ioni contenuti nella soluzione stessa, trascurando completa- 
mente le interazioni elettrostatiche fra ione e ione. Di conseguenza tale teoria 
riesce a dare un quadro abbastanza esatto dei fenomeni che si verificano negli 
elettroliti deboli nei quali, per la notevole distanza media fra uno ione e l’altro, 
le interazioni elettrostatiche risultano estremamente deboli; essa si dimostra 
invece insufficiente a descrivere i fenomeni che si verificano negli elettroliti 
forti, nei quali, data la piccola distanza media fra uno ione e l’altro, le interazioni 
elettrostatiche risultano assai considerevoli. È stata però formulata da Debye 
e Huckel una teoria proprio con l’intento di considerare come predominanti 
le interazioni elettrostatiche fra gli ioni: tale teoria, per quanto abbiamo detto, 
trova la sua applicazione allo studio degli elettroliti forti. Esporremo ora i 
concetti fondamentali posti alla base di questa teoria. Dalle considerazioni fatte 
nelle lezioni precedenti, risulta che dal punto di vista termodinamico saremmo in 
grado di studiare il comportamento di una soluzione elettrolitica, quando riu- 
scissimo a determinarne l’energia libera F definita dalla: 


(67) F=U— TS. 


In questa espressione U rappresenta l’energia interna del sistema, la quale 
sarà dovuta in parte al moto delle particelle ed in parte all’energia elettrostatica 
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derivante dalle interazioni coulombiane tra i vari ioni. Potremo quindi porre: 


U= Ucin +t Uai 


dove si è indicato con U.;n e Ux i due termini, rispettivamente di origine cine- 
tica ed elettrostatica, che concorrono alla formazione dell’energia interna totale 
U della soluzione. In modo analogo potremo scindere l’entropia S in due parti: 


S= Sint Ia 


Infatti se agli effetti derivanti dall’esistenza dell’energia cinetica aggiungiamo 
quelli provenienti dall’energia elettrostatica media (rispetto al tempo) U.., che 
naturalmente sarà funzione della temperatura, dovremo tenere presente che per 
elevare della quantità 47 la temperatura del sistema, si dovrà fornire una quantità 


supplementare di calore pari a d4U,,= DA 


forma di variazione della sua energia elettrostatica media. Si avrà quindi: 
Pea [5 dU. -|3 Ua | 


Potremo pertanto scrivere la (67) nella forma seguente: 


F= Fot Feo 
OVE: 
dUa dT. 
(68) Fa= Un—-TSa= Ua— r| “1 7 
e 


L'eta “sà Ucina — TScin 


L’energia libera F.in di natura cinetica si può calcolare con i soliti pro- 
cedimenti della termodinamica ordinaria, e non presenta quindi alcun inte- 
resse particolare dal punto di vista della meccanica statistica. Questa invece 
interviene in modo essenziale nel calcolare l’energia libera F.; di natura elettro- 
statica, essendo questa grandezza espressa in funzione dell’energia potenziale 
media U.;, la quale a sua volta è determinata dalla distribuzione statistica degli 
ioni in soluzione. Cominciamo con l’osservare che eseguendo per parti l’inte- 
grale contenuto nella (68), si ha: 


dT 
(69) Fa=—T |Un Fr 


L’energia potenziale U,, dell’insieme degli ioni in soluzione dipenderà 
dalla distribuzione delle cariche. Osserviamo anzitutto che se in un sistema di 
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cariche puntiformi indichiamo con e; una carica generica, e con ®; il potenziale 
creato da tutte le altre cariche nel punto dove si trova e;, avremo che l’energia 
dell’insieme sarà data da: 

(70) Un=3Z;e;D. 


Per semplicità supporremo che la soluzione elettrolitica in considerazione 
contenga N; ioni di carica + e, e un numero eguale di ioni di carica — e, rac- 
chiusi in un volume N. Fissata la nostra attenzione su un determinato ione nel 
punto P,, ci proponiamo di calcolare il potenziale elettrostatico complessivo in 
un punto generico P, nelle vicinanze dello ione in Py, dovuto alla distribuzione 
statistica di tutte le cariche. Consideriamo allo scopo un elemento di volume dI 
che contenga il punto P;: se p= g(P) è il potenziale complessivo in un punto 
P di tale elemento, uno ione ivi situato avrà, oltre l’energia cinetica, anche 
un’energia potenziale + eg se positivo, e un’energia potenziale — ep se negativo. 

Applicando la formula di Boltzmann rispettivamente agli ioni positivi e 
negativi, avremo che il numero dIV} e quello 4/V; di ioni dell’uno e dell’altro 
segno contenuti nell’elemento di volume 4: = dV/-4rp*dp di spazio delle fasi sa- 


ranno dati da: 
dNj = AN; exp[(p*/2wm + e@)/ET] dV -4np*dp 


diN; = AN; exp[(p*/2m — ep)/KT] dV-4np*dp. 
Per calcolare la costante A osserviamo che, integrando su tutto lo spazio dei 


momenti (cioè rispetto alla variabile )), otterremo i numeri n,dV/ e n_dV di 
ioni rispettivamente positivi e negativi contenuti nell’elemento 4V/ di volume 


dello spazio ordinario. Si ha: 
nydV= C N; exp(— e9/kT) dV 
n_dV = CN; exp(+ eg/£7) dV, 
avendo posto 


C=A [ Arp? exp (— p*/2wkT) dd= A(2rmkT)", 
lt] 


Osservando che per p-+O si deve avere n,= #_= N,, si ha poi C= 1, onde: 


5 n,dV = N; exp(— e9/kT) dV/ 
1) 
n_dV= N;exp(+ sg/k7) dV. 


Ritenendo, come di regola avviene, che l'energia elettrostatica media di 
uno ione sia molto piccola rispetto alla sua energia cinetica media (© £7), 
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potremo supporre 7 <1; onde sviluppando in serie gli esponenziali delle 
(71) avremo, in prima approssimazione: 

n,dV = N;(1— ep/£kT) dV 

n-dV = N;(1+ ep/kT) dV. 


i N; 
Indicando con n= 7 la concentrazione media degli ioni di un segno 


o dell’altro relativa all’intero volume, avremo che, nell’approssimazione in cui 
ci siamo posti, la densità elettrica media in un punto dell’elemento 4I/ risulterà 
data da: 


(72) p= (—n)e=—2-= e. 


Il potenziale elettrico @ sarà determinato dall’equazione di Poisson: 


do de dp 
tata) 


4r 
Agg Ga (000 — 


essendo D la costante dielettrica del mezzo. Sostituendo in questa la (72) avremo: 


(73) o Ag=x 9, 
dove: 
Brene? 
Rae 
(74) x DET 


Avendo supposto la soluzione elettrolitica omogenea e assai estesa avremo, 
per ragioni di simmetria, che, se noi fissiamo un punto Pin essa, il potenziale 
medio dovrà essere distribuito simmetricamente rispetto a questo punto. Ne 
viene che la funzione @(P) dipenderà solo dalla distanza r, con r= Vx3+92+23, 
del punto variabile P dal punto fisso Py, che assumiamo come origine degli 
assi di riferimento. In queste condizioni avremo: 


Pa _ * Md IE 
dx de r° òy do r' òg dî r° 
e quindi d%9 d? ò 1 d 
_ ae, _ 
fp dx? ® òy? dg? rr dr? Ce). 


L’equazione (73) che determina il potenziale 9 diventa di conseguenza: 


1 @ 
ae (ro) = xp. 
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La soluzione generale di questa equazione è — come facilmente si verifica 
con sostituzione materiale — data da: 


di er + A ee), 


dove A e A' sono le due costanti d’integrazione, che si determinano imponendo 
opportune condizioni ai limiti. 

Siccome 9 deve annullarsi all’infinito, si avrà anzitutto A'= 0. Per de- 
terminare poi la costante A ammetteremo che nelle estreme vicinanze del punto 
Py dove supporremo che si trovi uno ione positivo di carica +- €, il poten- 
ziale @(r) si riduca al solo potenziale elettrostatico generato dalla carica + e, 

È E 
cioè a e" 

Si noti esplicitamente che ciò vale solo per concentrazioni ioniche non ec- 

cessivamente forti. Essendo d’altra parte pet r sufficientemente piccolo: 


spe) 1 
r Cr 


> 


si ha che la condizione precedente risulta verificata se si prende A = 3. 


Con ciò il potenziale che regna attorno allo ione + e situato nel punto ?, ri- 


sulterà dato da 
5 podi EI 
(75) ®(r) D — 


Per stabilire il significato fisico della grandezza x (che ha le dimensioni 
dell’inverso di una lunghezza), cominciamo con l’osservare che @(r) diventa assai 
piccola per valori di r assai maggiori di r,= —*). Ciò dipende dal fatto che 

x 


in un elettrolita ogni ione positivo risulta circondato come da una nube di ioni, 


ove predominano le cariche di segno opposto: è appunto questa nube che com- 
pensa la carica dello ione considerato, in modo tale che già alla distanza r, il 
campo elettrostatico circondante lo ione risulta considerevolmente ridotto. Si 


noti, in relazione a questo fatto, che la (75) si può scrivere: 


(76) = TI pew). 


DRT 
*) La lunghezza n = Els dicesi “/unghezza di Debye”. 
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Questa formula mostra che il potenziale elettrostatico complessivo 9(r) può 
pensarsi come somma di due termini, di cui il primo è il potenziale ordinario 


dello ione preso in considerazione, in un mezzo che non contiene nessuna altra 
carica libera, e il secondo termine: 


(77) dA)=—- [lap (-w)] 


rappresenta invece il potenziale globale di tutti gli altri ioni. (positivi e negativi) 
che circondano il precedente a guisa di nube. 


Nel punto ove si trova lo ione positivo considerato, il potenziale ®(r) 
assume pertanto il valore: 


(78) D, (0) = im®o)=—x. 


Un calcolo analogo si potrebbe ripetere anche per un generico ione negativo, 
e si troverebbe: . 


(78") ®_(0)= LI 


Tenendo allora presente che nella soluzione si hanno NN; ioni positivi e IN; 


ioni negativi, l'energia potenziale totale, che per definizione è data dalla (70), ri- 
sulterà quindi: 


EX EX n 
(79) Us; 3.Na (- 5) — 3Ne (5) =— N, DI i 


In base a questo risultato e tenendo presente l’espressione (74) del para- 
metro x, si ha per l’energia libera F.; di origine elettrostatica, data dalla (69), 
l’espressione: 


80 F.= 283 8r/V3 
(80) a=— 3 V 7DAT' 


Partendo da questo risultato si pottà calcolare l’energia libera totale F ed 
applicare poi, per la soluzione di qualsiasi problema particolare, i soliti procedi- 
menti della termodinamica ordinaria. 

Si noti infine che per semplicità si è supposto che la soluzione elettrolitica 
contenga due sole specie di ioni; è però immediata l’estensione dei calcoli fatti al 
caso più generale. 
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APPENDICE I 
SULLA DISTRIBUZIONE DELLE PARTICELLE NELLO SPAZIO uy. 


Supponiamo che il sistema in istudio sia costituito da N molecole identiche. Se 
ciascuna molecola ha f gradi di libertà, il suo stato sarà rappresentato da un punto 
(910 <<<» 9; Pv +-+» Py) inuno spazio delle fasi a 2 f dimensioni, detto spazio u. Lo stato 
microscopico dell’intero sistema può essere rappresentato assegnando i valori delle 
coordinate di fase di tutte le molecole (41”, . ., gp”, dI”, -.. dp di, di 
dj, cani dI ”) ed è un punto di uno spazio a 2f dimensioni, detto spazio y. Vogliamo 
ora caratterizzare lo stato macroscopico dell’intero sistema. A questo scopo cominciamo 
con lo scomporre lo spazio relativo alla molecola in parallelepipedi tutti di uguali di- 
mensioni (9, -..-, 2; 91 + dg > -, Pr + ddy, essendo dg, ..., dpycostanti); sia dr, = 
= dg, -... 3py la misura di ciascun parallelepipedo, Supponiamo ora che il punto 
rappresentativo della molecola 1 vari in un assegnato è»,, il punto rappresentativo del- 
la 2 in un altro, e così via: il punto rappresentativo dell’intero sistema descriverà allora 
un parallelepipedo dello spazio y di volume è, = (39,)”. 

Supponiamo di avere numerato in qualche modo 1 parallelepipedi dv, e indichia- 
mo con N, ÎVa, ..., NL ... il numero di molecole che cadono nel primo, nel se- 
condo, nel £&-esimo èw,. Se le dimensioni dei dv, sono sufficientemente piccole, la cono- 
scenza dei numeri N,, Na, ..., IV, -.., cioè in ultima analisi di una funzione f(4, ?) . 
di distribuzione delle molecole nello spazio yu, è sufficiente per calcolare tutte le pro- 
prietà macroscopiche del sistema. Perciò si potrà assumere il sistema di numeri N,, 
Na, ..., N, ... come caratterizzazione analitica dello «stato macroscopico » del 
sistema. 

Vogliamo ora calcolare la misura della regione dello spazio y che corrisponde a 
certi assegnati valori di N,, Na, ..., N, -.., cioè che corrisponde ad un certo ma- 
crostato. Notiamo a questo scopo che i numeri N, non vengono alterati se: 4) il punto 
rappresentativo di ogni molecola varia all’interno della cella $v, a cui appartiene; 
b) due molecole appartenenti a due celle diverse vengono scambiate tra loro. L'insieme 
dei punti rappresentativi del sistema totale relativi ai valori assegnati per gli NN, è 
perciò costituito: 1) da tutto il parallelepipedo 87, a cui uno di tali punti rappresenta- 
tivi appartiene; 2) da tutti gli altri parallelepipedi (tutti distinti) che da dv, si ottengono 
scambiando tra loro molecole appartenenti a celle diverse. 

Il numero dei parallelepipedi di cui al punto 2) è dato dal numero NI di tutte le 
permutazioni possibili fra le molecole diviso il numero N,!N,!... Nil... di tutte 
le permutazioni all’interno di ogni cella; cioè è dato da: 


(1) NEO... TODO 
NIN... Ni... 


Poichè le misure dei 3», sono tutte eguali, la misura della regione dello spazio y rela- 
tiva al macrostato considerato è: 
NI 


2 E, 
A MINI. NI..® 


v' 
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Supponendo ora che le molecole che costituiscono il sistema interagiscano debolmente 
fra loro, si potrà esprimere l’energia del sistema come somma delle energie delle sin- 
gole molecole e si potrà ritenere l’energia della singola molecola indipendente dalla 
sua posizione rispetto alle altre, cioè funzione solo della cella $v, in cui cade il suo 
punto rappresentativo. Detta allora e; l’energia relativa alla cella k-esima, l’energia 
totale del sistema si può scrivere: 


E= Za Ne. 


Ricordiamo che il supporre il sistema rappresentato dall’insieme microcanonico com- 
porta che ad ogni macrostato appartenente ad un certo intervallo di energia (E, E + AE) 
venga attribuita una probabilità a priori proporzionale alla misura della regione dello 
spazio delle fasi che lo rappresenta, e ad ogni macrostato esterno al suddetto inter- 


vallo una probabilità nulla. Per la caratterizzazione dei macrostati da noi adottata, 
abbiamo allora: 


NI i 
TI(V,Na...Ny...)= ni NINNI. * L, Nyex€ (E, E + AE) 


0 se ZL. Nex@(E,E + AE) 


dove X è una costante di normalizzazione. Ricordando che AF è piccola rispetto alla 
precisione con cui si misurano le energie in osservazioni macroscopiche, la condizione 
Zi Nyex€ (E,E + AE) si può sostituire con l’altra: Xx Ney È (avendo eseguito 
un formale passaggio al limite per AE+ 0). Resta così dimostrata la legittimità del- 
l'assunzione fatta nel metodo elementare del $ 6 come probabilità di una distribuzione. 


APPENDICE I 


CALCOLO DI ALCUNI INTEGRALI DEFINITI. 


Ci proponiamo il calcolo di integrali del tipo: /,(a) = fee ax) x"dx. 
i o 


Derivando rispetto al parametro 4, si ha: 


Le) = f ; exp (— ax?) xt42dx = — Luisa), 
da cui: dI 
(1) In4s(0) = — Se l 


Basterà quindi calcolare /y(@) e Z;(c) e applicare successivamente la formula pre- 
cedente. Si ha: 


Ida) = focona== fncma 


Var fama fami f° (ople+ ai 


e. quindi: 
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passando a coordinate polari tali che: È = p cos &; n= p sen $, onde: 
E +y=p?, 

si ha: 
dEdn = pdpdd. 


Si ricava pertanto: 
9 1 2 ” 1 (fai o n 
ua (Ma ont (a lune. 


onde: 
Ia) =} pe, 


Applicando successivamente a questa la (1) si ottiene: 


Sii foana=+ z 
Ifa) = f'apposaa=7 VE 


Ia) = (opa 3 ]/T 


= © 9% è 4 è è È è è è nè © è è È è è OÙ a 


Det 1.3.5...(2£ — 1 
(2) Iuld)= [Pepe ste PETTINE 


Analogamente, partendo dall’integrale elementare: 


Ha) = ['epadazz (apadon=t 


e applicando successivamente la (1), si trova: 


Ha) = (Pep an) rent 


PELTALLOGI DELITTI 


O) ARR? DI | x exp en8) strie AL, 
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PARTE SECONDA 


CENNI SULLA TEORIA 
DELLA RELATIVITÀ RISTRETTA 


CarrroLo I 


RELATIVITÀ DELLA MECCANICA GALILEIANA 


$ 1. - Il principio della relatività in meccanica. Sistemi inerziali. 


La meccanica è stata la prima branca della fisica che si è sviluppata in ma- 
niera consistente soprattutto per opera di Galileo e di Newton. Essa si occupa 
del comportamento dei corpi — e sostanzialmente del loro movimento — quando 
essi siano sollecitati da azioni esterne. Le leggi della meccanica consistono per- 
tanto in relazioni fra le diverse grandezze — ad esempio velocità, accelerazione, 
energia, momento angolare, ecc. — che caratterizzano il comportamento dei cor- 
pi stessi. Queste grandezze sono in generale funzione della posizione spaziale del 
corpo e del tempo. Esse sono cioè funzioni del tipo: A= A(x,y, z; #). Ciò 
implica, per la descrizione dei fenomeni meccanici, l'introduzione di un sistema 
di riferimento, caratterizzato per esempio da una terna di assi cartesiani x, Y, % 
e l’impiego di un misuratore (orologio) del tempo 7 Una legge meccanica 
sarà pertanto una relazione del tipo: 


(1) f(4,5,C,...)=0 


fra le diverse grandezze A, B, C, ..., considerate in un sistema di riferimento 
$, e funzioni quindi delle variabili x, y, %; 4 

Un problema importante è quello di stabilire come le relazioni (1) si tra- 
sformino quando i fenomeni vengono descritti, anzichè nel riferimento 5, in 
un altro riferimento S' in movimento rispetto a S. 

Dette x,y’, g' le coordinate di un punto qualsiasi rispetto a S' e #' il tempo 
misurato in S' (lasciamo per ora impregiudicato se si dovrà assumere o no 
# = t), avremo che il legame tra le coordinate di un punto nel riferimento S' 
e quelle del medesimo punto nel riferimento S sarà espresso da certe relazioni: 


= x' (x, I, %; 1) 
g'= 09" (x, %; 1) 

2 ’ : 
A z'=%' (9, k; 7) 
=# (x, z;Î), 
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ovvero: 
, P=FG:A 
(2°) 1 ef. 
P mt'(7; 1). 
Le grandezze A, B, C, ..., considerate nel sistema S‘, assumeranno per- 
tanto delle espressioni del tipo: 
A A’ (x', f. 2’; #) 
ti ud = B' (e, Fi Ci #') 


e, in generale, la legge espressa nel riferimento $S dalla (1) sarà espressa nel ri- 
ferimento 5” da una relazione del tipo: 


PEAIC, ]d), 


È evidente — e si può del resto rendersene conto con considerazioni ele- 
mentari — che in generale, vale a dire se il moto di S” rispetto a S è un moto 


vario generico, si ha: 
S'#f. 


Orbene, com'è stato mostrato da Galileo in alcune celebri pagine dei « Dialoghi 
sui Massimi Sistemi » (Giornata II), riveste un interesse particolare la conside- 
razione di sistemi di riferimento dotati di moto rettilineo e uniforme l’uno ri- 
spetto all’altro. Infatti in questo caso, partendo da osservazioni di carattere fisico, 
Galileo ha introdotto, erigendolo a principio fondamentale della meccanica, il 
seguente principio della relatività : 

Le leggi che governano i fenomeni meccanici in due sistemi di riferimento S e S' dotati 
di moto rettilineo e mniforme l'uno rispetto all’altro, hanno la stessa forma. 
Vale a dire se tali fenomeni sono descritti in S dalla relazione matematica (1), 
in S' saranno descritti dalla relazione: 


fl, B, CJ 0} 


la f è cioè la stessa nei due riferimenti, 
Di particolare importanza fra le leggi della meccanica è quella espressa 


dall’equazione fondamentale della dinamica: 
(3) mè =F 


essendo 79 la massa del corpo, # la sua accelerazione e F la forza risultante 


agente su di esso. 
La (3) è stata stabilita da Newton e ritenuta valida in un sistema di riferi- 
mento associato al Sole ed avente gli assi rigidamente collegati con le cosiddette 
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stelle fisse, con quelle stelle cioè che da secoli non presentano alcuna modifica- 
zione sensibile nelle loro posizioni relative. Il sistema di riferimento a cui stiamo 
alludendo è noto come sistema delle stelle fisse. Naturalmente, se si accetta questa 
convenzione, nel sistema collegato con la Terra, evidentemente dotato di moto 
accelerato rispetto a quello delle stelle fisse, la (3) non potrà più essere scritta 
nella forma F'= #moyd': è infatti noto che nel passaggio dal primo al secondo 
sistema di riferimento, compaiono, come conseguenza del teorema di Coriolis, dei 
nuovi termini (forze apparenti) dovuti al moto della Terra rispetto alle stelle fisse. 

Pertanto, anche se in pratica tali termini sono molto piccoli per cui, almeno 
per i problemi più comuni, si possono ritenere completamente trascurabili, è 
F'#4mè'. In base però al principio di relatività Galileiana l'equazione (3) 
si trasformerà invece in una della stessa forma F'= wa”, quando dal sistema 
S delle stelle fisse si passa ad un altro sistema di riferimento in moto rettilineo 
uniforme rispetto ad esso. Tutti i sistemi di riferimento costituiti dal sistema delle 
stelle fisse e da quelli in moto rettilineo uniforme rispetto a questo — per i 
quali, come si è detto, vale l’equazione fondamentale della dinamica nella forma 
(3)— si sogliono chiamare sistezzi inerziali. Essi svolgono un ruolo fondamentale 
nello studio della meccanica, per cui è importante definirli in base a delle loro 
proprietà intrinseche. Assumeremo che un sistema è inerziale se le relazioni spaziali 
in esso, quali risultano determinate da regoli “ rigidi” fermi nel riferimento, seguono la geo- 
metria euclidea e se in esso esiste un tempo universale, per il quale una particella libera 
obbedisce al principio di inerzia, vale a dire rimane ferma o continua a muoversi di moto 
rettilineo uniforme. 

In base a queste proprietà le particelle libere, poste in condizioni di riposo 
in punti fissi del sistema di riferimento, ivi rimangono. Si può pertanto descri- 
vere un riferimento inerziale come un aggregato di particelle-campione libere 
e mutuamente ferme, a distanze costanti misurate da regoli rigidi. Queste di- 
stanze soddisfano ai teoremi della geometria euclidea. In un siffatto riferimento 
le linee rette sono delle geodetiche e le particelle libere non appartenenti all’ag- 
gregato di definizione si muoveranno in linea retta. Si potrà poi supporre che 
alle particelle campione dell’aggregato-riferimento siano associati degli orologi 
che misurano l’istante di passaggio delle particelle in moto. Con la locuzione 
« tempo universale » si vuol intendere che è possibile accordare e sincronizzare 
gli orologi associati alle diverse particelle campione in modo che col tempo 
segnato da ognuno di essi le leggi della meccanica risultino omogenee e iso- 
trope (cioè ad esempio: proiettili identici sparati da fucili identici in ogni punto 
e lungo una qualunque direzione si muovono con la stessa velocità). Si può 
ritenere, con buona approssimazione, che la scala dei tempi definita da vari pro- 
cessi che si ripetono in modo identico — come ad esempio le vibrazioni di un 
atomo eccitato — si mantenga sincronizzata col tempo inerziale. 

Il sistema delle stelle fisse e quelli che si ottengono da questo con una trasla- 
zione rettilinea ed uniforme soddisfano approssimativamente alle proprietà 


142 PARTE SECONDA - TEORIA DELLA RELATIVITÀ RISTRETTA 


che abbiamo enumerato per caratterizzare i sistemi inerziali. Inoltre, perchè il 
principio di inerzia sia valido in un sistema, occorre che ivi sia trascurabile la 
gravità. Anche questa proprietà può essere realizzata approssimativamente in 
regioni sufficientemente lontane da centri di massa. Osserviamo ancora, che per 
una larga classe di fenomeni, anche il riferimento del nostro laboratorio, sebbene 
in lenta rotazione rispetto al sistema delle stelle fisse e non esente da gravità, 


può essere considerato come inerziale. 


$ 2. - La trasformazione di Galileo. 


Come abbiamo detto, il principio di relatività di Galileo esige che le leggi 
della meccanica mantengano la stessa forma quando si passi da un sistema di 
riferimento a un altro dotato di moto rettilineo uniforme rispetto al primo. 
In particolare, come conseguenza di ciò, si richiede che la legge di Newton 
F= mè conservi la sua forma passando da un sistema inerziale ad un altro. 
È pertanto di fondamentale importanza verificare se tale esigenza è effettiva- 
mente soddisfatta. Allo scopo è necessario anzitutto stabilire le formule di tra- 
sformazione che permettono di passare dalle coordinate x, _y, g, # di S a quelle 
x", YZ", # di S' in moto rispetto a S con una velocità # costante; in altri ter- 
mini si devono esplicitare le formule di trasformazione (2) per il caso che ci 
interessa di una traslazione uniforme. Non è possibile fare ciò senza introdurre 
alcune ipotesi relative alle proprietà dello spazio e del tempo ed a quelle del 


movimento. 
Nella fisica prerelativistica le due principali ipotesi che si assumevano eran 


essenzialmente le seguenti: 


18 IPOTESI: Esistenza di un tempo assoluto. — Abbiamo detto precedentemente 
come sia possibile definire in ogni singolo sistema inerziale un tempo universale. 
Nella fisica prerelativistica si suppone che sia possibile regolare gli orologi, che 
nei vari sistemi inerziali misurano il tempo, in modo che il valore di questo sia 
lo stesso in ogni sistema. Ad un tempo # di $ può corrispondere, cioè, in 5’ un 
tempo # = 7. 


2% IPOTESI: Reciprocità del moto. — Dati due sistemi S e S' in moto l’uno ri- 
spetto l’altro, è equivalente dal punto di vista cinematico supporre il primo 
« fermo » e S” in moto con velocità #, oppure il secondo « fermo » e il primo in 
moto con velocità — w *). 


*) Per punto di vista cinematico si vuol qui intendere che l’ipotesi assunta riguarda 
unicamente la struttura delle formule di trasformazione per il passaggio dalle coordinate 
(3, Z; #) di S a quelle (x°,y°, z/; #) di S”, mentre non si fa assolutamente alcuna asserzione sulla 
relazione che lega le leggi di un fenomeno osservato in S e quelle dello stesso osservato in S”, 


CAP. I - RELATIVITÀ DELLA MECCANICA GALILEIANA 143 


Questa ipotesi comporta che, se il passaggio da S a S' è retto dalla formula 
r'=f(7,4), 
necessariamente quello da S' a S dovrà essere retto dalla 
Tr=ffP',#,-d). 


Si tratta quindi, sulla base delle due ipotesi assunte e tenendo presenti le pro- 
prietà che caratterizzano i sistemi inerziali, di determinare il legame fra 7 e 7”, 
cesta tri x, I, LEX, F.C 

Allo scopo ricordiamo anzitutto che in ogni sistema inerziale deve valere 
il principio d’inerzia. Ciò comporta che, se un punto materiale non soggetto a 
forze si muove di moto rettilineo uniforme rispetto a $, e cioè se si ha: 


x=dad+b,, yg= a+, z=at+ bh, 


si deve avere un moto rettilineo uniforme anche in S', e cioè deve aversi (si 
ricordi che è # = #): 


x'= 84 Bi, y'=agt+ Pa, z= a+ Ba. 
Ciò è possibile, com'è noto, se x‘, y', x’ sono funzioni lineari di x, y, 7 e £. Con- 
venendo poi di fissare l’origine dei tempi e l’origine degli assi nei due sistemi 


in modo che per #= O si abbia: x=0, y=0,%z=0ey'=0, x'=0,z'=0, 
le relazioni cercate dovranno essere omogenee, e quindi della forma: 


x' = QX + 4,2) + 413% + dt 


(4) >= 4nX + 422) + 42% + 448 
"= dgyX + 4327 + 43% + 44 
mf, 


e si tratterà di determinare i 12 coefficienti 4,,. 
Supponendo per semplicità di considerare una traslazione lungo l’asse x 
e di prendere gli assi di S‘ coincidenti all’istante iniziale con quelli di S, dovremo 
avere: 
493 = 429 = 494 = dg = dgr = dy = 0. 


Inoltre, essendo gli assi y e z trattati allo stesso modo (data l’isotropia dello 
spazio), avremo: 


Agg = 433; 


indicando il valore comune di questi coefficienti (che eventualmente sarà una 
funzione di w) con M(w), la 23 e la 3* delle (4) si ridurranno a: 


(5) I =IAM)I, z'=IMM)z. 
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Ma, per l’ipotesi della reciprocità del moto, gli stessi risultati si dovranno 
avere considerando S in moto con velocità — # rispetto a SJ". Dovranno quindi 


valere anche le relazioni: 
J=IM2)I, z=M_#)% 

sà confrontate con le precedenti, danno: 

(6) Mw) Aw)= 1. 


D'altra parte un’inversione del verso positivo di x e x' porta a sostituier 

— # a , senza però che nulla muti nei riguardi di y e g. Dovendo pertanto le 
equazioni che in questo modo si ottengono, e cioè: 

J=M)I, z'=M_2)%, 


coincidere con le (5), si avrà: 


Mw) =A-2); 
onde dalla (6): 
D@)]}:=1, 
ossia: 
A=+1. 


Avendo però supposto gli assi y' e x’ rispettivamente equiversi con y e %, 
dovremo prendere senz’altro il segno +, per cui in definitiva avremo: 


=: g'=x%. 


Osserviamo ora che, siccome i punti fermi rispetto a 5” debbono, rispetto 
a S, traslare con velocità w lungo il verso positivo dell’asse x, si deve avere che, 
quando x' è costante, lo è anche x — w7; pertanto la prima delle (4) dovrà avere 


la forma: 
x'= p(w) (x nf). 
Per l’ipotesi della reciprocità del moto, dovrà allora valere anche la: 
x= u(—w) (x + w?). 
La compatibilità di queste due equazioni richiede che sia: 


pW)=p(-w)=1. 
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Le formule di trasformazione cercate sono pertanto le seguenti: 
(7) cadiieneci. y=J; z'=%; =t; 
da esse si deducono quelle inverse: 
6) e "i di z=%; tf", 


Esse sono note come #rasformazioni di Galileo © galileiane. 

Di queste formule vogliamo ricordare due conseguenze importanti. La pri- 
ma riguarda la misura della lunghezza di uno stesso segmento eseguita nei due 
sistemi S e S. 

Detti A e B gli estremi del segmento, in S si avrà per detta lunghezza: 


I=xg—-x4- 


In $S' avremo invece: 


ora, in virtù delle (7), si ha: 


xg= XgWî, Xx4y3= Xq TW, 
onde: 


/ ' 


Tale lunghezza è cioè invariante, risultando sempre la stessa in tutti i riferi- 
menti in moto rettilineo ed uniforme l’uno rispetto all’altro. 

L’invarianza di una lunghezza risulta pertanto una conseguenza delle due 
ipotesi assunte per dedurre la trasformazione di Galileo. È immediato verifi- 
care che questa trasformazione potrebbe anche dedursi assumendo, accanto 
all’ipotesi dell’esistenza di un tempo assoluto (£#= #), l'ipotesi dell’invarianza 
della lunghezza di un segmento (/= /"). In questo caso la reciprocità del moto 
risulterebbe una conseguenza delle due ipotesi assunte (f= /#, /= /"). 

La seconda conseguenza delle trasformazioni di Galileo concerne il cosid- 
detto teorema di composizione delle velocità, che si ricava immediatamente de- 
rivando le (7) rispetto al tempo: 


(9) Vv. =V,—-w; V= Poi Vi= V., 
o anche, in notazioni vettoriali, 


(9) V=-V-è, 


146 PARTE SECONDA - TEORIA DELLA RELATIVITÀ RISTRETTA 


dove si è posto per definizione: 


dx dy _ A, 
de Fari fe 
f dx' dy' f dy' 
Paci = Lt V.= —— t'= f). 
Va dt’ V, di' ° ù p' ( ) 


È questo il teorema di composizione delle velocità della meccanica newto- 


niana. 


$ 3. - Invarianza delle leggi di Newton rispetto ad una trasformazione 
galileiana. 

Ammesso che le formule di passaggio da un riferimento inerziale S ad un 
altro pure inerziale S' siano date da una trasformazione di Galileo, è possibile 
verificare se la equazione fondamentale della dinamica soddisfi o no il principio 
di relatività galileiana. 

Per precisare il problema supponiamo che il sistema in considerazione sia 
costituito da un insieme di masse puntiformi: su ogni coppia di queste si eserciti 
una forza, derivabile da un potenziale V, la cui direzione coincida con la congiun- 
gente i due punti materiali e la cui intensità sia funzione solo della loro distanza. 
Avremo allora per un insieme di # punti: 


V=Y X Valra) <A) 


s=l k=i+1 


(xa + Vino) + Ri %). 


Fik = 


La forza agente sull’i-esimo punto materiale sarà data da 


O cierinà dv a dV Xi Xi 
csi x; E k=1 dri Pik 
dv è IV +1 
10 , = = ———— ie IJiIk 
(10) f= if “nl ie “ver” (#1) 


IV Vai r— 
fig E STTO 
Ri 1 dry fik 


La forma di queste equazioni comporta che le componenti della forza do- 
vuta all’azione dell’i-esimo sul k-esimo punto materiale e quelle della forza 
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dovuta all’azione del k-esimo sull’i-esimo punto materiale siano eguali e di se- 
gno ‘opposto, cioè: 
di dV,x 


dx; Òx, 


> 


per cui la somma di tutte le forze agenti su tutti gli 7 punti materiali è nulla: 


pi Sfia> > Ss = Sia 0. 


(i i=l 


Le equazioni differenziali di Newton per il sistema sono: 


Moi ti= fia 
(11) moi Fi= fi 
[morte fe 


dove #9; è la massa dell’i-esimo punto materiale. 

Passando da S a S” con la trasformazione (8) osserviamo che le grandezze 
Xi Xk € Fix rimangono, per quanto abbiamo mostrato alla fine del paragrafo 
precedente, invariate. Lo stesso avverrà quindi anche per la grandezza V/ la 
quale, espressa in funzione delle nuove coordinate, conserva la stessa forma e 
assume gli stessi valori che nel primitivo sistema di riferimento. Avendosi poi: 


VARIA VANNA dU dv 
òx; dx; dvi di di d%; 


i secondi membri delle equazioni (11) risulteranno invarianti rispetto alla trasfor- 
mazione di Galileo (7). 

Si verifica poi facilmente che anche i primi membri delle (11), per effetto 
della relazione #= #, rimangono invariati per una trasformazione galileiana. 
Possiamo pertanto concludere che le equazioni fondamentali della dinamica 
(11) mantengono non solo la stessa forma, ma addirittura rimangono invariate 
passando dal riferimento S a quello $' per mezzo di una trasformazione gali- 
leiana. Esse sono cioè invarianti rispetto ad una siffatta trasformazione. Si noti 
che questa proprietà da esse posseduta è più stringente di quella richiesta dal 
principio di relatività galileiana; questo infatti richiede che dette equazioni si 
trasformino in altre della stessa forma senza che i singoli termini mantengano 
‘ illoro valore: in altre parole il principio di relatività richiede solo che le 
equazioni della meccanica siano covarianti rispetto ad una trasformazione 
galileiana. 

Si osservi inoltre che, come deriva immediatamente dalla loro forma vet- 
toriale e dell’essere le #,; degli invarianti, le equazioni della meccanica newto- 
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miana sono covarianti anche rispetto a una rotazione degli assi, ossia rispetto a 
una trasformazione che lasci invariata l’espressione: 


st= Ax2+ Ay?+ Ag?. 


Questa proprietà analitica delle equazioni di Newton traduce l’isotropia e l’omo- 
geneità dello spazio sede dei fenomeni fisici. 

Vogliamo osservare che anche le altre branche della meccanica, come la 
trattazione della materia continua (elasticità, idrodinamica, ecc.) o la meccanica 
dei corpi rigidi, si possono dedurre dalla meccanica dei punti materiali introdu- 
cendo opportune interazioni del tipo (10) e operando certi passaggi al limite. 
È evidente, anche senza un esame particolareggiato, che i risultati precedenti, 
ottenuti applicando una trasformazione galileiana a un sistema di punti mate- 
riali, si estendono anche a queste branche della meccanica. 


Osserviamo infine che, in questo paragrafo, si è supposto che le forze siano 
di tipo posizionale, cioè dipendenti dalle sole coordinate di posizione. Se esse, 


pur essendo derivabili da un potenziale, dipendono anche dalla velocità, come 
per esempio le forze di Lorentz che un campo magnetico esercita su una massa 


i . . e 
puntiforme, carica elettricamente e in moto con velocità 7, F= — N È, 
c 


non vale più la proprietà di invarianza (o di semplice covatianza) richiesta dal 
principio di relatività galileiana. La ragione di ciò, nella fisica prerelativistica, 
veniva attribuita al fatto che tali forze descrivono delle proprietà elettromagne- 
tiche, e le leggi nell’elettromagnetismo, come diremo particolareggiatamente nel 
prossimo capitolo, si ritenevano valide non in tutti i sistemi inerziali ma solo 
in un particolare sistema di riferimento collegato ad un ipotetico mezzo, riem- 
piente tutto lo spazio, denominato etere. In altri termini, nella fisica prerelativi- 
stica il principio di relatività si riteneva applicabile ai soli fenomeni meccanici. 

Vedremo come la teoria della relatività abbia modificato, e in modo essen- 
ziale, il punto di vista della fisica prerelativistica mostrando l’inconsistenza di 
tale ipotesi dell’etere ed estendendo il principio di relatività anche ai fenomeni 


elettromagnetici. 


CaprrrtoLo II 


I FENOMENI ELETTROMAGNETICI E L’IPOTESI DELL’ETERE 


$ 1. - Apparente dipendenza delle equazioni di Maxwell dal sistema di 
riferimento. 


Le leggi dei fenomeni elettromagnetici sono notoriamente compendiate 
dalle equazioni di Maxwell: 


divD = 4rg; ro de RE Dea Bb: 
(1) 5 
divB= 0; rotl = TP 447; B= uff, 


dove rispettivamente E e A denotano il campo elettrico ed il campo magnetico, 
D e Bi vettori induzione elettrica e magnetica, e e p la costante dielettrica e 
la permeabilità magnetica, p e j la densità di carica e di corrente elettrica. 
Nel caso, che a noi più particolarmente interessa, di un campo generato da 
- 


È sa La , + V sca 
cariche (elettroni) in moto nel vuoto, per cui / = p —, le equazioni pre- 
c 


cedenti si riducono alle cosiddette equazioni di Maxwell-Lorentz: 


i 1 3 
divE = 4rp rtb= — —_ 
(1‘) 
1 dE DA 
div” = 0 rot” = — — + 4rp Sa 
c db c 


Secondo la concezione maxwelliana le equazioni del campo elettromagnetico 
si devono intendere riferite ad un qualsiasi sistema di riferimento immobile 
rispetto all’efere, considerato questo come la sede di tutti i fenomeni elettroma- 
gnetici. Quale conseguenza di questa concezione, veniva a porsi il problema di 
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trovare le equazioni dell’elettromagnetismo valide in un sistema di riferimento 
in moto rispetto all’etere, problema che evidentemente implicava la necessità 
di fissare il modo di comportarsi dell’etere rispetto ai corpi in moto entro di esso. 
La questione è analoga a quella che abbiamo visto presentarsi nello studio dei 
fenomeni meccanici, quando si faccia corrispondere al sistema assoluto (o delle 
stelle fisse) della meccanica, quello dell’elettromagnetismo (cioè l'etere). In un 
punto importante però le equazioni di Newton differiscono da quelle di Maxwell: 
mentre infatti le prime sono, come abbiamo visto, invarianti rispetto ad una tra- 
sformazione galileiana, le seconde non lo sono affatto. Ciò ha come conseguenza 
che le equazioni del campo elettromagnetico assumono forma diversa in dipen- 
denza del movimento (anche rettilineo ed uniforme) rispetto all’etere del sistema 
di riferimento entro il quale si osservano i fenomeni elettromagnetici. Si arriva 
così alla conclusione che dovrebbe essere possibile istituire delle esperienze atte 
a mettere in luce, dall’osservazione di fenomeni elettromagnetici che su di esso 
si svolgano, il moto di un corpo (o di un mezzo) rispetto all’etere. 
Terminiamo questo argomento ricordando un’importante scoperta fatta da 
Lorentz nel 1904, relativa ad una singolare proprietà di cui godono le equazioni 
di Maxwell e sulla quale avremo occasione di ritornare diffusamente in seguito: 
tali equazioni, anzichè di fronte alla trasformazione galileiana (7) del cap.I, 
risultano covarianti (nel senso che conservano la stessa forma) rispetto alla 


seguente trasformazione: | 
fin 
2) = Vama ì guy; Get; f_ ver ; (e= = 
“ pas 8? ? ’ E) li 83 ? e > 


che si dice appunto trasformazione di Lorentz. 

Si noti che, a differenza delle trasformazioni galileiane, quelle lorentziane 
richiedono, nel passaggio da un sistema di riferimento ad un altro in moto ri- 
spetto al primo, un cambiamento anche nella variabile temporale; a questo pro- 
posito anzi è notevole il fatto che il legame tra # e #' involva anche le variabili 
di posizione. È infine interessante osservare che la trasformazione lorentziana 
(2) si riduce alla corrispondente trasformazione galileiana (7) del $ 2 cap.I 


per B= 0, cioè per c= cv. 


$ 2. - L’esperimento di Michelson. 


Come abbiamo già avuto occasione di dire, la non invarianza delle equazioni 
di Maxwell rispetto ad una trasformazione galileiana induce a ritenere che sia 
possibile mettere sperimentalmente in risalto il movimento di un corpo (0 mez- 
zo), entro il quale si eseguono delle esperienze relative a fenomeni elettroma- 
gnetici, rispetto al sistema di riferimento assoluto (etere). 
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Per raggiungere tale scopo si può per esempio pensare di ricercare, istituen- 
do opportune esperienze di ottica, come la velocità della luce misurata da un 
osservatore terrestre vari a seconda della direzione in cui essa si propaga: l’inter- 
pretazione dei fenomeni fisici fornitaci dalla fisica prerelativistica, che comporta 
fra l’altro l'ammissione dell’esatta validità del teorema della composizione delle 
velocità espresso dalla formula (9') ($ 2 cap. I), porterebbe a ritenere che la 
velocità della luce misurata dall’osservatore terrestre debba risultare massima 
quando la luce si propaga nella stessa direzione ma in verso contrario a quello 
del moto della Terra e minima nel caso opposto. La più celebre esperienza a 
questo riguardo è quella eseguita per la prima volta da Michelson nel 1879 
e ripetuta successivamente da lui e da vari altri sperimentatori (tra cui notevoli 
le misure di Kennedy) con sempre maggiore precisione ed in diverse condizioni 
sperimentali. Ne daremo una descrizione schematica. 


Fig. 10 - Interferometro di Michelson. 


Un raggio luminoso (fig. 10) SO incide su di una lastra semiargentata s 
sotto un angolo di 459: esso si scinde in due raggi OA e 05, che vengono riflessi 
su se stessi da due specchi s' e s'’ e rinviati sulla lastra s, dove ciascuno di essi 
si scinde ancora in altri due raggi. Consideriamo i due raggi sovrapposti che 
escono in direzione OC, i quali hanno percorso rispettivamente i cammini 
SO AOC e SOBOC. In C si osserveranno fenomeni di interferenza che dipen- 
deranno dalla differenza di fase dei due raggi provocata dalla differenza di tempo 
impiegata dalla luce a percorrere i due tratti QOA0 e OBO. 

Supponiamo ora che la Terra si muova rispetto al sistema di riferimento 
assoluto (cioè l’etere) e sia # la velocità di tale movimento. Orientando per ra- 
gioni di semplicità il braccio SA dell’interferometro lungo la direzione del vet- 
tore #, la velocità con cui la luce si muove lungo il tratto OA dell’apparecchio 
è per un osservatore terrestre (ritenendo valido il teorema (9°) — $ 2 cap.I — 
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di composizione delle velocità) eguale a c — w, mentre la velocità con cui la luce 
percorre il tratto AO sarà c + w. Di conseguenza il tempo 7, impiegato a per- 


correre il tratto OA + A0, posto 0A=/, sarà: 


hi sh _A +) È 1 
"a pa CT MB TASSO 


dove si è posto al solito B = -—_. Essendo 8 in pratica molto piccolo (del- 
c 


l’ordine di 10-4) potremo sviluppare x, in serie di potenze di fi e ritenere trascu- 
rabili le potenze di f superiori alla seconda; onde: 


2I, ù 
2. (1489) 


ti = 


Per il calcolo del tempo 7, impiegato dal secondo raggio a percorrere il 
cammino 08 + BO, occorre anzitutto tener presente qual è il cammino effettivo 
che detto raggio percorre (fig. 11). Siano O' la posizione del punto O di fig. 10 


Fig. 11 - A illustrazione dell'esperienza 
di Michelson. 


all’istante di partenza e sia O’ la sua posizione al tempo 1,, quando il raggio 
riflesso da 5’ incontra di nuovo la lastra s. Il segmento 0’0”’ è allora uguale a 
ws. Il cammino completo, effettivamente percorso dal raggio, è dunque: 


L= 0'B+0"B=V413+ n (0B= /,). 


Questo cammino si può ritenere eguale a ct,, in quanto la luce lo percorre 
in direzione praticamente perpendicolare a quella del movimento della Terra. 
Si ha perciò: 
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La differenza di tempo, che determina lo stato di interferenza in C, risulta 
pertanto: D) 1 
tgp pr É ( + 2 e)_a (1+ | 


Se ora si ruota tutto l’apparecchio di 90° attorno a O, la posizione reciproca 


dei cammini /, e /, rispetto all’etere viene ad essere scambiata e di conseguenza 
si avrà per il tempo di ritardo: 


ii #  ® 1 
== = [4 (1+B9)—/ (1 + T e) 


Ne deriva che, con la rotazione dell’apparecchio, si dovrebbe osservare uno spo- 
stamento delle frange corrispondente ad un ritardo: 


O=i—- 7 = N+ ha ga. 


c 


dalla misura di questo spostamento sarebbe possibile dedurre f e quindi w. 

L’esperienza, eseguita ripetutamente con estrema precisione e in diverse 
ore del giorno e della notte (quindi con diversi orientamenti del piano del- 
l’apparecchio rispetto alle stelle fisse) e in tutte le epoche dell’anno, ha sempre 
dato per risultato w = 0 entro i limiti dell’errore sperimentale (che in certi casi 
non superavano i 0,3 km/s). E, fatto estremamente interessante, un uguale 
risultato ha pure dato l’esperienza di Michelson eseguita con luce so/are, cioè 
con una sorgente in moto relativo rispetto all’osservatore. Che la velocità della 
luce non dipenda dal moto della sorgente è dimostrato anche dalle osservazioni 
di De Sitter sulle stelle doppie e da altri esperimenti. Il risultato dell’esperienza 
di Michelson ha trovato una conferma indiretta in varie altre esperienze (Trouton 
e Noble, Des Coudres, Trouton e Rankine, ecc.) relative a fenomeni elettro- 
magnetici, i quali, secondo le concezioni preeinsteiniane, avrebbero pure dovuto 
venir influenzati da un eventuale moto della Terra rispetto all’etere: anche tutte 
queste esperienze hanno invece dato risultato negativo. 

Dall’esito dell'esperienza di Michelson e delle altre ora menzionate, sembre- 
rebbe naturale di dover trarre la seguente conclusione: la Terra è ferma rispetto 
al sistema assoluto dei fenomeni elettromagnetici, cioè rispetto all’etere ; dal punto 
di vista cinematico ciò equivale a dire che detto sistema assoluto coincide con un 
sistema di riferimento fisso alla Terra. Ma accettando questa conclusione deri- 
verebbe un’inaspettata posizione di privilegio per la Terra da far pensare addi- 
rittura ad una specie di ritorno al sorpassato geocentrismo tolemaico. Per di più 
all’accettazione di una siffatta conclusione, che pur sembrerebbe un’immediata 
conseguenza del risultato negativo dell’esperienza di Michelson, si oppongono 
i risultati di altre esperienze qualcuna delle quali discuteremo brevemente al pa- 
ragrafo seguente. 
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$ 3. - Difficoltà della fisica prerelativistica. 


Come abbiamo detto, dal risultato dell’esperienza di Michelson sembra 
derivare in maniera immediata e senza possibilità di dubbio che il sistema asso- 
luto, rispetto al quale si ritengono riferite le equazioni di Maxwell, coincida con 
un sistema collegato alla Terra. Vogliamo ora mostrare come questo risultato, 
oltre che del tutto inaspettato e sorprendente, è difficilmente conciliabile coi 
risultati di altre esperienze. Ci limiteremo qui alla discussione di due fenomeni: 
l’aberrazione astronomica annua e la propagazione della luce in un mezzo ma- 
teriale in movimento. 


Aberrazione astronomica annua. — Il fenomeno fu scoperto da Bradley nel 1727 
e consiste nel fatto che le stelle nel corso di un anno descrivono, in apparenza, 
una piccola ellisse sulla volta celeste. 

Una spiegazione accurata di questo fenomeno richiederebbe lo studio par- 
ticolareggiato delle onde nelle lenti e nei prismi degli strumenti di osservazione ; 
ma, se si concepiscono i raggi luminosi come la traiettoria dell’energia delle onde 
luminose, ci si può attenere alla spiegazione più semplice e intuitiva fornita dalla 
teoria dell’emissione e che porta ai medesimi risultati. 

Detta (fig. 12) c# (# è un vettore unitario nella direzione Stella-Terra) 
la velocità della luce rispetto al sistema assoluto e #, quella della Terra, sempre 
rispetto a detto sistema, la velocità della luce relativa a un osservatore terrestre 
per il teorema galileiano dei moti relativi sarà rappresentata dal vettore: 


La luce risulterà quindi all’osservatore terrestre come proveniente lungo la 
direzione 7. Pertanto se si indica con 9 l'angolo formato dai due vettori ® 
e e con), quello compreso fra i due vettori # e 7’, applicando il teorema dei 
seni al triangolo TAB si trova: 


(3) senò, = ne seng. 
c 
». Wo Wo x “e è 
Essendo poi ==*<—<"= B una quantità assai piccola, la relazione precedente 
si può scrivere con buona approssimazione: 
(3°) Vo= P senp. 


Per il moto di rivoluzione della Terra il vettore #,, se diverso da zero, 
ruoterà in un anno di un angolo di 360°, Ne segue che la visuale 75” volta dalla 
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Terra alla stella subisce una variazione periodica, descrivendo in un anno un 
cono ellittico col vertice nell’occhio dell’osservatore. 

Per poter eseguire un confronto quan- 
titativo fra la (3’) ed i risultati sperimentali 
prendiamo in considerazione, per semplifi- 
care le cose, una stella circumpolare, per la 


S s 


quale p= 900. 
Ss" N i 
A 
c'u' 24%, 
B 7 
Fig. 12 - Aberrazione della luce stellare. Fig. 13 - Aberrazione della luce di una stella 


circumpolare. 


Facendo due osservazioni della stella a sei mesi di distanza, avremo (fig. 13) 
che la prima volta essa apparirà nella direzione 75, e la seconda lungo 75° 
cioè lungo la direzione simmetrica di 7°S' rispetto alla verticale TN: l’angolo 
compreso fra le due visuali della stella, che è il dato fornito direttamente dall’espe- 
rienza, risulta essere di 41’. Orbene se, in accordo alla conclusione che sembrava 
doversi dedurre dall’esperienza di Michelson, si assumesse il sistema assoluto fisso 
con la Terra, avremmo wy= 0 e quindi by = 0, e cioè assenza assoluta del feno- 
meno dell’aberrazione, in contraddizione con i risultati sperimentali. Questi si 
spiegano invece nella maniera più semplice supponendo il sistema assoluto fisso 
rispetto al Sole; infatti in questo caso #, rappresenta la velocità della Terra 
rispetto al Sole, la quale, com'è noto dall’esperienza, è eguale a 3-10° cm/s, onde: 

3.104 


do = B == 3.100 ai 10-85 rad = i lol 


L’angolo di aberrazione di una stella circumpolare risulterà quindi: 
STI" =24= PA Tau 


in perfetto accordo con i risultati sperimentali. 
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Esperienza di Figean. — Un'altra esperienza interessante, per mettere in rilievo 
le difficoltà cui si va incontro nel tentativo di stabilire quale sia il sistema asso- 
luto cui si debbono ritenere riferite le equazioni di Maxwell, è quella eseguita 
nel 1851 per opera di Fizeau. Nella nostra descrizione sommaria ci riferiremo 


alla disposizione escogitata da Zeemann (fig. 14). 


Cc Fig. 14 - Esperimento di Fizeau. 


Entro due tubi disposti parallelamente si fa scorrere dell’acqua in direzioni 
opposte, ma con la stessa velocità w. Un raggio 4 di luce monocromatica incontra 
una lastra semiargentata L, la quale scinde il raggio in due; uno di questi passa 
per trasparenza e l’altro viene riflesso. Questi due raggi poi si riflettono rispetti- 
vamente sugli specchi M, e 4f, e vengono inviati nei due tubi entro cui scorre 
l’acqua, per poi penetrare nel prisma a riflessione totale P che ne scambia i cam- 
mini; mediante gli specchi M, e 4f, e la lastra L, i due raggi sono nuovamente 
riuniti ed entrano nel cannocchiale C, attraverso il quale si possono osservare le 
frange di interferenza. Si noti che i due raggi compiono esattamente lo stesso 
cammino, ma entro i due tubi un raggio si muove secondo la corrente dell’acqua 
e l’altro nel senso contrario. Il fatto che, quando l’acqua nei due tubi è in moto, 
si osservino delle frange parrebbe ovviamente dimostrare che la velocità della 
luce rispetto ad un riferimento terrestre è diversa nei due tubi in cui l’acqua si 
muove in sensi opposti, come se cioè il sistema assoluto (etere) fosse trascinato 
dall’acqua in moto. Ammettendo anzi un trascinamento completo *) e accettando 
al solito la validità del teorema galileiano della composizione delle velocità, deri- 
va che la velocità della luce rispetto al riferimento terrestre è nei due tubi ri- 
spettivamente V — w e I + », denotando con Vla velocità della luce nell’ac- 


qua (se 7 è l’indice di rifrazione, è V= 1) Di conseguenza il primo raggio 


*) L'ipotesi di un trascinamento completo dell’etere da parte di un corpo in moto è sugge- 
rita dal fatto che, mediante essa, immediatamente si spiega il risultato negativo dell’esperienza 
di Michelson. Si viene così ad ammettere che il sistema cui sono riferite le equazioni dell’elet- 
tromagnetismo è sempre solidale col corpo (o mezzo) nel quale il campo elettromagnetico si 


propaga. 
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impiegherà ad attraversare i due tubi, di lunghezza comune /, il tempo: 


n 2] 
* Ps 
ed il secondo: 
2/ 
fa, = 
VH+w 


La differenza dei tempi impiegati dai due raggi è pertanto: 


1 
= a—1a=21 1 4hw 


V=y Visi Vin 


Questa differenza si può rilevare e misurare mediante lo spostamento che subi- 
scono le frange di interferenza rispetto alla posizione che esse hanno quando 
l’acqua è immobile. L’esperienza dimostra però in modo indubbio che lo spo- 
stamento che si osserva non corrisponde affatto alla formula ora trovata, ma le 


cose vanno, almeno con buona approssimazione, come se la velocità del mezzo 
fosse ridotta da w a: 


Ciò farebbe supporre che, almeno in questo fenomeno, anzichè totalmente, 
l’etere sia solo parzialmente trascinato con un coefficiente di trascinamento 
k=1— 1/12. Questo risultato sembra però inconciliabile col risultato dell’espe- 
rienza di Michelson la cui spiegazione, come abbiamo detto precedentemente, 
parrebbe richiedere l’ipotesi di un trascinamento totale dell’etere. 
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CarrroLo III 


I PRINCIPI DELLA RELATIVITÀ RISTRETTA 


$ 1. - Il principio della relatività secondo Einstein. 


Dal complesso dei fatti sperimentali dianzi ricordati, discende come questi 
appaiano in contraddizione fra di loro quando si tenti di interpretarli alla luce 
della concezione fisica preeinsteiniana, basata sull’idea dell’esistenza di un riferi- 
mento (etere) sede dei fenomeni elettromagnetici e sull’accettazione delle leggi 
galileiane per il passaggio da un sistema di riferimento a un altro, animato ri- 
spetto al primo di moto rettilineo e uniforme, leggi che tra l’altro comportano 
l’esistenza di un tempo assoluto invariabile col moto dell’osservatore. 

In un primo tempo si tentò di superare queste difficoltà attribuendo all’etere 
proprietà sempre diverse, ma, a parte l’artificiosità di siffatti tentativi che li 
rendeva da un punto di vista concettuale difficilmente accettabili, per tale via 
non fu possibile arrivare ad una teoria che rendesse conto esattamente, partendo 
da un gruppo di ipotesi coerenti, di tutti i fenomeni osservati. 

Da un punto di vista concettuale si può anche osservare che il diverso com- 
portamento dei fenomeni dinamici da quelli elettromagnetici, rispetto al passaggio 
da un sistema inerziale ad un altro, appare contrario allo spirito unitario che 
sembra reggere tutti i fenomeni fisici; ciò soprattutto se si pensa che è difficile 
immaginare un esperimento che riguardi la dinamica newtoniana, nel quale non 
abbiano un ruolo essenziale anche fenomeni elettromagnetici (come ad esempio 
procedimenti ottici di osservazione, ecc.). 

La situazione era a questo punto quando nel 1905 comparve una celebre 
memoria di Albert Einstein, nella quale si sosteneva che per superare tutte le 
difficoltà era necessario sottoporre anzitutto ad una critica rigorosa gli stessi 
concetti e postulati sperimentali su cui era costruita l’intera fisica e dai quali in 
particolare si deducevano le leggi di trasformazione galileiane. 

Anzitutto Einstein, basandosi sul fatto che tutti i tentativi di scoprire il rife- 
rimento associato all’etere non avevano ottenuto alcun risultato e che anche i fe- 
nomeni elettromagnetici si dimostravano insensibili a un moto rettilineo ed uni- 
forme del sistema di riferimento nel quale venivano descritti, pensò di estendere il 
principio galileiano di relatività, valido per i fenomeni meccanici, a tutti i fenomeni 
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fisici. Egli enunciò pertanto il seguente principio della relatività (ristretta): « Un 
sistema di riferimento in moto traslatorio uniforme rispetto ad un sistema inerziale 
non può essere da questo distinto per mezzo di un qualsiasi esperimento fisico ». 

Ciò equivale a dire che, se S è un sistema inerziale e S' è un sistema dotato 
di moto rettilineo uniforme rispetto a S, anche S' è inerziale. Il principio di rela- 
tività di Einstein può pertanto essere enunciato anche nella seguente forma: 
tutti i sistemi di riferimento inerziali sono equivalenti per la formulazione di 
tutte le leggi fisiche. 

Come si vede il principio di relatività di Einstein non è altro che un’esten- 
sione del principio di Galileo dalla meccanica all’intera fisica. 

Una conseguenza immediata del principio di Einstein è l’abolizione del 
concetto di etere. Infatti, anche se l’etere esistesse, in virtù del principio della 
relatività Einsteiniana non sarebbe possibile in alcun modo mettere in rilievo 
il moto rispetto ad esso degli altri sistemi inerziali: ciò “ fisicamente” equivale 
ad ammettere che esso non esista del tutto. 

Si osservi che i sistemi inerziali a cui si fa riferimento nell’enunciazione del 
principio einsteiniano della relatività ristretta vanno intesi come definiti in base 
alle loro proprietà intrinseche (come si è detto al $ 1 del Cap. precedente) e 
non in relazione al moto rispetto al sistema delle stelle fisse. 

Vogliamo infine sottolineare che il principio di relatività einsteiniana ri- 
guarda #vffa la fisica e non solo la meccanica e l’elettromagnetismo. Così, ad 
es., anche i campi delle forze nucleari, che non sono riducibili a campi elettro- 
magnetici, debbono soddisfare al suddetto principio. 


$ 2. - Critica alla trasformazione di Galileo. 


Il principio della relatività einsteiniana esige che le leggi dell’elettromagne- 
tismo conservino la stessa forma, passando da un sistema inerziale S ad un altro 
S'. D’altra parte, se per tali leggi si assumono le equazioni di Maxwell e per 
formule di trasformazione quelle di Galileo, sappiamo che tale esigenza non è 
verificata; è stato appunto per questa circostanza che si era formulata l’ipotesi 
dell’etere con il conseguente problema di determinare il sistema di riferimento 
ad esso associato. 

È chiaro che si potrà uscire da questo apparente circolo chiuso solo suppo- 
nendo che o le equazioni di Maxwell o le formule di Galileo siano insoddisfacenti 
e sostituendole con altre tali da soddisfare al principio di Relatività. D’altra 
parte l'accuratezza con cui le equazioni di Maxwell hanno potuto essere verificate 
escludono l’utilità di una loro modifica. Perciò Einstein rivolse la sua indagine 
critica alle formule di trasformazione di Galileo e alle ipotesi sulle quali queste 


erano fondate: quella della reciprocità del moto e quella dell’esistenza di un tem- 
po assoluto. 
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Partendo da questa critica Einstein arrivò alla conclusione che era proprio 
la seconda di dette ipotesi, cioè quella dell’esistenza di un tempo assoluto, che 
doveva essere abbandonata. 

Per definire un tempo universale comune a tutti i sistemi inerziali, com'è 
stato supposto per la deduzione delle formule di trasformazione galileiane, è ne- 
cessario definire cosa si intende per « simultaneità ». Nella fisica prerelativistica si 
supponeva che l’affermazione « due eventi 0 e .P si verificano simultaneamente » 
avesse significato indipendentemente dal sistema di riferimento. Naturalmente, 
perchè sia effettivamente così, deve essere possibile escogitare un esperimento 
capace di provare se due eventi sono simultanei. Ed in realtà se i due eventi si 
verificano nello stesso posto dello spazio si può ad esempio ricorrere, a tale 
scopo, ad un sistema di contatori in coincidenza, come si fa nello studio dei 
raggi cosmici: infatti un dispositivo di questo tipo « scatta » solo se i due eventi 
si verificano simultaneamente. 

Se i due eventi hanno invece luogo in due posizioni diverse dello spazio, 
il dispositivo precedente non serve più. In questo caso occorre inviare, da cia- 
scuno dei due punti ove si sono verificati gli eventi, un segnale ad un dispositivo 
di coincidenza. Se esistesse la possibilità di trasmettere segnali istantaneamente, 
cioè con velocità infinita, ciò non introdurrebbe nessuna complicazione. Purtroppo 
però non si conoscono segnali con questa proprietà, perchè tutti i segnali che si 
possono effettivamente realizzare si trasmettono con una velocità finita, per cui 
essi richiedono un tempo finito per andare da un punto ad un altro. In questo 
caso nella definizione di simultaneità entra in gioco il modo di propagarsi dei se- 
gnali usati: è ovvio che converrà scegliere un tipo di segnale la cui velocità di 
trasmissione dipenda dal minor numero di fattori possibili. A questo riguardo i 
più adatti sembrano i segnali elettromagnetici (in particolare quelli luminosi), per- 
chè la loro trasmissione non richiede la presenza di alcun mezzo materiale e perchè 
la loro velocità nello spazio vuoto non sembra dipendere nè dalla direzione di 
propagazione, nè dalla lunghezza d’onda, nè dall’intensità della radiazione usata. 

| È per questa ragione che nella fisica, com'è stato soprattutto mostrato dalla 
teoria einsteiniana della relatività, il fenomeno della propagazione della luce 
riveste una importanza fondamentale. Prima perciò di esporre come sia possi- 
bile dare una definizione della simultaneità di due eventi, che hanno luogo in 
punti diversi dello spazio, premetteremo qualche osservazione sul fenomeno 


della propagazione della luce. 


$ 3. - Considerazioni sulla propagazione della luce. 


Nell’originaria interpretazione della teoria di Maxwell, la luce era descritta 
‘come una perturbazione ondosa che si propagava in seno all’etere, immaginato 
come un mezzo statico e permeante tutti i corpi. 
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In questa descrizione alcune delle caratteristiche principali della propaga- 
zione ondosa trovavano una spiegazione immediata. Non così invece altre ca- 
ratteristiche. 

In particolare abbiamo a suo tempo insistito sulle contraddizioni cui porta- 
vano i diversi esperimenti escogitati allo scopo di mettere in evidenza il moto di 
riferimenti (ad esempio la Terra) rispetto all’etere. Come risultato di tali esperi- 
menti, sembrava impossibile mettere in evidenza una dipendenza della velocità 
di propagazione della luce non solo dalla sorgente, ma anche dal sistema di rife- 
rimento (inerziale) in cui il fenomeno veniva osservato. 

Sulla base degli stessi esperimenti, Einstein formulò per la propagazione 
della luce la seguente ipozesi (detta della costanza della velocità della Iuce): 

I segnali luminosi nel vuoto si propagano rettilineamente, con la stessa velocità co- 
stante c ad ogni istante, in tutte le direzioni, în tutti î sistemi inerziali. (Dalle misure 
più recenti si ha c = 2,997930-10!° cm/s). 

Come abbiamo detto, questa asserzione è un’ipotesi e non una proprietà 
deducibile, almeno in modo semplice, da una teoria ondulatoria o corpuscolare. 
Essa, come vedremo, verrà assunta come uno dei postulati da cui dedurre le 
formule di trasformazione da sostituire a quelle galileiane. Sebbene, a prima vi- 
sta, possa anche sembrare contraria al modello intuitivo che siamo soliti farci del 
fenomeno della propagazione della luce per la descrizione dei fenomeni ordinari 
della vita quotidiana, tuttavia essa ci riuscirà comprensibile non appena ci sa- 
remo familiarizzati col pensiero relativistico e, in modo particolare, coi concetti 
di spazio e di tempo quali derivano dalla revisione critica di Einstein. 

L’ipotesi della costanza della velocità della luce comporta in particolare che 
detta velocità sia indipendente dal movimento della sorgente luminosa. Ciò 
risultava, come abbiamo già accennato, dal fatto che l’esperienza di Michelson 
aveva dato lo stesso risultato sia usando luce proveniente da una sorgente terre- 
stre sia luce solare. Recentemente (1963) è stato possibile provare questa assun- 
zione con un apposito esperimento terrestre (Alviger, Nilsson e Kjellman). 
Il principio sul quale l’esperimento è basato è il seguente. Un nucleo di car- 
bonio 12 (C!?) colpito da una particella a dà luogo a un processo di scattering 
anelastico con conseguente transizione in uno stato eccitato del nucleo che 
acquista anche una certa energia cinetica di rinculo; analogamente si comporta 
un nucleo di ossigeno 16 (0?°). Mentre però il C!* eccitato emette un raggio 
gamma prima di fermarsi, l’O!* lo emette dopo essersi fermato. Utilizzando 
un’attrezzatura capace di rilevare i raggi y dopo che questi hanno coperto una 
certa distanza, i ricercatori citati hanno constatato che non vi era alcuna diffe- 
renza fra i percorsi coperti dai raggi y provenienti dagli atomi di carbonio, sor- 
gente in moto, e da quelli provenienti dagli atomi di ossigeno, sorgente fissa: 
pertanto risultano eguali anche le velocità dei due raggi. Dato che i raggi y non 
sono altro che radiazione elettromagnetica come la luce, questa esperienza dimostra 
l'indipendenza della velocità dei segnali « luminosi » dal moto della sorgente. 
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$ 4. - Il carattere relativo della simultaneità. 


Mostreremo ora come l’ipotesi introdotta sulla propagazione della luce sia 
in grado di fornire un criterio per risolvere la questione da noi posta alla fine del 
$ 2, ossia per decidere se due eventi che si verificano i punti diversi dello spazio 
siano o no simultanei. A questo proposito osserviamo che, nella fisica prerelativi- 
stica, si è sempre ritenuto come sicuramente acquisito che in ogni caso il giudi- 
zio sulla contemporaneità o meno di due eventi dovesse essere lo stesso in tutti i 
sistemi di riferimento, indipendentemente dal loro moto. Con la teoria della rela- 
tività si viene invece ad adottare la seguente definizione di simultaneità: due eventi 
che si producono nei punti P e Q di un sistema di riferimento inerziale S sono 


P M Q p M Q 
pi M' Q' p' M' Q' 
————————rr-_____  tqzwi 
e 
Fig. 15 a Fig. 15 b 


Per la dimostrazione del carattere relativo della simultaneltà. 


simultanei in $ se e solo se la luce emessa in tali punti al manifestarsi dei due 
eventi arriva simultaneamente al punto di mezzo del segmento PO nel sistema JS. 
Questa definizione implica l’assunzione dell’ipotesi formulata al paragrafo pre- 
cedente sulla propagazione della luce. Siano ora PP e @ due eventi che si veri- 
ficano simultaneamente nei punti P e Q di un riferimento inerziale S e sia M il 
punto di mezzo di PQ in S. Considerato ora un secondo sistema inerziale S”, 
mobile lungo la direzione di PO, siano P' e Q' i punti in S' nei quali si verifi- 
cano 9? e @ e sia M' il punto di mezzo di P'Q' in S' (fig. 152): per la simul- 
taneità degli eventi PP e @ in $S, i segnali luminosi si incontreranno in M. Dato 
però che l’incontro avviene (per la velocità finita della luce) con un certo ritardo 
dopo l’emissione dei segnali, all’istante di detto incontro M e M' saranno 
spostati l’uno rispetto all’altro (fig. 15%). Siccome ovviamente i segnali non 
possono incontrarsi e in M e in M', ne deriva che gli eventi simultanei in JS, 
non sono più tali in S”. Se ne conclude che / simultaneità in punti diversi è un 
concetto relativo, dipendendo dal moto del sistema di riferimento. Ciò porta inevi- 
tabilmente a rinnegare l’ipotesi di Newton del tempo assoluto. 

Ovviamente la definizione di simultaneità data precedentemente permette 
di sincronizzare due o più orologi in riposo l’uno rispetto all’altro. Infatti, sup- 
posto di avere due orologi l’uno nel punto P l’altro nel punto 0, basterà inviare 
da P verso Q un segnale luminoso all’istante #4, segnato dall’orologio in P. 
L'orologio in Q risulterà « sincronizzato » con quello in P se all’arrivo del segnale 
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luminoso esso segnerà il tempo 7,, tale che +4 —-Ah= LI essendo 4 la di- 
stanza da Q a P. d 

La correlazione invece del tempo segnato dai due orologi in P e in Q, 
quando Q si muove rispetto a 2, è più complicata e verrà discussa in seguito. 


$ 5. - La trasformazione di Lorentz. 


Abbandonata così una delle ipotesi fondamentali sulle quali nella fisica pre- 
relativistica si fondava la deduzione delle formule di trasformazione che permet- 
tevano di passare da un sistema di riferimento $ a un altro S' in moto rettilineo 


uniforme rispetto al primo, occorrerà riprendere la deduzione di tali formule di 
trasformazione da noi sviluppata nel $ 2 cap.I. 
Si assumeranno ora le seguenti due ipotesi: 


18 IporEsI: Costanza della velocità della Ince — come è stata enunciata nel $ 3; 


2% IPOTESI: Reciprocità del moto — nella stessa forma enunciata al $ 2 cap. I. 


Seguendo passo passo la deduzione di $ 2 cap.I delle trasformazioni di Ga- 
lileo, anche qui il principio d’inerzia impotrà che le relazioni cercate siano della 
forma: 


x' = QX + 412) + 413% + du 

I = 423% + 422Y + 42% + du 

Z = 4g,X + 430) + 433% + du 

# = dyX + 440.) + 43% + dat 
Supponendo ora per semplicità di considerare una traslazione lungo l’asse x, 
e di prendere gli assi mobili coincidenti all’istante iniziale con quelli fissi, e ripe- 
tendo per gli assi y e % le stesse considerazioni di $ 2 cap. I, si arriva immediata- 
mente a stabilire che le formule di trasformazione potranno ridursi alla forma: 
y = gz=2 


(1) 
x'= u(+ w) (x n?) x= u(— 2) (x' + we‘). 

Tenendo presente che eseguendo una riflessione dell’asse x in S e dell’asse 

x' in S',ecioèo x +—x e x'+— x', il sistema S risulta traslare rispetto a S' 

con velocità + w, e cioè nello stesso modo in cui, prima della riflessione, S' 

traslava rispetto a S, si deduce che deve essere: u(— w) = u(w). 
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Le due ultime equazioni delle (1) potranno quindi riscriversi: 
(1) x'= pw) wf), x= p(w)(x' + we). 


Risolvendo la seconda rispetto a #' e tenendo conto della prima si ha: 


(2) t'= v(w)x + p(v)f, 
ove si è posto: 
1 1 
(3) Ve) 35 nt 10) | 


Per calcolare il coefficiente p(w) ricorriamo al principio della costanza della 
velocità della luce: un raggio luminoso partito per es. all’istante #' == 0 
dall’origine comune 0'= O dei due sistemi S' e S deve, dopo un tempo rispet- 
tivamente #' e 7, aver raggiunto tutti i punti della superficie di una sfera di centro 
O'= O e raggio rispettivamente c#' e 4. Dovranno cioè valere contemporanea- 


mente le due equazioni 
x°+9°+g2— c02= 0, 24 y2+ 92 ct2= 0. 


Considerando i due punti di intersezione della sfera con l’asse x (rispettivamente 
x'), le equazioni precedenti si riducono alle: 


x'3—- 0282 = 0, x — ce = 0. 


La seconda di queste ci dà: 


x ci e x=t— ch; 


in corrispondenza di questi valori, dalla prima equazione delle (1’), tenendo 
conto della (2), si ottiene: 


[Ev + = 0 
[C+ n) — (ve— p)] 2= 0, 

che, dovendo essere soddisfatte per ogni valore di 7, comportano che: 
ue)? — cve+ pa = 0 


(4) 
RC+ »)"— cAve— p)= 0. 
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Sottraendo membro a membro, e tenendo conto della (3), si ha: 
ce2 
vu+ — (1— p?)=0. 
w 
Scartando la soluzione negativa, dato che x e x’ sono equiversi, si ottiene: 


= TA (6-2). 


e di conseguenza per la (4): 


B 


c 
A I] 
VI—-8? 
Riunendo i risultati ottenuti, si ha in definitiva: 


t_- — X 
x — wf la 


5 = —_———€j =J; '=%z; #= . 
(5) e SA LA # VITA 


Si può verificare inoltre che questi valori soddisfano la relazione: 


x +9 + g2— = + y'2 + x — 0813; 


la trasformazione (5) ha cioè la proprietà di lasciare invariata la forma quadratica 
s=x+ + 020. 

Le (5) esprimono la celebre trasformazione di Lorentz, che sostituisce la tra- 
sformazione di Galileo della fisica prerelativistica. Come abbiamo già avuto 
occasione di dire (cfr. cap. II, $ 1) e come mostreremo più avanti, tale trasforma- 
zione gode della proprietà di «lasciare» covarianti le equazioni di Maxwell del 
campo elettromagnetico. 

Le formule inverse delle (5) si possono ottenere o risolvendo questo sistema 
rispetto a x, Y, %, 7, o anche più semplicemente (per l’ipotesi della Reciprocità 
del moto) scambiando x, y, %, # con x‘, y", x, # ew con — w; esse sono 
quindi: 8 
n + rr” a 


6) dg adi e fece 


Giova osservare che le (5) e (5’), quando in esse si faccia tendere c a co 
(e quindi f a 0), si riducono alle (7), (8) di $ 2 cap.I della trasformazione gali- 


*) È facile verificare che le p e v da noi trovate sono effettive soluzioni del sistema (4); 
anzi sono le uniche soluzioni del problema fisicamente significative. 
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leiana. Ciò era d’altronde da aspettarsi, perchè il far tendere e a co equivale ad 
ammettere che i segnali luminosi si propaghino istantaneamente: ma in questo 
caso, come sappiamo, ha senso la definizione di tempo assoluto :(f= #'), e quindi 
le ipotesi assunte in questo paragrafo per dedurre le formule di trasformazione 
da S a S' coincidono con quelle assunte nel $ 2 cap.I per la deduzione della tra- 
sformazione galileiana. Comunque questa osservazione ci assicura che quando 
w < e la trasformazione galileiana è valida con buona approssimazione e nessuna 
difficoltà si incontra praticamente nell’adozione delle equazioni della meccanica 
prerelativistica: d’altronde in questo caso, che si verifica nella maggior parte 
dei problemi che si incontrano nello studio delle proprietà dei corpi macroscopici, 
l’esperienza testimonia della correttezza dei risultati che da tali equazioni con- 
seguono. . 

Si noti che le (5) non danno la trasformazione più generale che, pur essendo 
lineare in modo da soddisfare il principio di relatività applicato alla legge d’iner- 
zia, lasci invariata l’espressione x?-|-_y? + z°— cf. Le (5) costituiscono cioè, 
come si suol dire, una trasformazione speciale di Lorentz. La trasformazione più 
generale è più complicata: essa si ottiene componendo la traslazione rappresen- 
tata dalla (5) con un numero opportuno di rotazioni spaziali ordinarie. Ci ri- 
serviamo ad ogni modo di studiare più particolareggiatamente in seguito le 
proprietà analitiche delle trasformazioni di Lorentz e di discutere la loro inter- 
pretazione geometrica. 

Osserviamo infine che in alcune trattazioni si preferisce procedere alla dedu- 
zione della trasformazione di Lorentz partendo dal principio di Relatività einste- 
niana. Basta allora ammettere che la velocità della luce abbia, in tutte le direzioni, 
il valore c in un particolare sistema di riferimento (ad es. quello delle Stelle fisse), 
per dedurre che essa dovrà avere lo stesso valore c, in tutte le direzioni, anche in 
qualsiasi altro sistema che si muova rispetto al primo di moto traslatorio unifor- 
me. Ci sembra però che da un punto di vista concettuale sia più opportuno tenere 
distinto il principio di relatività dalle ipotesi che si devono assumere per stabi- 
lire formule di passaggio da un sistema di riferimento inerziale a un altro (cfr. 
il procedimento corrispondente per la deduzione della trasformazione di Galileo). 
Infatti il problema di determinare le formule per il passaggio da un sistema di 
riferimento a un altro si pone indipendentemente dal fatto che le leggi della fi- 
sica soddisfino o meno al principio di relatività. 


$ 6. - Conseguenze immediate della trasformazione di Lorentz. 


Con l’aiuto delle equazioni (5) che costituiscono la trasformazione di Lo- 
rentz si possono trarre alcune immediate conclusioni circa il modo di confron- 
tare misure di lunghezza e di intervalli di tempo, eseguite in due sistemi di rife- 
rimento S e S” in moto rettilineo ed uniforme l’uno rispetto all’altro. 
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Supponiamo, ad esempio, che in S e in 5” si misuri la lunghezza di una sbarra 
parallela all’asse x, la quale si trovi in quiete rispetto a S". È ovvio come si pro- 
cederà in S' nell’eseguire la sua misura. Per quanto concerne invece il riferimento 
S, rispetto a cui la sbarra si muove con velocità w, per eseguire la misura si do- 
vrà, in un dato istante, segnare su di un segmento di retta (asse x) le posizioni 
simultanee (rispetto ad $) dei due estremi di essa e poi, al solito modo, misurare 
la distanza fra i due segni. 

Nel riferimento « fermo » S', per quanto abbiamo detto, per eseguire la mi- 
sura si potrà riportare semplicemente lungo la sbarra data il regolo-unità un 
numero opportuno di volte. Denotando con .A e 2 gli estremi della sbarra, 
nel riferimento S' si troverà così la lunghezza della sbarra: 


tr r ' 
Nel riferimento S invece si segnerà in uno stesso istante (che assumeremo 
come istante 0, misurato dal suo orologio) i due segni dell’asse x che corrispon- 


dono, come abbiamo detto, agli estremi della sbarra. Se essi sono x, € xp, la 
lunghezza della sbarra rispetto a SY sarà 


[= xp _- Xa- 


Le (5) forniscono una relazione che lega / con /’. Infatti dalla prima di esse 
si trova: 


ti DA ta Xx g 
ii pe a 
e quindi: 
I Ti Xp XA 
Xg — X4 = - 
ossia: L-=B 


(6) 1=INV1-p?. 


Se ne conclude che la lunghezza / della sbarra in movimento è minore della sua 
lunghezza /’ di quiete. In altri termini la sbarra in moto risulta « contratta » nel 
rapporto Vi— B?. 

È facile vedere invece che, come conseguenza della seconda e della terza 
delle (5), per una sbarra disposta normalmente alla direzione del suo moto non 
vi deve essere differenza fra i risultati delle misure eseguite nei sistemi di ri- 
ferimento S e S”. 

Consideriamo ora due eventi 7 e P che, rispetto ad S', avvengono entrambi 
nello stesso punto (e sia questo l’origine degli assi del sistema di riferimento S' 
« fermo »), uno all’istante zero e l’altro all’istante 1’; essi avranno dunque in S' 
le coordinate: 

evento I: xi = 0 t=0 


Li 
evento PP: xa = 0 h=. 
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Dalle (5’) si ricava che gli stessi eventi, osservati in S, avvengono negli istanti: 


' n FJ TÀ 
ne At nt 


= = =0 qg= —,—=== = $ 
3 1—-ps i Vi-g Vi—-B? 


per cui la durata 7= fn — 7 misurata da un orologio in S sarà: 


7' 


(7) tT= vi=g 


Se ne conclude che la durata 7 di un fenomeno in un corpo in movimento 
è maggiore di quella dello stesso fenomeno in un corpo fermo; in altri termini 
la durata di un fenomeno risulta « dilatata », a causa del moto, nel rapporto: 


1 
Vi—-pr 

Si suol dire, sia pure impropriamente, che un orologio viene rallentato dal 
movimento. 

Il significato fisico dei risultati precedenti può essere chiarito in base alle 
seguenti considerazioni. Prendiamo in esame le misure di lunghezza e supponia- 
mo, per fissare le idee, che un osservatore terrestre ed un osservatore su un treno, 
dotato di moto rettilineo uniforme rispetto alla terra, procedano alla misura della 
lunghezza di un oggetto nei loro rispettivi sistemi di riferimento. Due aste a 
riposo nello stesso riferimento sono da considerarsi della stessa lunghezza se è 
possibile disporle l’una accanto all’altra in modo che i loro rispettivi punti estre- 
mi A, A' e B, B' coincidano. Lo stesso criterio può essere usato per confrontare 
lunghezze su due corpi in moto relativo se dette lunghezze sono fra loro parallele 
e perpendicolari alla direzione del moto relativo. Se invece esse sono parallele 
alla direzione del moto occorre un'analisi un po’ più particolareggiata. Consi- 
deriamo pertanto un’asta Y a riposo in un sistema di riferimento inerziale, e due 
aste identiche 48 e A4'B' in moto con velocità uguali ed opposte nella direzione 
di Y. Non è difficile immaginare un dispositivo che stabilisca in quali punti di 
Y i due estremi destri e sinistri delle aste si incontrano. Le formule relativistiche 
prevedono che la distanza fra i suddetti punti sarà minore della lunghezza di 
una singola asta a riposo e che sarà tanto più piccola quanto maggiore è la velo- 
cità. Vogliamo renderci conto come questa contrazione sia strettamente connessa 
con il carattere relativo della simultaneità. Supponiamo infatti che le aste 48 
e A'B' di fig.16 siano a riposo rispettivamente nei sistemi $S e 5’ e che Y sia a 
riposo nel riferimento S"'. Per ragioni di simmetria, gli eventi o e Pin corri- 
spondenza dei quali 4A incontra A’ e B incontra 2’, rispettivamente, sono si- 
multanei in $''. Considerando l’incontro in S”' di segnali luminosi da Ve P, 
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esso avverrà esattamente nel punto di mezzo delle posizioni spaziali di 9 e.P. 
Nel riferimento S, invece, .v precede # onde A'B' è da considerarsi più corto 


di AB. Analogamente in $S' si ha che P precede w, onde AB è da conside- 
rarsi più corto di A'B'. 


A' B' A 8 
Lea licccndiazani 


pn as 


Fig. 16 - Sulla misurazione delle lunghez- 


(lea; ira ze in sistemi inerziali in moto relativo. 


Illustreremo ora con un esempio il significato della misura relativistica del 
tempo e delle relazioni fra i valori che, con tale misura, si ottengono in sistemi 
in moto relativo. Sia dato un corpo & (ad es. un treno) che si muova parallela- 
mente rispetto a un altro #” (ad es. un secondo treno) con velocità 7. Sia $ 
un sistema di riferimento solidale col primo corpo (mobile) e 5’ uno solidale col 
secondo (fermo) (fig. 17). 


A 19 Cc 
I 
Fig. 17 - Per il confronto delle | 
misurazioni di durate temporali in desi L 
sistemi inerziali in moto relativo. (d laden ossa rrele cinciesion 
A' R' c' 


Supponiamo che nei punti A, B, C di & di coordinate (in S) rispettiva- 
mente x = — 4, 0, + 4 si verifichi contemporaneamente (istante #= 0) un evento 
(ad es. accensione di una lampadina). 

Nel sistema S‘, solidale col corpo &", tali eventi non risulteranno più con- 


x 
i 
temporanei ma si verificheranno, in virtù della formula # = _ MR -3 : 
negli istanti: V1— p? 
d d 
ati dCi 
lic adi PARI PSR 
A 1 97 8? B Cc Vi vee 8° 


Se successivamente, all’istante #= 7, sul corpo &# (sistema S) si produce una 
nuova serie di eventi (ad es. spegnimento contemporaneo delle lampade in A, 
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B, C) avremo che tali eventi su &” (sistema S') si verificheranno negli istanti: 


dei ’ 2 
hl= —_—T—, ® = ——=, I — i 
È Vi— PO Vi—-p? Yip 


La durata dei fenomeni (lampadina accesa) in A, 8, C, che nel riferimento S 
è uguale a x, risulterà anche in S' la stessa per tutti e tre i fenomeni, essendo essa 


' ' ' i ' ' T 
O, {= 0z—'3= SaR" CA 


in accordo con la formula di « dilatazione del tempo ». Reciprocamente, assunto 
che all’istante #' = 0 si producano su &” (sistema 5”) una serie di eventi contem- 
poranei in A’, B', C' (di coordinate x' = — 4, 0, + d), essi su # (sistema S 
in moto rispetto a S' con velocità — #) si verificheranno rispettivamente negli 


istanti 
d d 
ari ri 


= — = în = . 
arie 0 Ta 


Analogamente una seconda serie di eventi contemporanei in S” all’istante # = x 
verrà osservata in S ad istanti diversi: 


d 
; : seg 
Sv rie “ves 


La durata dei fenomeni in A’, B', C' determinati dai due successivi eventi, e che 
in S' è data da x, in ST risulterà: 


T 
Og, t:= Og tp: = 00 fo: = vip 


Come si vede dall’esempio ora illustrato i sistemi S e S' sono completamente 
equivalenti nella descrizione dei fenomeni. 


VERIFICHE SPERIMENTALI. — La formula (7) ha trovato una verifica speti- 
mentale diretta nello studio di due fenomeni: 4) la dipendenza della vita media 
di un mesone in moto dalla sua velocità; 5) l’esistenza di un effetto Doppler 
traversale. 

Incominciamo col considerare il primo di questi fenomeni: 
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a) Dipendenza dalla velocità della vita media di n mesone in moto. — È noto 
che la maggior parte dei mesoni che si osservano al livello del mare o ad altezze 
di qualche migliaio di metri sono mesoni p (di massa pari a — 206 volte la massa 
dell’elettrone e carica + e). Una numerosa serie di esperienze di diverso tipo 
ha dimostrato con sicurezza che il mesone u è radioattivo, vale a dire che esso 
si disintegra spontaneamente, dopo una vita media 7, = 2,15-10-9 s, in un 
elettrone (con carica dello stesso segno del mesone) più due neutrini. 

Procedimenti sperimentali, cui ora accenneremo, permettono di misurare 
indipendentemente la vita media di un mesone y a riposo e quella di un mesone 
p che si muove con velocità nota. È così possibile determinare sperimentalmente 
la dipendenza della vita media di disintegrazione dalla velocità della particella 
e stabilire quindi se tale dipendenza è in accordo con quella prevista dalla teo- 
ria della relatività. 

Per la misura diretta della vita media 7, del mesone a riposo si ricorre al 
metodo seguente ideato da C. G. Montgomery, W. E. Ramsey, D. B. Cowie 
e D. D. Montgomery, raffinato da F. Rasetti e usato con ulteriori perfeziona- 

«menti da altri. I mesoni incidenti, rivelati da un contatore di Geiger-Miiller, 
sono frenati ed arrestati da una massa di metallo assorbente; dopo un certo tempo 
dal loro arrivo, essi si disintegrano e l’elettrone emesso, lanciato fuori dalla 
massa del metallo, è a sua volta rivelato per mezzo di un altro contatore. 

Tramite un’oppottuna tecnica elettronica si registrano le coincidenze fra i 
segnali del contatore d’entrata, ritardati di un certo intervallo di tempo £, ed 
i segnali del contatore d’uscita. 

In pratica si osservano i conteggi sulla scala del contatore d’entrata e quelli 
sulla scala del dispositivo di coincidenza dopo un certo intervallo di tempo 
Af a partire da un’otigine dei tempi convenuta; dalla prima scala si ottiene il 
numero ÎN, di mesoni arrivati nella massa metallica durante il tempo A7, dalla 
seconda il numero MWoyf(A#) di mesoni disintegrati nello stesso intervallo di 


tempo. La differenza N, — MNof(At) costituisce il numero N(A?) dei mesoni 
presenti nella massa metallica all’istante Ar. 


Dalla legge fondamentale per il decadimento radioattivo [av =— — Né | 
To 
si ricava immediatamente la relazione che lega il numero di particelle residue 
al tempo A#; satà: 
AF f 
In LIA) = — Lo costante. 
No 


To 


Ripetendo le osservazioni ad intervalli di tempo successivi e riportando in 


carta semilogaritmica i valori sperimentali per In PA, Da 


No 
vari A?, i punti risultano effettivamente allineati ed il coefficiente angolare della 


retta interpolata è l’inverso della vita media xy. 


-—--— in corrispondenza a 
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Il valore più attendibile, determinato con misure di questo tipo, è: 
to = (2,15 +0,07)-10-9s. 


Data la brevità della vita media del mesone, se non valesse la legge relativistica 
di trasformazione del tempo per un evento che si verifica in un corpo in moto, 
risulterebbe difficile spiegare il fatto che, come dimostra l’esperienza, i mesoni 
provenienti dagli alti strati dell'atmosfera sono capaci di attraversare diversi 
chilometri di atmosfera; infatti, anche supponendo che essi si muovano con la 
velocità della luce, dovrebbero percorrere in media un tratto di circa soli 600 m 
nel tempo 7. Tenendo invece conto della teoria della relatività, per un mesone 
dotato di energia: 
E= m= me È 
vVi-B 


hai Mo v 
con #,= massa di riposo del mesone p, 2= a e B= —,wvessen- 
1T_-p c 


do la velocità del mesone, la vita media misurata nel sistema di riferimento ter- 
restre avrà il valore: 


To E 
q=-—-=== = 0-7 
1T—- 8? Woe* 


e di conseguenza la distanza percorsa in media dal mesone risulterà data da: 


To E 


L=vw=r-_=m_——. 
Vi—-B? 0 206 


Dalla formula precedente risulta in particolare che un mesone di energia pari 
a 1GeV = 10° eV = 1.591.10-?erg potrà percorrere in media, prima di di- 
sintegrarsi, una distanza di circa 6,4 km. Il lungo percorso che un mesone è in 
grado di compiere, nonostante la sua breve vita media, può essere considerato 
come una conferma qualitativa della legge relativistica di trasformazione del 
tempo *). 

Una verifica quantitativa di questa legge nel fenomeno della disintegrazione 
del mesone p è stata ottenuta da B. Rossi e B. D. Hall. Il principio del loro metodo 


“> Si noti che, se si osservasse il fenomeno in un sistema di riferimento S solidale col me- 
sone, la vita media di questo risulterebbe eguale a 73, mentre il cammino che il mesone deve 
percorrere per arrivare sulla superficie terrestre risulterebbe in S egualea /= L V1 _ ps, che 
può raga cern pra durante la vita media 7, del mesone, dato che /= L Vi— Bi=vto. 

1 vede da ciò come la descrizione del fenomeno sia del tutto indi i i ri 
‘ . o indipendent a diri- 
ferimento rispetto al quale esso si osserva. di PACI 
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di misura è il seguente: per mezzo di misure di assorbimento dei mesoni nell’at- 
mosfera, dalla legge: 
N(x)= NMexp (x/L) 


che regola tale fenomeno di assorbimento, si ricava il percorso medio L relativo 
a mesoni in uno stretto intervallo di energia attorno ad un valore E. D'altra 
parte il percorso medio L di un mesone di energia totale E = me? è: 


(8) ili 


Mae” 


— 


bo* 


Nelle loro esperienze Rossi e Hall osservavano mesoni di energia > 5-108 eV; per 
mesoni di tale energia è: 
— -— 2 
N qua DRG 


me? 5 


vale a dire: ori 
B=>|/ —=0,99. 


25 


Si può quindi porre nella (8), senza commettere alcun sensibile errore, v= c; 
onde si ottiene: 
La do 


0) | "ia 


E af 


I risultati sperimentali dimostrano che il rapporto i è sensibilmente co- 


stante al variare di E, come richiesto dalla (9). Inoltre il valore numerico di tal 


rapporto risulta pari a circa 4,5 + 0,6 km/GeV, onde tenendo conto del valore 
della massa di riposo del mesone y si trova: 


To = (2,4 +0,3)-10-9 s, 


in ottimo accordo con le misure dirette sopra citate. 
Verifiche analoghe sono state eseguite anche su mesoni x prodotti artifi- 
cialmente in macchine acceleratrici. 


b) Effetto Doppler trasversale. - Un'altra verifica sperimentale della formula 
(7) per la « dilatazione » relativistica del tempo si può avere attraverso l’osser- 
vazione del cosiddetto effetto Doppler trasversale. 

È noto come la fisica classica dia un’interpretazione elementare dell’effetto 
Doppler, vale a dire del cambiamento di frequenza della luce emessa da una 
sorgente in moto con una velocità v rispetto a un sistema S. Precisamente, se- 
condo la fisica classica, se vp è la frequenza della radiazione emessa dalla sorgente 
O in un sistema fermo rispetto a questa, la frequenza y, misurata in un punto 
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P nel sistema S' in moto rispetto a S con velocità 7, risulta data da: 


Vo 


a ni f così 


denotando con & l’angolo di 7 con PO. 
Nella trattazione relativistica del fenomeno, detto 7) il periodo della sor- 


gente della radiazione (misurato nel sistema S), si avrà che nel sistema S' tale 
periodo risulterà uguale a: 
Mela 

Vip? 


da cui si deduce immediatamente la relazione che lega le frequenze corrispondenti: 


La formula relativistica dell’effetto Doppler si otterrà pertanto dalla formula 
classica (10) sostituendo in questa v* a vo. Si ha così: 


- vo VI — fp? 


(11) i "A 


Supponendo in particolare che il moto della sorgente avvenga lungo la retta 
PO, si dovrà porre cosà = —1 o cost = 1, a seconda che trattisi di avvici- 
namento della sorgente al riferimento S” o di allontanamento ; avremo pertanto: 


VITA 


= Vo 1+8 2 v(1 +B+...), 


che costituisce la legge del cosiddetto effetto Doppler /ongitudinale, il solo consi- 
derato nella trattazione ordinaria elementare. | 
Supponendo invece la sorgente mobile normalmente alla direzione di osser- 


vazione (cos® = 0), si avrà: 
v= vo VI—-B"= vo(1-3B?+ ...), 


che costituisce la legge del cosiddetto effetto Doppler trasversale, per il quale 
la grandezza v— vo, contrariamente all’effetto longitudinale, è proporzionale 
circa a f*, e quindi di assai più difficile osservazione, tanto che tale effetto non 
era mai stato messo in evidenza prima dell'avvento della teoria della relatività. 

L'effetto Doppler trasversale, tipicamente relativistico, è estremamente diffi- 
cile da rivelare, non solo perchè si tratta di un effetto assai piccolo (dell’ordine 
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di B*), ma anche perchè una piccolissima deviazione, nel dispositivo sperimentale, 
dalla perfetta ortogonalità fra direzione del moto della sorgente e direzione di 
osservazione è causa, in conformità della (11), della comparsa di un effetto le- 
gato al termine cosè del primo ordine, che rende illusoria la misura dello spo- 
stamento spettrale dovuto all’effetto Doppler del secondo ordine. 

È ovvio d’altra parte che un tentativo di misura delle correzioni relativi- 
stiche, legate ai termini in f}*, sull’effetto Doppler longitudinale (cos 9 = 1) è 
così fortemente mascherato dall’esistenza dell’effetto legato ai termini del primo 
ordine in f, che solo una conoscenza assai più precisa di quella che in pratica 
si ha per il valore di fì potrebbe rendere tale tentativo coronato da successo. 

Ives e Stilwell hanno superato le difficoltà ora ricordate, che per un certo 
tempo erano state ritenute insormontabili, osservando simultaneamente la ra- 
diazione emessa da una stessa sorgente nei due sensi opposti di una medesima 


direzione (precisamente per ® assai vicino a 0 ed a x). Si ha allora, ponendo rispet- 
tivamente nella (11) 9=0e9= x: 


v 2 1-p* VeVi—p® 
= ————_+& Va= —— _—__ 
o 1-8 ° 1+8 
o, nella scala delle lunghezze d’onda: 


do 


tile (1— 8) = 1 
= Vice n= peg + 


Il baricentro delle due righe prodotte per effetto Doppler corrisponderà alla 
lunghezza d’onda: 
Ata _ do 


P. Vi pr 


e pertanto non coincide, come invece prevedeva la teoria prerelativistica, con 
la posizione della riga non spostata emessa dalla stessa sorgente a riposo nel si- 
stema di osservazione; rispetto a questa posizione, che corrisponde alla lunghez- 
za d’onda \», tale baricentro è spostato, verso il rosso, di una quantità: 


1 
(12) And x 


(ae 


Per via sperimentale è pertanto possibile misurare lo spostamento del secondo 
ordine A" e confrontarlo con il valore teorico, che può essere calcolato pren- 
dendo per il valore della velocità fe, con cui si sposta la sorgente, quello che può 
dedursi dalla misura dello spostamento spettrale del primo ordine: 


(13) Ar=28. 
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Le esperienze ideate da Ives e Stilwell si realizzano impiegando uno speciale 
tubo a raggi canale che permette di ottenere un fascio di ioni rigorosamente 
monocromatico, Normalmente si usa un tubo contenente idrogeno moleco- 
lare, le cui molecole vengono dissociate e ionizzate bombardandole con gli 
elettroni emessi da un filamento. Sul percorso degli ioni così prodotti si stabilisce, 
tramite una coppia di elettrodi forati — che permettono il passaggio degli ioni —, 


Fig. 18 - Effetto Doppler traversale. 


una d.d.p. acceleratrice molto elevata. Per mezzo di uno spettrografo a reticolo a 
forte dispersione si esaminano le radiazioni emesse dal fascio di atomi di idrogeno 
(ottenuti dalla ricombinazione degli ioni con gli elettroni all’uscita del campo 
elettrico), osservando il raggio propagantesi verso la fenditura e l’altro nel senso 
opposto. 

I risultati sperimentali ottenuti da Ives e Stilwell esaminando la riga Hy 
(4861 A) dell’idrogeno e operando con tensioni fino a oltre 40000 V sono 
riportati sul diagramma di fig. 18. L’accordo fra teoria ed esperienza, come si 


vede, è eccellente. 
Si noti che in questa esperienza le velocità degli atomi emettitori non supe- 


ravano il valore di 0,007. 


$ 7. - La composizione delle velocità nella cinematica relativistica. 


Ci proponiamo ora di ricavare dalle formule di trasformazione lorentziana 
un teorema analogo a quello della composizione delle velocità che, nella fisica 
prerelativistica, deriva immediatamente dalle formule di trasformazione gali- 
leiana. Sia # la velocità di un punto mobile rispetto a S e #’ quella dello 
stesso punto rispetto a S‘, il quale si muove con velocità # costante rispetto a S. 
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Per definizione si ha: 


dx dy dy 
ia” asi usi 1 
(14) 
1 de i dy i dr 
77 7 de Te 


D'altra parte, differenziando le (5'), si ottiene (avendo scelto gli assi x e 
x' dei due sistemi di riferimento coincidenti con la linea di applicazione del 
vettore #): 


o 
I de de 
dx ee. dy= dy' ; deg = dg; darà 
Vi 8: Vip 


Dividendo rispettivamente dx, dy, dg per dî si ricava: 


(2°) dx = 


dx' 
dx _ dx'+wd'_. di ide 
- sel 105 
€ ce di 
dy' 
VI-6 
d d_a_ 
= B sp 6 de 
dt' + dx' 14 — 
c di 
&_y 
i "sù A inni di 
O_o ina rr 
e ba NIZZA 
c c dt 


e, ricordando le definizioni (14), si hanno le formule: 


v.4+w vV1— p? vVI— 
(15) v, = esa "di s,= ER: e y, = È 
1+p— 1+—4 » 1+-% 

c c c 


le quali, assieme alle loro inverse che si ricavano immediatamente applicando il 
principio di reciprocità del moto e cioè le 
AS) si= Met gi rio avis 


yY z 
(og ita, fica v, 
€ Cc € 
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sostituiscono le corrispondenti formule galileiane (9) e (9’) del cap.I $ 2, eda 
queste si riducono, come facilmente si verifica, per f <1. 

Una caratteristica importante, che si nota nelle formule (15), consiste nel 
fatto che anche le componenti della velocità del punto mobile perpendicolari 
alla velocità di trascinamento sono alterate quando quest’ultima velocità viene 
composta con la velocità del punto mobile rispetto al primo sistema: ciò risulta 
infatti dalle ultime due equazioni del gruppo (15). 

Dalle (15) è pure facile dedurre la relazione che lega i moduli delle velo- 
cità del corpo mobile rispetto ai sistemi di riferimento S e S”. Si ha infatti con 
calcoli immediati : 

ssa SL 
essre le 0 0 601. 
(1 + Li) 


da cui introducendo i moduli delle velocità e con ovvi passaggi: 
a. 
e. BN 


(16) B 
lp x 
c x 
Le formule precedenti possono essere senza difficoltà generalizzate anche 
per il caso in cui il vettore # (giacente nel piano xy) è comunque orientato ri- 
spetto all’asse x. Se si denota con « l’angolo che il vettore # determina con la 
direzione positiva dell’asse x e con a’ quello determinato dal vettore # con la 
direzione positiva dell’asse x’, si arriva, con qualche calcolo che non riportiamo, 


alle seguenti formule: 
? T, » P 1 
(7) o=pcosn= LTL, s,-psen=2 EVITR! 
v r El 
1 + p "n cosa” 1 fe B E cosa’ 
c 


= (0°)? + 22 281" cosa’ — (v')? 8? sen'a' 


(18) y° 4 
v' 2 : 
(1 + to? cosa’) 
(19) ua v' sen VI —p* 
v' cosa’ + w 


Dalle formule di composizione delle velocità nella cinematica relativistica 
si può pure dedurre immediatamente che la velocità della luce nel vuoto, < può 
essere considerata, in questa teoria, come il valore limite superiore di ogni 
sibile velocità che possa essere impressa ad un corpo o a un segnale fisico qual- 
siasi. Infatti, in accordo alla prima delle equazioni (15), anche attribuendo a .S’ 
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una velocità w= e rispetto a S, e al punto mobile una velocità (rispetto a S') 
pure eguale a c e diretta lungo x (che è pure la direzione del vettore #), nel si- 
stema S si misurerà una velocità del punto mobile data da: 


(basta che sia w=c, oppure v,= c, perchè risulti v.= c). ‘ 

D'altronde il carattere limite della velocità della luce nella cinematica rela- 
tivistica risulta evidente anche dalle formule (6) e (7), che danno la contrazione 
delle lunghezze e la dilatazione degli intervalli temporali. Infatti dette formule 
perdono per w > c, cioè per 8 > 1, ogni loro significato, in quanto, corrispon- 
dentemente a tali valori, il fattore V 1 — ft? diverrebbe immaginario. 

Vedremo più avanti come una verifica diretta delle formule relativistiche di 
composizione delle velocità sia data dall’esperienza già ricordata di Fizeau. 


$ 8. - Composizione delle accelerazioni. 


Dalle formule (15) relative alla composizione delle velocità è facile dedurre 
le formule corrispondenti relative alla composizione delle accelerazioni. Si ha 
infatti (considerando la componente lungo l’asse x): 


dv, d v+w d v_ + w dt' 
al xl &«#l|, _s\l& 
1+p 1+p—t 
Ponendo: 
du, ; 
= a. = 
i dt si di 


come si ricava immediatamente differenziando l’ultima delle (5), avremo: 


LI 


a= (1492) App. 
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In maniera analoga si ricavano le formule relative alle componenti trasver- 
sali dell’accelerazione. Si hanno in definitiva: 


a= (1 +f 2) (1—B9)?!2 2, 


1, li 


(20) = (1+8-2)'a-p0g pt (1+6-2) (1894, 
v. \-2 wt v, y, \? _gn5 
= (1+0-2) apps (14) a 


Si osservi che, mentre dalle formule (15) discende che una velocità costante nel 
sistema S' implica una velocità pure costante nel sistema S, dalle (20) deriva 
invece che un’accelerazione costante rispetto al sistema S' non comporta neces- 
sariamente un’accelerazione costante nel sistema $S, poichè le componenti del- 
l’accelerazione in S dipendono non solo dalle componenti dell’accelerazione in 
$” ma anche dalle componenti della velocità del punto materiale in questo siste- 
ma, le quali variano con il tempo. 

È del tutto ovvio come dalla (20) si possano ricavare le corrispondenti for- 
mule inverse, atte ad esprimere #'’ in funzione di #. 


$ 9. - Superamento delle difficoltà della fisica prerelativistica. 


Abbiamo già avuto occasione di dire come nella fisica prerelativistica i ri- 
sultati di diverse misure ed esperienze — quali in particolare l’esperienza di Mi- 
chelson, l’esperienza di Fizeau e la misura dell’aberrazione annua delle stelle — 
fossero in inconciliabile contraddizione fra di loro nonostante che si fosse ri- 
corso, nel tentativo di darne una spiegazione accettabile, all’introduzione di 
ipotesi artificiose e del tutto improbabili sul comportamento dell’efere. Vogliamo 
ora mostrare come tali risultati trovino invece un’immediata spiegazione nelle 
formule dianzi dedotte per la cinematica relativistica. 


Esperienza di Michelson. — Il risultato negativo dell’esperienza di Michelson 
si spiega quale conseguenza ovvia del postulato relativistico sulla costanza della 
velocità della luce, il quale d’altra parte fu assunto proprio col preciso scopo di 
giustificare il risultato di tale esperienza. Risultando infatti la velocità di un raggio 
luminoso che si propaga in uno dei bracci dell’interferometro sempre eguale a e 
ed essendo l’interferometro fermo rispetto ad un osservatore terrestre, i bracci 
OA e OB di detto interferometro (fig. 10) avranno nel sistema di riferimento 
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terrestre sempre le stesse lunghezze /, e /.. Sarà pertanto: 


2I, 2), 
c c 


2 
sg T=t—-Tt= = (a), 


21, r ala Li Li 2 


= . Tag = - ’ sila n” it 


onde per il ritardo che dovrebbe produrre uno spostamento delle frange di 
interferenza, si ha: 


O=q7'—-=0, 


in accordo con l’esperienza. 


Aberrazione annua delle stelle. — Come abbiamo detto a suo tempo, questo 
fenomeno si osserva confrontando le posizioni di una stella in due istanti diversi 
# e #". Considerando un sistema di riferimento solidale con la Terra, esso verrà 
ad assumere agli istanti # e #' due posizioni diverse, che noi assumeremo come 
sistemi S e S'; il sistema S' potrà quindi essere considerato in moto rispetto a S 
con la velocità # (se l’intervallo 7 e #' è di sei mesi # risulterà eguale in modulo 
al doppio della velocità w, della Terta nel suo moto di rivoluzione). Scelti allora 
(fig. 19) gli assi in modo che l’asse x risulti orientato come il vettore w, sia « 
l’angolo che il raggio di luce che arriva sulla Terra all’istante # forma con l’asse 
y nel sistema S (si suppone il piano xy coincidente col piano che contiene la di- 
rezione di w e il raggio S7), e sia a' il corrispondente angolo misurato all’istante 
# ins. 

La componente della velocità della luce lungo l’asse x nel sistema S è 
csena, quella lungo x' in S'è invece cesena’. Applicando allora la prima delle (15) 
avremo: 

c sena' + w 
Fseuie r + pacca * 


da cui, dividendo ambo i membri per c, si ricava: 


Togliendo + 1 ad entrambi i membri, dopo averli moltiplicati per 8, e riducendo 
allo stesso denominatore si ha: 


(Bsena—1) (1+fsena')=f°*—1, 
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da cui con semplici passaggi algebrici: 


sena —sena = —f (1—senasena'). 


Essendo 8< 1, potremo porre a' = «+ e e considerare f e e come infinitesimi 


Fig. 19 - Aberrazione di una stella. 


del primo ordine. Sviluppando i calcoli in prima approssimazione si ottiene: 


e cosa=—f(1— sen), 
da cui la formula che dà l’aberrazione: 


(21) ama = —e= — cosa. 
c 


In questa formula x — a’ rappresenta l’angolo compreso fra le direzioni della 
stella agli istanti # e #’, cioè la misura dell’aberrazione della stella. 

La formula (21), tenendo conto del significato dei simboli, coincide pratica- 
mente con la (3’) dedotta al cap. II $ 3 basandosi sull’ipotesi, dimostratasi poi 
insostenibile, dell’esistenza di un sistema previlegiato, da assumersi come sede di 
tutti i fenomeni elettromagnetici, solidale col Sole. Anzi, il confronto fra la (21) 
e la (3‘) del cap.II $ 3 è particolarmente significativo nel caso dell’aberrazione 
che si rileva osservando una stella circumpolare a intervalli di sei mesi: infatti, 
in questo caso, gli angoli p di cap. II $ 3 e « di questo paragrafo risultano 
rispettivamente eguali a 90° ed a 0°, l’angolo «a — a’ coincide con 2%, la velo- 
cità w che compare nella (21) viene a essere eguale a 2, e di conseguenza le 
due formule vengono proprio ad identificarsi *). 


*) Si noti che in generale la trattazione anche relativistica che si dà nei vari testi dell’aber- 
razione delle stelle non è corretta: infatti essa si basa di regola nel confrontare il moto del rag- 
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Esperienza di Fizean. — Questa esperienza è direttamente interpretabile per 
mezzo del teorema relativistico della composizione delle velocità. Prendendo 
infatti (fig. 14) la direzione di propagazione delle luce nell'acqua come asse x, 
dovremo applicare la prima delle (15) per ottenere la velocità V della luce (che 
si propaga nel liquido in moto) rispetto all’osservatore. Si ottiene così: 


dove si deve prendere il segno + o il segno — a seconda del senso del moto del 
liquido. Essendo w < —. potremo sviluppare in serie di potenze di È e 


trascurare le potenze superiori alla prima, onde: 


Va (44») (13 2) sla +#(1-7) 
n cn " n 


che, come abbiamo detto a suo tempo (cfr. $ 3, cap. Il), costituisce appunto la 
formula richiesta per la spiegazione dei risultati sperimentali. 


$ 10. - Covarianza delle equazioni di Maxwell rispetto a una trasformazione 
di Lorentz. 


Ci proponiamo ora il problema di verificare se le equazioni di Maxwell, 
riferite al vuoto, sono covarianti rispetto ad una trasformazione di Lorentz, 
vale a dire se le leggi fisiche che esse descrivono soddisfano alle esigenze della 
relatività ristretta di Einstein. 

Si osservi a questo proposito che il fatto, che da tali equazioni si possa de- 
durre la legge di propagazione dei raggi luminosi con velocità costante rispetto 
a un osservatore qualsiasi, non è condizione sufficiente per assicurare che le 
equazioni di Maxwell siano covarianti rispetto ad una trasformazione di Lorentz. 
Infatti la legge di propagazione di un raggio luminoso è solo un caso particolare 


gio luminoso, rispetto ad un osservatore terrestre, con quello rispetto ad un sistema associato 
al Sole od alla Stella considerata. Questo modo di procedere porta a calcolare una grandezza 
che non è quella che in realtà ci forniscono le misure sperimentali e che consiste nel confronto 
dei risultati ottenuti in due riferimenti solidali con la Terra in due istanti diversi; per di più 
esso porta al risultato (sperimentalmente dimostrato errato) di una dipendenza del fenomeno 
dell’aberrazione stellare dalla velocità della Stella rispetto all’osservatore. 
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dei fenomeni fisici descritti dalle equazioni di Maxwell, e non è affatto evidente 
a priori che anche le leggi dei numerosi altri fenomeni derivanti da queste equa- 
zioni soddisfino alle richieste condizioni di covarianza. 

A suo tempo abbiamo premesso il risultato che si ottiene per il problema 
che abbiamo ora enunciato, dicendo (cfr. cap.II, f 1) che Lorentz riuscì appunto 
a dimostrare, ancor prima dell’avvento della relatività einsteiniana, che le equa- 
zioni di Maxwell sono covarianti rispetto a una trasformazione speciale di Lo- 
rentz. 
Ci occuperemo ora di questa dimostrazione, limitandoci dapprima alla con- 
siderazione delle equazioni di Maxwell riferite al vuoto per il caso particolare 
in cui non vi siano nè cariche nè correnti. 

Siano E=(E,, E sv) H=(H,; H,, H,) rispettivamente il vettore 
(dello spazio ordinario) elettrico e il vettore magnetico che caratterizzano un 
campo elettromagnetico in un certo sistema di riferimento S (con gli assi Oxxy%). 
Come è ben noto, le equazioni di Maxwell per il nostro caso particolare si scri- 
vono in forma vettoriale: 


Ca) div = 0 divE = 0 
1 
rotE + 1280 ro _13E 0 
c db c di 


Esplicitando queste equazioni nella rappresentazione cartesiana da noi adottata, 
si ha: 


èH,  èdH, èdH. dE.  dE, de, 
++ 0 - + —L=0 

dx dy dg dx dy dg 

dE, _ dE, | 1 Hg dH, _dH, 1 èE._c 
Òy dz € A òy dg ed 

(22') 

dE, _QE, | 1A, dH, _èH, 1 èE, , 
dz dx ce di dz dee de 

dE, _ >E, , 1 >H._c dH, _dH, 1 dE. | 
dx ò ed dx ded 


Supponiamo ora di osservare il campo in questione da un sistema di riferimento 
S', che si muove con velocità v rispetto ad S. Fissato anche su $' un sistema di 
assi cartesiani ortogonali (Ox'_y' x‘), si tratta di determinare come si trasformano, 
applicando una trasformazione di Lorentz alle coordinate x, % #, le grandezze 
del campo, e cioè E,, E,, E,, ed H,, H,, H,, affinchè conformemente alle esi- 
genze imposte dalla teoria della relatività le (22) conservino, nelle grandezze 
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E, E, E. ed H.. Hi, H esattamente la stessa forma; vale a dire affinchè 
siano soddisfatte le equazioni: 


dèH,  èH,. èH. dEL de.  dE. 

—— + Id — = 0 — + Lt ——= 0 

dx òy òz dx òy òz 

dE. de, a: dI. dH,  èdH, 1 dEL ù 

òy' e) -di PE A o èg ed 
(23) l 

de. dE, 1 dH, dH,. èH dEy _0 

dz’ dx e de dg = dx PEA 

DE 00 ,-,‘008‘anzI dH,  èdH 1 2E. 0 

dx’ dy ce di dx’ òy code 


. 
_— —y@6yw_—___ 


1 v 1 v 
— — £. ò —_{H_- 
dH, > (+12) 2 (E. PE | 


= 0 

dx’ ta òy' * dz” 

sa ® RA (£-- H) bl (£4+ -_H,) 

= 0 
dx' òy dz’ 
E+—EB. > E PIE 
Ò — st va yu Sr ( cda z 1 dH, 
i ò r st r vi) + — gf 0 
dy Òg e dt 
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= 0 
òy” dz’ ce è 
bd be (Ba LE.) 
in a E a 
dg' dose’ + e dl 
ò - H E ò - E. + H, 
>H, cè ( sr ) E" n. y sa 
dg' dae er” de — 
1 P) 1 v 
ai Reali pa 
; (2, H,) dE, i (4 c ) sé 
dx òy' È e òl' 
siate 2 (pot 
= ,+1£) su, 1a, 
dx” de de i 


Affinchè queste equazioni abbiano la forma (23) deve essere, salvo un coefficiente 
di proporzionalità che evidentemente è eguale a 1: 


E,= E, ° Fl BI 

| E,— — H, | H,+ — E, 
ci a ane ale 

| E.+ A, | H,-—— E, 


E,.,= ——==— Fi,= i 


Per il passaggio inverso si ha evidentemente: 


E,= E. . H,= H 
E,+H. 3 (MAE 
(24') E,= Hi ia 
"vip " Vi—-gss 
Bic Pil 
c € y 
E, = 


Cunlnlagnsi +. RARE Bg 
VARI VI pi © 
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Sono queste le formule di trasformazione cercate, le quali permettono di rica- 
vare le componenti del campo elettrico e del campo magnetico quando si passi 


da un sistema di riferimento ad un altro, in moto rettilineo uniforme rispetto al 
primo lungo l’asse delle x. 


OsservaZzIONE. — La legge di trasformazione delle componenti del campo elet- 
tromagnetico non solo ha il vantaggio di mettere in evidenza la covarianza delle equa- 
zioni di Maxwell rispetto ad una trasformazione di Lorentz e di permettere l’esecuzione 
rapida dei calcoli per il passaggio da un sistema di riferimento ad un altro, ma porta 
pure ad una nuova concezione del campo elettromagnetico stesso. Questa concezione 
è una conseguenza dell’intima fusione del campo elettrico con quello magnetico, i quali 
nella teoria della relatività costituiscono un ente unico; essa permette inoltre di dare, 


anche nella approssimazione della fisica prerelativistica (vale a dire quando si trascurano 
2 


i a i v , 4 : ‘ 
i termini dell’ordine di 8°? — |: un’interpretazione di alcuni fenomeni elettroma- 


gnetici diversa e forse più espressiva di quella ordinaria. Illustreremo questa circostanza 


su di un esempio semplice. In due riferimenti S e S' in moto relativo con velocità # 
si consideri l’azione di un campo elettromagnetico su di una carica che si muove soli- 
dalmente ad S. Secondo l’ordinaria concezione maxwelliana in S si constaterà che il 
campo elettrico esercita sulla carica g una forza: 


F=qE 


mentre il campo magnetico non esercita alcuna azione, Nel sistema S', rispetto al quale 

la carica si muove con velocità 7), si constaterà invece che il campo elettrico E esercita 

ancora un’azione data dalla formula precedente, mentre il campo magnetico H eser- 

citerà (come conseguenza della legge elementare di Laplace che dà origine alla cosid- 
—_b 


detta forza di Lorentz) una forza: 9g - A Fi, onde complessivamente: 
F'=q (E+ NR) 


Secondo la concezione relativistica invece, per trovare la forza esercitata sulla carica 
e misurata in S' basterà applicare la formula di trasformazione del campo elettrico 
per il passaggio dal sistema S a quello 5‘ che, nell’approssimazione in cui intendiamo 


eseguire i calcoli, risulta: B'=B+ - A H, onde: 
F'=qE' =a(E+ AH). 


che coincide con la precedente. Da ciò si vede come, secondo la concezione relativi- 
stica, la validità della legge di Lorentz non deve essere assunta come un fatto speri- 
mentale nuovo indipendente dalle equazioni del campo elettromagnetico (il che si 
verifica nell’ordinaria concezione maxwelliana), ma è strettamente legata alle leggi di 
trasformazione di detto campo. 
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$ 11. - Le equazioni fondamentali della dinamica e la loro covarianza re- 
lativistica. 


Abbiamo detto a suo tempo come le equazioni fondamentali della dinamica 
newtoniana siano invarianti rispetto ad una trasformazione di Galileo. Ovvia- 
mente esse non sono nè invarianti nè covarianti rispetto ad una trasformazione 
di Lorentz e quindi in contraddizione con le esigenze della teoria della relati- 
vità (ristretta) di Finstein. Fsse pertanto non possono descrivere i fenomeni 
naturali con accuratezza completa. Ciò si può del resto vedere anche in base a 
semplici considerazioni. Per esempio, nella meccanica newtoniana una parti- 
cella può venire accelerata fino a raggiungere una qualsiasi velocità mediante 
l'applicazione continuata di una forza costante. Ciò è in contraddizione col ca- 
rattere limite che la velocità della luce ha nella teoria della Relatività: dovrà 
pertanto esistere in natura un processo atto ad aumentare l’inerzia della parti- 
cella, e quindi la sua resistenza ad essere accelerata, tanto più efficiente quanto 
più la velocità si approssimerà a quella della luce. 

D'altra parte si deve osservare che le discrepanze fra la trasformazione di 
Galileo e quella di Lorentz diventano considerevoli solo se si ha a che fare con 
velocità elevate. 

In caso contrario le leggi della meccanica classica sono con buona appros- 
simazione covarianti rispetto ad una trasformazione di Lorentz e quindi in buono 
accordo con la relatività ristretta. Non solo, ma vi è addirittura un caso in cui 
le equazioni della dinamica newtoniana sono esatte. Ciò infatti si verifica quando 
tali leggi si riferiscono al moto incipiente di un corpo, ossia al moto impresso, 
partendo da una situazione di riposo, dall’applicazione di una forza. 

Sulla base di queste considerazioni la meccanica newtoniana è servita ad 
Einstein come sicuro punto di partenza per la formulazione di una corrispondente 
meccanica covariante rispetto ad una trasformazione di Lorentz e riducibile 
alla forma classica al limite per velocità tendenti a zero. 

Mostreremo nel seguito com’è possibile costruire questo nuovo modello 
di meccanica. Ci limiteremo qui a dire che esso, pur essendo un po’ più compli- 
cato del modello newtoniano, risponde altrettanto bene a esigenze concettuali 
e a criteri estetici. Per di più esso ha portato alla scoperta di nuove leggi, 
talvolta di importanza fondamentale, come per esempio la relazione tra massa 
ed energia. | 
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CapitoLo IV 


LE TRASFORMAZIONI DI LORENTZ 
IL CRONOTOPO DI MINKOWSKI 


A) STUDIO ANALITICO DELLE TRASFORMAZIONI DI LORENTZ 


$ 1. - La trasformazione speciale di Lorentz. 


Come abbiamo visto nel capitolo precedente, i postulati della relatività 
ristretta portano a sostituire alla trasformazione di Galileo per il passaggio da 
un sistema di riferimento S ad un altro $5”, dotato di moto rettilineo uniforme ri- 
spetto al primo, una nuova trasformazione, che abbiamo denominato trasforma- 
zione di Lorentz. Nell’ipotesi particolare che il moto (rettilineo ed uniforme) 
del sistema $' avvenisse lungo la direzione x = x', la trasformazione di Galileo 


si scriveva: 
x = x_-wf 
(Go) da 
LE 
=? 


mentre quella corrispondente di Lorentz: 


i Mn 
viB* 
(Lo) i 
"4 
fl 
Pi cn 
Vip 


Come sappiamo la proprietà fondamentale della trasformazione (Lo) consiste 
nel lasciare invariata la forma quadratica: 


(1) s°= 628 — (x°+ 92 + 22) 
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o anche, come facilmente si verifica, la corrispondente forma differenziale: 
(2) ds*= c*d— (dx° + dy° + dg?). 


Vogliamo ora mostrare come la (Ly) possa mettersi sotto una forma particolar- 
mente espressiva introducendo le nuove variabili: 


(3) Ho= Ct, © Sena ix, Ja î), Je 12, (i= Vi) 


di cui evidentemente le ultime tre sono grandezze immaginarie. Introducendovi 
queste nuove variabili la forma quadratica (1) si scrive: 


(4) SIIT 


Definiamo ora, con un procedimento del tutto formale, un angolo immaginario 
puro @ per mezzo delle posizioni: 


(4) cosg = seng = e 


Vi1-8? 
consistenti fra di loro se si osserva che: 
sen% + costp = 1. 
La trasformazione (Ly) si scrive pertanto: 


Jo=o c0S9 +), sen 


dee ta 
Ss =Ja- 


Tralasciamo di considerare le variabili y, e _y3, che non intervengono nella tra- 
sformazione, e consideriamo le sole equazioni che involvono yo €_Y,, vale a dire le : 


È a = Yo COSP +} SEN 
(5) Trac 
Yo Seng +y, coso. 


Sono queste le formule ben note che permettono di passare dai due assi ortogo- 
nali yo, Yi ai due assi pure ortogonali Joy aventi la stessa origine e ruotati rigi- 
damente di un angolo g. Prescindendo quindi dall’intervento dell’immaginario, 
la trasformazione (L,) può considerarsi formalmente rappresentante una rota- 
zione di un angolo dei due assi y, € _y, nel piano (Yo, Vi). 
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Se si vuol far scomparire l’immaginario nelle formule (5) e (5°) basta porre: 


Q= ia. (con « reale) 


Si ha infatti: 
cosg = cosix = cosha 
senp = senix = i senha 


designando al solito cosh, senh il coseno ed il seno iperbolico. Con questa po- 
sizione e introducendo le nuove coordinate reali: 


Xxo= cf x,= x Xa=_} Xxa= % 


le formule di trasformazione (5) assumono l’aspetto: 


f 
Xo= Xx, cosha — x; senha 


li 
(6) x,= — Xo senha + x, cosha 
' 
xa = Xa 
r 
Xq = Na. 


Per di più dalle posizioni (4) si ricava: 


che mette in evidenza il significato fisico dell’angolo «. 

L’introduzione dell'angolo immaginario ci permette inoltre di porre sotto 
una forma particolarmente espressiva la prima delle formule (15) del capitolo 
precedente che esprimono il teorema della composizione relativistica delle ve- 


locità. Infatti, posto: 


i , : , E 
t — IS= ff —— t = / = { — t I tl lo 
gp = #B n 8Po= #Bo ; pero 
e tenendo presente che per una nota formula di trigonometria se 0'= 0 + ®y 


si ha: 
tep+t 
s@to= ‘marne * i 
0 


otteniamo che, se v' è la risultante che si ottiene componendo » con w, varrà 
la formula: 
vw 


v=—ictgog'=—ictg(o+o)= w 
1 PREZE 
+ B : 
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. Si vede quindi che la formula di composizione delle velocità non è altro che la 
formula che esprime la tangente della somma di due angoli. 

È pure facile trovare le formule corrispondenti qualora si faccia uso delle 
coordinate reali e dell'angolo reale a che intervengono nelle (5''). 

Si osservi infine che è pure assai usata, soprattutto nei problemi di teoria 
quantistica, la forma fondamentale 


ds = (dx)? + (dx2)? + (dx)? + (dx) 
con 
x= x Xxa= X3=% x = ict 


che comporta 
ds < 0. 


È facile trovare il legame tra questo sistema di coordinate (x, xa, x3, xi) € il 
precedente (Vo Ino I 2). 


$ 2. - La trasformazione generale propria di Lorentz. 


È noto come nello spazio ordinario una rotazione del sistema A di assi or- 
togonali: 
x; oi Rame di. Sg 4 


che fa passare ad un nuovo sistema A' di assi pure ortogonali xi xa, x4, tali che: 
(6) x + += + 0 +28, 

definisce una frasformazione ortogonale. Ogni trasformazione di questo tipo è in 
generale caratterizzata dalle tre terne di coseni direttori a; B;Yi (f= 1, 2, 3) che 
si possono rappresentare per mezzo dello schema: 


Xi Xa Xa 


(7) xi Ci Xx a 
xa Ba Ba Ba 
xX3 a Ta 4a 


e che soddisfano alle note relazioni: 


(8) Dio= D.88= Zer=1, Diafa= sos n GL 
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Se poi supponiamo che il sistema A‘, ruotato di un certo angolo rispetto al 
sistema R, è pure dotato rispetto a questo di moto rettilineo ed uniforme con 


una velocità: sla ale ni 
= ai — bj — ck 


la trasformazione più generale che fa passare da R a R' (considerata all’istante 
generico #) potrà essere rappresentata nella cinematica galileiana (£= #') dallo 


schema generalizzato: 


È xi Xxa X3 
t 1 0 0 0 
(9) x a ci Xa a 
xa b_B, Ba Pa 
xs fa se TR 


che caratterizza appunto la più generale trasformazione galileiana. Questa tra- 
sformazione è lineare nelle quattro variabili 7, x,, 2, x3, è ortogonale nelle tre 
coordinate spaziali e lascia invariata la coordinata temporale (#' = #) conforme- 
mente all’ipotesi dell’esistenza di un tempo assoluto. 

È facile ora, estendendo opportunamente i risultati noti relativi alle trasfor- 
mazioni galileiane, trovare la più generale trasformazione lorentziana, che, gene- 
ralizzando la trasformazione speciale (5), gode della proprietà di lasciare inva- 
riata la forma (1) o, riferendoci alle coordinate (3) introdotte al paragrafo pre- 
cedente, la forma equivalente (1’). Si vuole cioè determinare la trasformazione 
più generale che determini il , passaggio dal sistema di coordinate yo, Ji. Ja Ja 
al sistema di coordinate To, o Ja Sa in modo che si abbia: 


(10) SI +9î +98 +95 = + + +93. 


Come la (6) determina una trasformazione ortogonale nello spazio ordinario a 
tre dimensioni, così possiamo interpretare la (10) come determinante una tra- 
sformazione ortogonale in un ipotetico spazio a quattro dimensioni (con le 
tre coordinate y,, Ya, Ya immaginarie), la quale costituisce appunto la frasforma- 
gione generale propria di Lorentz. Questa sarà pertanto caratterizzata dallo schema: 


de Si de di 
Jo Xoo Xor %Xoa €33 
(11) Hi Cio Xx Xya ig (L) 
J s X20 X27 X22 ag 
Ss Xz0 Xg1 X32 gg 


soddisfacendo le x,, che ivi compaiono a relazioni del tutto analoghe alle (8). 
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Si noti che la trasformazione generale di Lorentz, così determinata, compren- 
de come caso particolare la trasformazione speciale di Lorentz da noi studiata 
al paragrafo precedente e che risulta caratterizzata dallo schema: 


. So H Sa DE 
; 1 i8 
o 0 
Ù Vi—-p? ViI—-B? 
(12) ì — i8 1 (La) 
1 wi e — 0 0 
si Vi—-p® VI—B? 
ye 0 0 1 0 
Ja 0 0 0 1 


$ 3. - Decomposizione di una trasformazione generale propria di Lorentz. 


È noto che applicando successivamente, cioè come si suol dire componendo, 
due trasformazioni ortogonali si ottiene una trasformazione risultante che è 
pure ortogonale. Si pone pertanto il problema di ricercare se una trasformazione 
generale di Lorentz assegnata possa essere decomposta in una successìone di 


trasformazioni semplici, intendendo come tali le rotazioni ordinarie caratteriz- 
zate dallo schema: 


I Di: Ha 

(13) Ji Xi Ca xa (R) 
S2 Bi Ba Ba 
I3 Yi Ya Ya 


e le trasformazioni speciali di Lorentz caratterizzate dallo schema (Ly). 

È facile vedere a questo proposito che una trasformazione generale di Lo- 
rentz (che fa passare da un sistema di riferimento S « a riposo » ad un altro si- 
stema S” comunque orientato rispetto ad $ e muoventesi di moto rettilineo e 
uniforme lungo una direzione qualsiasi) può essere decomposta in tre successive 
trasformazioni semplici: una prima rotazione ordinaria R,, una trasformazione 
speciale di Lorentz ed una seconda rotazione ordinaria R,. 

Per dimostrare l’asserto, detto # il vettore genericamente orientato che 
rappresenta la velocità di S* (x',_y", %, #') rispetto a S (x,y, %, 7), consideriamo 
dapprima un sistema intermedio S, (x1,_Y1 %1» #) il cui asse x, coincida con la 
direzione di #. 

Il passaggio S-+ S, costituisce un “ordinaria rotazione spaziale R,. 

Consideriamo poi un altro sistema n (xi Ju Zu # ) dotato di moto trasla- 
torio uniforme con velocità # nella direzione di x, coincidente con quella di x. 
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Il passaggio Sj+S 1 Costituisce una trasformazione speciale di Lorentz Ly. 

Infine si imprima a Sj una rotazione spaziale R, in modo da ottenere il pas- 
saggio S1 + S”. Potremo rappresentare la decomposizione della trasformazione 
generale di Lorentz relativa al passaggio dal sistema S al sistema S' nelle tre 
trasformazioni semplici considerate per mezzo della scrittura simbolica: 


L= (Ra LoR;). 


Seguendo la via indicata è anche possibile calcolare materialmente i coefficienti 
che caratterizzano lo schema della trasformazione generale di Lorentz in funzione 
dei coefficienti che caratterizzano gli schemi delle tre trasformazioni semplici 


in cui essa risulta decomposta. 
Si arriva così, con calcoli un po” laboriosi, alle seguenti formule dovute a 


Herglotz: 


fece Gip ( — Ea i 
Vi—-p? i w \V1T p? Vi pr 


Scomponendo il vettore 7 in due altri vettori, di cui il primo, 7, paral-. 
lelo a # e il secondo, 7,, normale a #, le formule precedenti si possono 


scrivere: 


w 
3 = A »' > i cali 
5 =_= f,=F = 
Il Vip? L 1 V1—p? 
poichè: 
as (PPP ,. ua PR si 
e er Pie Prbii 


La possibilità di ottenere una trasformazione generale di Lorentz col pro- 
cedimento dianzi seguito è una conseguenza del fatto che, com'è facile verifi- 
care, data in generale una trasformazione di Lorentz che determina il passaggio 
da un sistema S ad un altro S' e data una seconda trasformazione di Lorentz che 
determina il passaggio dal sistema S' ad un altro S'', esiste sempre una trasfor- 
mazione di Lorentz che permette il passaggio diretto da S a S''. Questa proprietà 
è a sua volta una conseguenza immediata del fatto che le trasformazioni lineari 
ed omogenee di Lorentz costituiscono un gruppo *). 


*) Definizione di gruppo. — Assegnato un insieme & di elementi 2, è, €, ..., si dice che 
$G costituisce un gruppo se: citi 
1) tra due qualsiasi dei suoi elementi è definita un’operazione — che si indica solita- 
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$ 4. - Classificazione delle trasformazioni di Lorentz. Riflessioni spaziali 
e temporali. 


Riprendiamo in considerazione la (1’): 
3 
SESTA Mie 


Una qualsiasi trasformazione (omogenea) di Lorentz (cfr. ad esempio la (5)) 


può scriversi: A 


Ha te; Zu Xavty 


in cui i coefficienti, per l’invarianza di s*, dovranno soddisfare la condizione (det- 
ta di orfogonalità): 
DI uv Cup 


Ne deriva che le trasformazioni inverse sono date da: 


lin Diu Cpt 
essendo: 

9 

Zio Cup vg — 


Denotando con a= [x,,] la matrice di una trasformazione e con è = [a,,] la 
sua trasposta, avremo per la condizione di ortogonalità: 


ca=l 


essendo 1 la matrice unitaria 4x 4. Calcolando i determinanti di entrambi i mem- 
bri si ottiene: 
det (Xa)= detà deta= (deta)?=1 
da cui 
deta= +1. 


mente come una moltiplicazione — il cui risultato (elemento «prodotto ») è ancora un 
elemento di €, cioè in simboli: a, DE &; ab=c conce G; 

2) a(be) = (ab)c; 

3) esiste in & almeno un elemento wmità e tale che ea = 4; 

4) per ogni elemento 4 € & esiste un clemento inverso a! tale che a-14= e. Si dimostra 
facilmente che è anche: ge = 4a; aa-1 = e ed inoltre che e è unico e così pure 4-1. Osserviamo 


infine che, dagli assiomi di definizione di &, non è necessariamente ab = = ba; se si verifica 
questa proprietà, il gruppo si dice abe/iano. 
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Il complesso delle trasformazioni di Lorentz può quindi suddividersi in due por- 
zioni caratterizzate rispettivamente dall’avere det a= + 1 o deta= — 1. Oltre 
che per il segno di det x una trasformazione è caratterizzata dall'avere ao > + 1 
oppure xo <— 1. Si hanno pertanto complessivamente quattro « porzioni », 
in cui classificare tutte le trasformazioni di Lorentz: 


I) deta = + 1 co > +1 
II) deta = — 1 xo > + 1 
III) deta = — 1 co <= — 1 
IV) deta= + 1 xo < — 1. 


Alla porzione I) appartengono le cosiddette frasforzzazioni proprie di Lorentz: 
trasformazione unitaria, rotazioni spaziali, trasformazioni speciali di Lorentz 
e loro combinazioni. Alla porzione II) la riffessione spaziale consistente nell’in- 
versione delle tre coordinate spaziali e caratterizzata quindi dalle formule di 


trasformazione: 

adidas pagg gog t>1=t. 
L’insieme delle trasformazioni delle porzioni I) e II) costituisce il gruppo com- 
pleto delle trasformazioni di Lorentz. Alla porzione IMI) appartiene la riffessione 


del tempo 


xr>ox'=x JS>I' = Z>Z2'=2 t>ol=—-} 


che consiste evidentemente in un rovesciamento della direzione del tempo. 
Infine alla porzione IV) appartiene la riffessione totale spazio-temporale : 


x>x' =—-x J>yI'=—y ZzZ>z=—-% t>l'=—# 
che è il prodotto di una riflessione spaziale e di una riflessione temporale. 
L’insieme del gruppo completo delle trasformazioni di Lorentz e delle 
riflessioni temporali (che comprende evidentemente anche la riflessione spazio- 
temporale) costituisce il gruppo esteso delle trasformazioni di Lorentz. 
L’importanza della considerazione delle trasformazioni improprie (porzioni 
Il), III), IV)) risiede nel fatto che, nella teoria dei vari campi cui sono associate, 
le interazioni fra le particelle elementari (ad esempio campo elettromagnetico 
per l’interazione fra due elettroni, campo mesonico per l’interazione fra due 
nucleoni) devono soddisfare a proprietà assai semplici e notevoli (vale a dire 
devono avere un modo ben definito di trasformarsi) quando siffatte trasforma- 
zioni vengono applicate alle coordinate da cui esse dipendono; a tali proprietà 
di trasformazione sono in generale associate importanti regole o teoremi di 


conservazione. 
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Si noti che fino a poco tempo fa si preferiva talvolta assumere anzichè il principio 
di relatività secondo l’enunciato di Einstein quello (non equivalente) che tutte le 
leggi fossero invarianti rispetto al gruppo esteso delle trasformazioni di Lorentz. 
L’evidenza sperimentale per l’invarianza delle leggi rispetto a una trasformazione 
impropria non è però evidente a priori. Ed infatti sono noti processi nella teoria 


delle particelle elementari le cui leggi non sono ad esempio invarianti rispetto 
una riflessione spaziale. 


B) IL CRONOTOPO DI MINKOWSKI 


$ 5. - Il cronotopo: definizione e proprietà. 


Vogliamo ora studiare un metodo geometrico, dovuto a Minkowski, per 
rappresentare le trasformazioni lorentziane ed in genere tutti i risultati della ci- 
nematica relativistica. In questa rappresentazione l’insieme di una quaterna di 
valori per le variabili x, _y, %, #, si assume a coordinate di un pwrto cronotopico © 
evento elementare in uno spazio a quattro dimensioni detto spazio-tempo o cronotopo. 

L’ordinario spazio geometrico (x,_y, %) è allora l’insieme tridimensionale dei 
punti cronotopici simultanei (cioè per #= cost). 

Mentre un punto P si muove nello spazio ordinario tridimensionale, va- 
riano le sue coordinate spaziali insieme al tempo. La sua storia (cinematica) 
è rappresentata dalla successione delle posizioni assunte dal punto rappresenta- 
tivo nel cronotopo: l’insieme di tali posizioni forma una linea, detta /inea univer- 
sale, o linea oraria, o linea cronotopica. L’inclinazione della linea rispetto all’asse #, 

dx dy dg 
è de & 
#, indica in ogni istante la velocità vettoriale del punto mobile rispetto al sistema 
di riferimento spaziale. Essendo dx, dy, dx, dt gli incrementi che subiscono le 
coordinate di un punto-evento del cronotopo quando si passa da detto punto 
ad un altro infinitamente vicino, si definisce quadrato dell’e/ezzento lineare del 
cronotopo la forma differenziale: 


determinata dai valori delle derivate , che sono funzioni di 


(14) ds = c*dt — de — di — di. 


Per la speciale forma che ha questo elemento lineare (che ricorda la distanza di 
due punti nello spazio ordinario), il cronotopo della relatività ristretta si dice 
psendoenclideo. Con le locuzioni ora introdotte, si può affermare che le trasforma- 
zioni lorentziane sono quelle che lasciano invariata la forma dell’elemento lineare 
del cronotopo. 
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Vogliamo ora studiare un metodo geometrico, basato sulla rappresentazione 
cronotopica, atto a mettere in luce le proprietà della trasformazione di Lorentz. 
Tale metodo permette in particolare lo studio da un punto di vista formale delle re- 
lazioni esistenti tra le varie grandezze fisiche in due diversi sistemi di riferimento. 

Immaginiamo in un primo tempo, per metterci nel caso più semplice e 
intuitivo, di avere un punto materiale che si muova lungo l’asse x. Per la de- 
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Fig. 20 - Passato, presente e fu- 
turo del cronotopo di Minkowski. 


AI 


scrizione della storia cinematica del punto ci si potrà riferire, anzichè al cronotopo 
quadrimensionale, ad un piano determinato dagli assi x e f. Per ragioni di como- 
dità, assumiamo al posto della variabile # una nuova variabile © = cf convenendo 
anche di assumere la stessa unità di lunghezza per la misura delle ascisse e per 
quella delle ordinate (fig. 20). Il nostro piano x, © è evidentemente un piano 
cronotopico, in quanto ogni suo punto rappresenta un punto-evento. Il moto 
del nostro punto materiale sarà quindi rappresentato da una linea oraria nel 
piano x, ©. La condizione che il punto materiale si muova lungo l’asse x con una 
velocità inferiore a quella della luce è espressa da: 


de|_|1 A 
lla a 


cioè dal fatto che il coefficiente angolare della linea oraria in un punto qualsiasi 
di questa deve essere minore di uno, ossia che la tangente della linea oraria in 
un suo punto qualsiasi deve formare con l’asse dei tempi un angolo inferiore a 
45°. Se si tracciano perciò le due rette formanti un angolo di 45° con l’asse dei 
tempi (asse ©) ed aventi per equazioni: 


sito x+0=0 


tutte le linee orarie passanti per l’origine e corrispondenti a punti materiali che 
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si muovono con velocità minore di c (com’è richiesto dalla teoria della relatività) 
risultano interne all’angolo tratteggiato compreso tra queste due rette, le quali 
sono evidentemente le linee orarie di un punto che, partendo dall’origine, si 
muove con la velocità della luce lungo l’asse delle x rispettivamente nel senso 
positivo ed in quello negativo. In altre parole, dati due punti eventi @ e 
appartenenti alla stessa retta di luce, un segnale luminoso emesso all’istante #= 0 
nel punto x = 0 raggiunge il punto dell’asse x corrispondente all’ascissa di .P? 
nell’istante corrispondente all’ordinata di P. 

Le due rette di luce dividono il piano cronotopico in tre parti: una (futuro 
fisico) costituita da tutti i punti-eventi raggiunti dai segnali che partono dall’ori- 
gine e che si trasmettono con velocità inferiore a quella della luce, un’altra (pas- 
sato fisico) costituita da tutti i punti-eventi da cui possono partire dei segnali 
diretti verso l’origine ed aventi velocità inferiore a quella della luce, ed infine una 
terza (presente fisico) costituita da punti-eventi per i quali passano le linee orarie 
di ipotetici (fisicamente non esistenti) segnali che dovrebbero trasmettersi con ve- 
locità superiore a quella della luce: i punti del presente non possono quindi avere 
alcuna relazione causale col punto-evento che abbiamo assunto come origine. 

Si osservi esplicitamente che nelle considerazioni ora fatte l’origine degli 
assi non rappresenta alcun punto-evento particolare, ma un punto-evento qual- 
siasi, quale ad esempio quello in cui si trova l’osservatore. Rispetto a tale punto- 
evento si hanno perciò tre zone cronotopiche di cui l’una rappresenta il futuro 
attivo, costituita dagli eventi su cui l’osservatore può agire con un’azione fisica; 
l’altra il passato passivo, costituita dall’insieme degli eventi che possono aver 
avuto un’influenza fisica qualsiasi sullo stato in cui si trova l’osservatore; e la 
terza il presente inerte, costituito dall’insieme degli eventi su cui l’osservatore 
non può avere alcuna influenza fisica e che a loro volta non possono esercitare 
alcuna influenza sull’osservatore. 

È facile estendere le considerazioni precedenti ad eventi che si svolgono in 
un cronotopo a tre dimensioni (di coordinate x, y, ©) vale a dire al caso di punti 
materiali, che si svolgono in un piano ordinario x y. Immaginiamo allo scopo 
un segnale luminoso il quale all’istante #= 0 parta dal punto O (x = 0, y= 0) 
ed arrivi all’istante # nel punto P (x, _y). L’equazione del raggio sarà: 

. V x + g°= ci 
ossia : 
x2+ y9°— c°2= 0. 


Questa equazione individua nel cronotopo tridimensionale (x,y, ©) un cono 
retto avente il vertice nell’origine, le cui sezioni con piani paralleli al piano 
x, y sono cerchi col centro sull’asse ©. Le generatrici di questo cono di /uce sono le 
linee orarie dei raggi luminosi partenti da O (x = 0, y= 0) in tutte le direzioni 
del piano x y. Perciò un segnale luminoso emesso da O nell’istante #= 0 raggiunge 
il punto P (x, y) nell’istante # che corrisponde alla coordinata appartenente al 
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punto-evento SP? della falda superiore del cono di luce avente per proiezione 
sul piano x, _y il punto P. 

Le considerazioni precedenti si possono infine estendere al caso generale 
in cui il punto materiale si muove comunque nello spazio ordinario, in corri- 
spondenza del quale si ha da considerare un cronotopo tetradimensionale. Questo 
verrà ad essere suddiviso ancora in tre zone: futuro fisico, che è la zona crono- 
topica contenuta all’interno dell’ipercono anteriore, contenuta cioè all’interno 


della falda superiore (0 > 0) dell’ipercono di equazione: 
x°+9°+g°—e2= 0; 
passato fisico, costituito dalla zona cronotopica contenuta all’interno della falda 


inferiore (O < 0) dell’ipercono; presente fisico costituito dalla zona cronotopica 
esterna all’ipercono di luce. 


$ 6. - Il tempo proprio. 


Vogliamo ora vedere quale significato fisico si possa attribuire alle linee orarie 


della rappresentazione cronotopica. 
Consideriamo allo scopo un sistema di riferimento S, in uno stesso punto 


del quale (di coordinate x%, Yo Ze) Si producono successivamente due eventi. 
Si avrà dunque: dx0= dYo= 4%o= 0. Di conseguenza, nel riferimento S, l’espres- 
sione dell’elemento di linea oraria sarà dato da: 


ds = c3df3. 
ds 
Al differenziale = si dà il nome di e/ezzento o intervallo di tempo proprio pet 


un osservatore in S, ed esso misura l’intervallo di tempo fra due eventi, coinci- 
denti spazialmente e infinitamente prossimi nel tempo, osservati in So. 

In altri termini nell’osservare due eventi che si producono successivamente 
in un corpo mobile, un orologio legato a questo corpo misura un intervallo 
temporale che è dato dalla lunghezza, divisa per c, dell’arco di linea oraria. 

Consideriamo ora un altro sistema $S dotato di traslazione uniforme con ve- 
locità w rispetto a So, nel quale si osservino gli stessi eventi. Per il sistema S 


si ha: 
ds = cîdt? — (dx? + dy? + d33). 


Confrontando il valore di di che deriva da questa espressione con la stessa gran- 
dezza misurata in S,, si trova: 


set 2) 
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vale a dire *): 


| 2 
(15) diga. yi ua, 


la 


Questa relazione, già dedotta per altra via, esprime il fatto che l’intervallo 
di tempo fra due eventi misurato nel sistema di riferimento Sy (solidale col corpo 
entro il quale gli eventi si manifestano) è minore dell’intervallo corrispondente 
osservato nel sistema di riferimento S in moto rispetto a Sy. 

È notevole il fatto che, come si è visto, il tempo proprio sia direttamente 
misurato dalla lunghezza dell’elemento di linea cronotopica, la quale lunghezza 
è una grandezza invariante: ciò è in relazione col fatto che un sistema solidale 
col corpo mobile deve costituire, nei riguardi del corpo stesso, un sistema pre- 
vilegiato avente, nei confronti di tutti gli altri sistemi, proprietà del tutto parti- 
colari; questa è anche la ragione per cui il tempo misurato in detto riferimento 
debba avere un significato assoluto. 

Vogliamo infine richiamare l’attenzione su un’importante conseguenza 
della formula (15) che mette in relazione il tempo proprio di un corpo mobile 
con il tempo misurato in un qualsiasi riferimento rispetto al quale detto corpo si 
muove. Da tale formula discende infatti immediatamente che per un corpo che 
si muove rispetto a un riferimento S con la velocità limite della luce, il tempo 
proprio che dà la durata di un avvenimento, (che presenta per il riferimento S 
una durata finita non nulla A?), risulta sempre eguale a zero. Infatti perw= c 
dalla (15) si ha: 


ce 
dt, = dt Lerro li, 


Se invece un avvenimento che si manifesta nel corpo mobile ha in un riferimento 
solidale con questo una durata (tempo proprio) finita non nulla A#, esso pre- 
senterà sempre in un qualsiasi riferimento S, rispetto al quale il corpo conside- 
rato si muove con la velocità limite della luce, una durata infinita. Infatti in 
questo caso, dalla (15) si ricava: 


*) La scelta del segno positivo per la radice quadrata è imposta dal fatto che, dato 
il carattere invariante dell’ipercono di luce nel cronotopo (c quindi delle nozioni di 
passato e futuro fisico), l'ordine degli avvenimenti è immutabile rispetto a tutti gli osser- 
vatori. . 
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$ 7. - Interpretazione geometrica della trasformazione di Lorentz. 


Vogliamo ora mostrare come, nello schema minkowskiano della rappre- 
sentazione cronotopica, sia immediata l’interpretazione geometrica di una tra- 


sformazione di Lorentz. 


Per ragioni di semplicità considereremo, come in precedenza, una trasfor- 
mazione speciale che faccia passare da un sistema di riferimento S (di assi 
x,J X 0) ad un altro S' (di assi x‘, y', z/, 0‘) dotato rispetto a S di una trasla- 


Fig. 21 - Per l'interpretazione geome- 
- trica della trasformazione di Lorentz. 


zione rettilinea uniforme con velocità 
v = fe nella direzione dell’asse x 
coincidente con x’. Com'è noto, 
potremo allora riferirci ad una rap- 
presentazione nel piano cronotopico 
x, © (coincidente col piano x', 0') 


(fig. 21). 
Data allora la trasformazione di 
Lorentz: 
SI JET 
PERE x' + ve! e” 
Vi—-p: Vip 
e posto: 


1 2 
(16) tgg=B  X= ViZÉ na» 


potremo scrivere: 


17) x = K(x' cost + ©’ senb) 
O= K(x' send + ©’ cosù) 


Se si prescinde dal fattore’ X, queste 
formule caratterizzano il passaggio 
dal sistema di coordinate ortogonali 


(x, ©) al sistema di coordinate oblique (x', ©‘) costituito dalle due rette 
uscenti dall’origine e inclinate su x e su @, in versi opposti, dello stesso an- 
golo y. Tenendo conto anche del fattore X, si può quindi dire che le trasfor- 
mazioni di Lorentz corrispondono nel cronotopo ad un cambiamento di assi, 
accompagnato dalla moltiplicazione per un fattore X dei valori numerici delle 


coordinate. 


Dalla proprietà fondamentale delle trasformazioni di Lorentz di lasciar 
invariata la forma dell’espressione quadratica (14) (ed anche quella corrispon- 
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dente in termini finiti) discende, nel caso particolare da noi considerato, che le 
due iperboli coniugate di equazioni: 


x—02= 1 e x-0°=—-1 


vengono ad avere nel nuovo sistema di assi l’equazione: 
x'—0'?= 1 e x'?-0'3=—1 
e che gli asintoti r e s di tali iperboli, aventi per equazioni: 
x= +0 


si mutano in se stessi per effetto della trasformazione (17) (proprietà quest’ul- 
tima che traduce il principio fisico della costanza della velocità della luce). 

Dai risultati ora ricordati appare chiaro come la distinzione fatta a suo tem- 
po tra passato, presente e futuro fisico sia indipendente dal sistema di riferimento 
assunto, ma risulti legata unicamente al punto-evento O rispetto al quale si con- 
siderano gli eventi che si manifestano nel cronotopo. 

Sarebbe anche facile vedere come la rappresentazione geometrica, a cui 
abbiamo fatto solo un rapido cenno in questo paragrafo, permette di trovare 
costruzioni geometriche immediate atte a risolvere diversi problemi di cinematica 
relativistica: determinazione diretta della lunghezza di un segmento o della 
durata di un intervallo temporale in un riferimento in moto dalla conoscenza dei 
risultati delle corrispondenti misure eseguite in un riferimento fisso, composi- 
zioni di velocità, ecc.; non solo, ma nel cronotopo minkowskiano possono tro- 
vare un’espressiva rappresentazione grafica sia le equazioni di Maxwell che 
quella della dinamica relativistica, delle quali equazioni ci occuperemo più 
avanti. 

In particolare il fenomeno della variazione delle lunghezze e degli inter- 
valli temporali nelle misure eseguite in riferimenti in moto l’uno rispetto all’al- 
tro, può essere descritto in maniera assai espressiva ricorrendo alla rappresen- 
tazione geometrica che stiamo discutendo. 

Cominciamo col considerare la determinazione della lunghezza di una sbarra 
nei due sistemi S e S' (fig. 22). Sia la sbarra immobile nel sistema S(x, 0). 
La linea d’universo del suo primo estremo coinciderà con l’asse ©, quella del- 
l’altro estremo sarà una retta parallela a questo asse passante per il punto P di 
ascissa x = 1 (sbarra di lunghezza unitaria). Questa parallela è tangente all’iper- 
bole fondamentale 4 nel punto ?P. L’intera sbarra sarà pertanto rappresentata 
dalla zona situata entro le due rette parallele. È chiaro che nel riferimento S la 
sbarra ha una lunghezza OP = 1. 

Cerchiamo ora la sua lunghezza nel sistema S', dotato di traslazione uni- 
forme con velocità v= fe rispetto a S. L’asse ®'‘ sarà allora, come abbiamo visto, 
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inclinato rispetto all’asse ®; l’asse corrispondente x' si determinerà tracciando 
da O la parallela OP' alla tangente all’iperbole 4 in 0Q', punto d’intersezione di 
questa curva con l’asse ©’. Il segmento OP’ rappresenta l’unità di lunghezza 
nel sistema $S', mentre il segmento di lunghezza unitaria in S apparirà, se misu- 
rato in S', di lunghezza pari a OR’, essendo A' l’intersezione dell’asse x’ con la 
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Fig. 22 - A illustrazione della legge 
di trasformazione delle lunghezze. 


parallela all’asse ©, che limita la zona che rappresenta la sbarra in S. È evidente 
che OR' è minore di OP': la sbarra risulta cioè contratta nel sistema in movi- 
mento S”. Anzi, l’interpretazione geometrica dianzi data della trasformazione 
di Lorentz porta precisamente al risultato: 


i_ 09 1 —t— 
ser (°° ea ev De vst 
ins Vizr 


che è il noto risultato della cinematica einsteiniana. 

L’interpretazione geometrica della contrazione delle lunghezze, che stiamo 
discutendo, mette in immediato risalto la simmetria di tale effetto, che si mani- 
festa sia per le misure che nel sistema S' vengono fatte su sbarre immobili ri- 
spetto a S che per le misure che nel sistema S vengono fatte su sbarre immobili 
rispetto a 5”. Anche in questo caso la sbarra in S risulta accorciata e non allun- 
gata: infatti tale sbarra in S" è rappresentata dalla zona limitata dall’asse 
®' e dalla linea d’universo, parallela a tale asse, condotta da P', la quale in- 
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terseca il segmento unitario OP del sistema S in un punto AR, tale che 
OR <OP=1. 

Considerazioni analoghe si applicano alla determinazione di una durata 
di un intervallo temporale nei due sistemi S e S'. Supporremo allo scopo di 
disporre in tutti i punti d’universo del sistema S degli orologi perfettamente 
sincronizzati fra di loro: essi misureranno il tempo rispetto a S. L’istante © = 0 
sarà rappresentato in S da punti d’universo situati sull’asse x, l’istante © = 1 
invece da punti d’universo sulla parallela all’asse x condotta da Q(fig. 23). 
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Fig. 23 - A illustrazione della legge di 
trasformazione delle durate temporali. 


Supponiamo poi di collocare nell’origine del sistema S' un orologio, che, 
in corrispondenza di © = 0, indichi ©'—= 0. Ci si domanda che ora indicherà 
un orologio di S quando quello di $' che si trova nello stesso punto indica 
esattamente 0'= 1. 

Il valore cercato di © è dato dal punto di intersezione 0' dell’asse ©’ con 
l’iperbole è, ma la posizione © = 1 della lancetta dell’orologio in S corrisponde 
ai punti della parallela all’asse x condotta da 0. Questa parallela incontra l’asse 
©’ in un punto A' e, come risulta dalla figura, è 00' > OR': ciò significa 
che l’unità di tempo del sistema S' risulta “ dilatata” nel sistema S in movi- 
mento. 

È facile verificare, in modo analogo al corrispondente problema della mi- 
sura delle lunghezze, che anche in questo caso la relazione fra gli intervalli tem- 
porali misurati nei due sistemi di riferimento è quella stabilita dalla cinematica 
relativistica e che ancora l’effetto di dilatazione dei tempi è simmetrico rispetto 
ai due sistemi di riferimento, nel senso che l’unità di tempo indicata da un orolo- 
gio a riposo nel sistema S risulta dilatata nel sistema S". 
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$ 8. - Enti geometrici di genere spaziale e temporale. 


Un sistema di differenziali dx, dy, dz, dO definisce una direzione del crono- 
topo: essa si dice fewporale, spaziale © di lunghezza nulla secondo che il ds? corri- 
spondente, dato dalla (14), risulta positivo, negativo o nullo. L'esistenza di tali 
linee deriva dalla non euclideità della metrica del cronotopo, ossia dal fatto che 
nella (14) si hanno termini di un segno e dell’altro. Si noti che il genere tem- 
porale, spaziale o di lunghezza nulla di una direzione è completamente indipen- 
dente dal moto (rettilineo uniforme) del sistema di riferimento: ciò è un’im- 
mediata conseguenza del fatto che il quadrato dell'elemento lineare del cro- 
notopo è, come abbiamo già notato, invariante rispetto ad ogni trasformazione 
lorentziana. 

Un vettore cronotopico la cui direzione è temporale, spaziale o di lunghezza 
nulla si dice corrispondentemente vettore di genere temporale, spaziale o di 
lunghezza nulla. Ne deriva che, a seconda che il vettore è rispettivamente di 
uno dei tre generi precedenti, esso possiede norma (quadrato della sua lunghezza) 
positiva, negativa o nulla e corrispondentemente risulta interno al, esterno al 
o sulla superficie dell’ipercono di luce avente per vertice il punto-evento origine 
del vettore. Per un’osservazione fatta a suo tempo sul carattere invariantivo 
dell’ipercono di luce e quindi del carattere dei punti contenuti nelle varie zone, 
discende che la distinzione fra i vari generi di vettori è indipendente dalla scelta 
dei sistemi di coordinate, cioè non potrà mai aversi che un vettore sia spaziale 
in un riferimento e temporale in un altro. 

Si noti che un vettore cronotopico temporale può, con un’opportuna tra- 
sformazione di Lorentz (cioè con un cambiamento di assi cronotopici), essere 
trasformato in un vettore puraziente temporale diretto proprio secondo l’asse dei 
tempi. Ciò significa che dati due punti-eventi (gli estremi O e P del vettore cro- 
notopico), che rappresentano per un osservatore generico due avvenimenti che 
si manifestano in due punti diversi dello spazio e in due istanti diversi, esiste 
sempre un riferimento, dotato di moto rettilineo ed uniforme rispetto al prece- 
dente, per il quale tali avvenimenti avvengono ancora nella stessa successione 
temporale, ma nel medesimo punto dello spazio. Analogamente ogni vettore 
cronotopico di genere spaziale può diventare, per un particolare sisterna di rife- 
rimento, un vettore furazente spaziale: i suoi estremi potranno cioè rappresen- 
tare due avvenimenti simultanei in due punti diversi dello spazio. 

Esiste però una differenza sostanziale fra vettori di genere spaziale e vettori 
di genere temporale. Com'è facile convincersi da un esame della fig. 22 due punti- 
eventi O e P congiunti da un vettore di genere spaziale possono, a seconda del 
sistema di riferimento a cui sono riferiti, essere tali che O preceda P, oppure 
simultanei, oppure tali che O segua nel tempo P. Diversamente succede, invece, 
per i vettori di genere temporale. L’evento rappresentato dall’estremo P del 
vettore nell’ipercono di luce superiore è sempre successivo all’evento rappre- 
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sentato dal punto O, mentre l’evento rappresentato dall’estremo P di un vet- 
tore O/ tracciato nell’ipercono di luce inferiore è sempre precedente all’evento 
rappresentato da O. In altri termini un vettore temporale indica il futuro e il 
passato e, come già sappiamo, esso solo può essere generato dalla traslazione 
di un punto cronotopico che corrisponda a un moto rettilineo ed uniforme di 
un punto nello spazio ordinario, e congiunga punti-eventi in relazione causale 
fra di loro. 

Tracciata una curva cronotopica diremo che essa è di genere temporale o spa- 

. ziale o a lunghezza nulla a seconda che in #?f i suoi punti la tangente ha dire- 
zione temporale, spaziale o di lunghezza nulla. Per quanto abbiamo detto al 
paragrafo precedente, a tutti i moti fisicamente possibili di un punto materiale 
corrisponde nella rappresentazione cronotopica una curva cronotopica di genere 
temporale; la propagazione di un raggio luminoso è invece rappresentata da 
una curva (retta) di lunghezza nulla. 

Data infine una superficie (in generale a tre dimensioni) immersa nel crono- 
topo, diremo che essa è di genere temporale, spaziale o di lunghezza nulla a 
seconda che in #ffi i suoi punti ogni curva tracciata sulla superficie è di genere 
temporale, spaziale o di lunghezza nulla. Tutte le superficie normali ad un fascio 
di curve orarie di punti materiali mobili sono di genere spaziale, per cui due punti- 


eventi qualsiasi di una di dette superficie non potranno esercitare l’uno sull’altro 
alcuna azione fisica. 


C) CARATTERE TENSORIALE DELLE LEGGI RELATIVISTICHE 


$ 9. - Richiami ad elementi di calcolo tensoriale. 


Un altro vantaggio della rappresentazione geometrica nel cronotopo quadridi- 
mensionale è quello di permettere l’uso del formalismo dell’analisi tensoriale nella 
trattazione dei problemi fisici. Ci limiteremo qui a richiamare brevemente le definizioni 
e le proprietà fondamentali di detto formalismo, di cui avremo occasione di far uso 
(sia pure assai ridotto, ed in modo non essenziale) nelle pagine seguenti. Rimandiamo 
per uno studio più completo del formalismo tensoriale alle opere che trattano tale 
argomento in modo specifico e delle quali qualcuna esiste anche nella letteratura scien- 
tifica italiana. 

Dato che, come abbiamo visto, le leggi fisiche della teoria della relatività trovano 
la loro naturale descrizione geometrica nel cronotopo quadridimensionale limiteremo 
pure i nostri richiami ad uno spazio a quattro dimensioni pur essendo quasi sempre 
immediata la generalizzazione ad uno spazio avente un numero qualsiasi di dimensioni. 

In uno spazio quadridimensionale caratterizzato dalle quattro coordinate genera- 
lizzate (x1, x?, x9, x4) un tensore di ordine r può essere definito come un insieme di 
4” quantità associate ad un punto nello spazio, i cui valori si trasformano secondo de- 
terminate leggi (che ora preciseremo) quando si introduce una nuova serie di coordi- 


210 PARTE SECONDA - TEORIA DELLA RELATIVITÀ RISTRETTA 


nate (x’1, x°2, x'3, x'4) da intendersi come funzioni delle coordinate primitive espresse 
dalle seguenti equazioni: 

(18) c'e x! (11x24) =1,4,9A) 
Precisamente si definisce sensore di ordine zero o scalare una singola grandezza S il cui 
valore rimane inalterato per un cambiamento di coordinate, cioè tale che soddisfi 
l'equazione: 

(19) PONI) = II, 


Si definisce fensore confrovariante del primo ordine o vettore A una quaterna di grandezze: 


A = (AAA AS). 


i cui valori si trasformano secondo le equazioni: 


4 
(20) Aud Ar 


Si definisce densore covariante del primo ordine B una quaterna di grandezze: 


La = (B,B,B,B,) 


i cui valori si trasformano secondo le: 


I 4 0x4 


ea] 


(21) B, = i dala da " 


Si definisce tensore controvariante del secondo ordine T un insieme di 16 grandezze: 
Ti Fagiù ra 
sia Ta Tu-ra Tu 
Ts 7° 733 TM 
TAL 7 az 78 Tad 
i cui valori si trasformano secondo le: 
& cc da (dea 
PA P'uv e ST PE SR 
i ‘49 dx dal 
Si definisce sensore covariante del secondo ordine S un insieme di 16 grandezze: 
s Su Sn S13 Su 
87 {Sa S22 Sa Su 
Sar Ss2 Sza Su 
Sa Ss Sia Su 


i cui valori si trasformano secondo le: 


Pi È £L ÈS dl 
23 ST, i a a 
( ) uv — = cae'k dx! Sup 
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Generalizzando si possono definire il tensore covariante di ordine qualsiasi Sg... 
e controvariante pure di ordine qualsiasi 7f-.-, come anche il sensore misto (in parte 
covariante e in parte controvariante) di ordine qualsiasi 78-:- che è costituito da un 
insieme di grandezze che si trasformano secondo le: 


4 4 4104 dx’ dx'’ dx dre 
24 p'uv... tra tei ad... 
(24) pe xa xo = - "°° dx dx dee dele Tae: 


Naturalmente ogni tensore può essere costituito da un insieme di grandezze funzioni 

del punto cronotopico, onde si possono prendere in considerazione campi fensoriali in un 

senso del tutto analogo a quello con cui si considerano gli ordinari campi vettoriali. 
Consideriamo ora l’espressione: 


4 4 4 


Zm Tira: ‘a Lv, An "o Tafnt1---Ym B,,. -«Yn 


ai 1 
che, seguendo una scrittura ormai entrata nell’uso comune, si può scrivere: 


Ati Yatntr Tm Br..ot, 
avendo convenuto di omettere i simboli di sommatoria ogni qualvolta nell’espressione 
scritta compare una coppia di indici (uno di covarianza e l’altro.di controvarianza) 
identici fra loro. È facile verificare che, come conseguenza delle definizioni date, 
l’espressione in considerazione, formata mediante i due tensori A%-::*m di ordine 
m e Ba,...8, di ordine #(< w), costituisce un tensore CWi---4m-n di ordine n — n. 
Da questa proprietà discende in particolare che l’espressione: 


AyB*= AB: + A,B° + AB? + A,B* 


(che dicesi prodotto scalare del vettore A per il vettore 8) costituisce un invariante. 
La condizione: 
AxB*=0 


esprime che i due vettori A e 8 sono orfogonali. Analogamente la grandezza: 


Ag B® 
costituisce un vettore. 
Si noti che un’equazione tensoriale, quale ad esempio: 


(25) RS=0, 


esprime l’annullarsi di ciascuna componente del tensore, onde essa equivale a tante 
equazioni scalari quante sono le componenti del tensore, (nel caso (25) tali equazioni 
sono in numero di 256 come si ottiene dando a a, f}, Y, è tutti i differenti valori 1, 2, 3, 4). 

Dalle formule di trasformazione delle coordinate discende poi che un’equazione 
tensoriale ha sempre la stessa forma in qualsiasi sistema di coordinate. In altri termini, 
dalla (25) discende come conseguenza che vale anche l’equazione: 


R'8= 0. 


È importante notare che le proprietà metriche dei tensori sono individuate quando 
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è assegnata la forma fondamentale dello spazio (a 4 dimensioni per i problemi che ci 
interessano) in cui essi sono geometricamente definiti, e cioè la: 


(26) ds° = gydxtda*. 


Essendo il 45° un invariante e i 4x* costituendo un tensore del 1° ordine controvariante, 
si ha che le grandezze g,g sono le componenti di un tensore covariante del 2° ordine; 
ad esso si può far corrispondere il tensore controvariante: 


minore complementare a g,, nel determinante |gag| 


pra 
è determinante |gag| 
Con l’aiuto dei tensori gyy € g#*, che si è soliti chiamare fondamentali, si può ad un qual- 
siasi tensore assegnato associarne un altro avente gli indici di covarianza e di contro- 
varianza scambiati fra di loro per mezzo della regola: 


2 
(27) + vossose = 


eil)» non va rite- 


sassasao 


nuto come un ente diverso dal tensore da cui ha tratto origine godendo esso di tutte 
le proprietà metriche che valgono per il primo. In particolare se in uno spazio carat- 
terizzato dalla forma (26) si ha ad esempio una relazione tensoriale del tipo: 


TY y= E aly 


varrà pure, come conseguenza, qualsiasi altra relazione che da essa si ottiene alzando 
od abbassando uno o più indici corrispondenti contemporaneamente nel primo e nel 
secondo membro; si ha ad esempio che dalla relazione scritta discende la: 


Tg = E°". 


Pertanto dato un tensore 7°°%;-*, che soddisfa a certe relazioni, si possono sempre tro- 
vare per mezzo di abbassamenti ed innalzamenti di indici altri tensori (ad esempio: 
T5p...) che soddisfano alle stesse relazioni cui soddisfaceva il tensore dato. Per questa 
ragione si preferisce dire che le relazioni (27), anzichè definire dei tensori nuovi diversi 
da quelli di partenza, fanno semplicemente passare da un sistema di componenti di un 
dato tensore 7 a un altro sistema di componenti (con gradi diversi di co- e controva- 
rianza) dello stesso tensore. 

Notevoli proprietà godono due classi particolari di tensori: quelli simmetrici e 
quelli emvisimmetrici. Un tensore di ordine qualsiasi si dice simmetrico se lo scambio di 
due qualunque indici in una sua generica componente, covariante e controvariante, 
non ne cambia il valore; vale a dire se soddisfa alla relazione: 


per « e f} qualsiasi. 

Un tensore di ordine qualsiasi si dice invece emisimmetrico se lo scambio di due 
qualunque indici in una generica componente, covariante o controvariante, non ne 
muta il valore assoluto ma solo il segno; vale a dire se soddisfa alla relazione: 


CAP. IV - TRASFORMAZIONI DI LORENTZ 213 


per « e f} qualsiasi. Conseguentemente tutte le componenti di un tensore emisimmetrico 
aventi due indici eguali sono nulle. In particolare per un tensore doppio emisimmetrico 
Tg saranno nulle tutte le componenti 7,, che nella matrice rappresentativa occupano 
la diagonale principale; inoltre delle restanti 12 componenti, 6 sono eguali e di segno 


opposto alle altre 6, in modo che complessivamente si hanno 6 componenti indipen- 
denti: 


Ta T3 Tu 
La De 


Per questa ragione i tensori emisimmetrici del 2° ordine (in uno spazio quadridimen- 
sionale) sono detti talvolta esavettori. 
Molte formule esprimenti relazioni fra tensori possono esprimersi in scrittura 


più compatta e semplificata introducendo il tensore emrisimmetrico di Ricci, le cui compo- 
nenti covarianti sono: 


0 (se almeno 2 indici sono eguali) 
(28) Eagy8 = DEA 
+V |gxg| (se tutti gli indici sono diversi) 


con la convenzione che si debba prendere il segno superiore o l’inferiore secondo che 


la permutazione degli indici aByd è di classe pari o dispari rispetto alla fondamentale 
1, 2, 3, 4. 


$ 10. - Tensori associati al cronotopo della relatività ristretta. 


A noi interessa in modo particolare la considerazione dei tensori associati 
al cronotopo della relatività ristretta il quale, come abbiamo visto, è caratte- 
rizzato dalla forma fondamentale: 


(29) ds? = — (dx)? — (dx°)*— (dx3)* +. (4x5)? 
dove si è posto: 
x= x x= y x*=% = ch. 


Per la metrica di detto cronotopo i coefficienti g,3 hanno pertanto i seguenti 
valori: 


Eu = L22= La= — 1 L= 1 &uy= 0 (per u # v) 
per cui le formule di passaggio fra componenti covarianti e componenti contro- 


varianti di un tensore si riducono a introdurre un cambiamento di segno per 
ogni indice spostato diverso da 4. Si ha cioè per un vettore: 


(30) A;=— A' (=1,2, 3) Ai= A; 


\ 
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per un tensore doppio: 


(31) Tg=T%  Ta=—T4  Tu=T*  (i,k=1,2,3) 


ecc. 
La trasformazione speciale di Lorentz (Ly), che nella rappresentazione geo- 
metrica rappresenta un cambiamento di coordinate cronotopiche, si scrive con 


le notazioni ora usate: 


» x! — pa 
de E TT 
7, e p? 
x = x 
sv’ 3 
x'4= e— pe 
Vi—-B' 
"a 
per cui i valori dei coefficienti a che intervengono nella trasformazione 


dei tensori per il passaggio da un sistema di coordinate ad un altro, hanno i 
valori rappresentati dalla seguente matrice: 


1 P 

“Igp © “wie 

0 0 

(32) È 0 0 
B 1 

vip Vi—6 


Applicando pertanto le formule che nel paragrafo precedente abbiamo usato 
per la definizione stessa dei vari tensori, otteniamo immediatamente le formule 
di trasformazione valide per i tensori del cronotopo minkowskiano. 

In particolare per un veffore si ha: 


dii ERI A'% = A? 
Vi—B? 
(33) 
A?= A? PRU i EEE 
V1—B? 


che sono perfettamente analoghe alle formule che esprimono la trasformazione 
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di Lorentz stessa, come è del resto ovvio esprimendo questa nient’altro che la 
trasformazione del vettore x°. 
Per un #ensore del 2° ordine si ha invece: 


Tu SE B(1*% + T4) + g37% 


TU = 
1—-p? 
T'“ Da T#. B(7U4 + 4) _ nd tn 
(34) È vi 
ru — TH_BUS+ TY) + pere 
1—-p? 
Ta — Te. p(7® n 74) + paz 
1-p? i 
eccetera. 


Nei caso particolare che il tensore doppio sia ezzisimzetrico le formule precedenti 
si semplificano notevolmente riducendosi alle: 


Tu2 T1° + PIÙ qTr3- 73 TU Tu — BI 
sn V1— p? Vi1— 6? 
T'13 = CA TU = TU T'U= sarà 


Vi—-B? VI pro 


Per il solo caso che a noi interessa, di una metrica psendoenclidea si ha inoltre 
(come si può verificare direttamente) che se 78: -- è un tensore dato, l’espressione 


OT: lava i 
is > rappresenta pure un tensore avente anche e come indice di covarianza, 
per cui si usa anche scriverla: 

Tav:cile- 
Conseguentemente si ha pure (essendo x. = £y,%*): 


(35) — 


Te Da 


Da questo teorema discende in particolare che se ® è uno scalare (funzione del 
punto cronotopico) la grandezza: 


dp 


36 i a 
( ) dx D. 
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è un vettore che dicesi gradiente dello scalare ®; mentre la grandezza: 


ò è d°D db è 1 è? 
—_—— —= fa = —. _— — - i »- lee == — 
(97) dx dx, = dk ( dx? + òy? + dz? e di ) sai 


è uno scalare. Si può anche dire che l’operatore gradiente di una metrica pseudo- 


ò \. i 
euclidea (e cioè >) si trasforma come un vettore covariante, e che l’operatore 
ò? ‘o ò? 1 a 


òy? È dz? e è 


si trasforma invece come 


dalambertiano D = ——- + 
uno scalare. dae 


OssERVAZIONE I. — Ricordiamo che un tensore nello spazio tridimensionale ordi- 
nario è caratterizzato dall'avere proprietà tensoriale rispetto alle rotazioni (R) ed alle 
traslazioni (T) di una terna destrorsa di assi cartesiani ortogonali entro un dato 
riferimento inerziale. Sotto queste trasformazioni lineari non vi è distinzione fra co- 
varianza e controvarianza e pertanto la posizione degli indici è senza importanza. 
Inoltre R e T (oltre che #' = #) formano un sottogruppo delle trasformazioni generali 
di Lorentz; cosi ad esempio, applicando una trasformazione RT a un tetravettore Qt = 
=(g, 4), g si trasformerà come un 3-vettore ordinario e £ come uno scalare. Appli- 
candole al tensore del 2° ordine: 
gl 112 713 D' 
su e JD gi 
pf33 792 733 pd 
d I I k 


l'insieme di componenti fi si trasforma come un tensore tridimensionale, quello delle 
pi e delle g* come un vettore e # come uno scalare. 


Tuva= 


OsseRvAZIONE II. — Un tensore emisimmetrico del 4° ordine 7Fr8 ha una sola 
componente distinta e si comporta rispetto ad una trasformazione propria di Lorentz 
come uno scalare. Rispetto a una riflessione spaziale uno scalare @ è però invariante 
mentre il tensore y = 7°#Y8 cambia di segno (ha cioè parità dispari) ed è pertanto 
detto psendoscalare. Analogamente un tensore emisimmetrico del 3° ordine 7a8Y ha 
quattro componenti distinte che si comportano rispetto a una trasformazione propria 
come quelle di un tetravettore. Rispetto a una riflessione spaziale le componenti di un 
tetravettore Y cambiano di segno, mentre quelle 53 = 78 del tensore emisimmetrico 
rimangono invariate. Il tensore S3 = TefY è pertanto denominato psendovettore. 


Vogliamo ora fissare la nostra attenzione su qualche vettore associato al 
cronotopo della relatività ristretta di particolare interesse fisico. Dividendo le 


componenti: 
dx*= (dx! dx? dx3 dx4) 


del vettore controvariante che rappresenta uno spostamento infinitesimo di 
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nati ds 
punto, per l’invariante - (tempo proprio) otteniamo un nuovo vettore: 


ERRORE... dx: di 
DI __ dd ds Vi1-p3 
iz Mi a di _  vy 
î de ds di ds Vi—p? P 
(38) IH ua. 3 g= — 
î da de dt VD. £ 
Ho = € —T— = £{ —T —-=--ee-_ 
ds dit ds Vi— 8? 
A a MER a di — e 
_ db di ds vVi-6 


denominato velocità cronotopica. Come si vede; le prime tre componenti del vet- 
tore tetradimensionale coincidono, a meno di termini dell’ordine di {3?, con 
le componenti della velocità ordinaria della meccanica newtoniana; la quarta 
componente è invece eguale, a meno del fattore c, al rapporto fra il tempo mi- 
surato in un riferimento, rispetto al quale il punto si muove con velocità », e 
il tempo proprio del punto stesso. Le (38) mostrano poi immediatamente che 
la velocità cronotopica è un vettore tetradimensionale a carattere temporale, 


poichè si ha: nn°= > 0. 


Come secondo esempio, consideriamo l’accelerazione cronotopica, che è il 
tetravettore definito dall’equazione: 
du 
ca 


a*= € 


Esprimendo le componenti in funzione della velocità ordinaria 7 (V,, Yw %:) 
e della derivata di questa rispetto al tempo ordinario 7, si ottiene: 


Men d, v:(d-d) 
“Cip sa 
PRE CALI 

1—-pi' a — pai 
“7 ip sapo 
sia D.d 
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Da queste formule si deduce facilmente: 


_— 

yo -> 
® °y 
dp? € 


agt=— ——__ i < 0 

“7 G_p9 (—-p9 

che esprime essere l’accelerazione cronotopica un vettore tetradimensionale di 
genere spaziale. Ciò può del resto riconoscersi immediatamente osservando che 
nel sistema proprio del punto mobile (al quale sistema si può passare per mezzo 
di una trasformazione di Lorentz) si ha: 


= d, a= ò, aî= b, ai=0 

per cui 4% è un vettore con componente nulla sull’asse dei tempi di tale sistema, 
proprietà questa che è caratteristica, come abbiamo detto al $ 7, dei vettori di 
genere spaziale. 

Essendo dunque #* un vettore cronotopico di genere temporale e 4% un 
vettore cronotopico di genere spaziale, da un’osservazione fatta a suo tempo 
($ 7) discende che esiste un particolare sistema di riferimento (che è legato al 
punto mobile) nel quale si ha il vettore velocità lungo l’asse dei tempi e quello 
accelerazione lungo l’asse x, per cui i due vettori risultano ortogonali. Che ciò 
sia si può del resto verificare direttamente applicando la condizione di ortogo- 
nalità enunciata al $ 8. Infatti dalla relazione dianzi trovata: 


ugi= c* 
derivando rispetto al tempo proprio si ha: 


du du, du 
= + 4% 5 deg 2un,—- = 21,4*= 0 


Un 


dr 


che esprime appunto che i due vettori #* e 4% sono, come si è detto, tra loro 
ortogonali. Dal punto di vista geometrico ciò trova un’immediata interpreta- 
zione nella solita rappresentazione cronotopica (fig. 24). Consideriamo infatti 
la linea oraria r di un punto mobile nel piano x, ® (sistema 5) e tracciamo la 
tangente a un punto / di essa. Riferendoci ora ad un nuovo sistema di riferi- 
mento nel quale l’asse dei tempi ©‘ è parallelo a detta tangente, l’asse x’ di questo 
nuovo sistema ci darà la direzione della tetraaccelerazione nel punto considerato. 
Evidentemente questo nuovo sistema 5S'(x', ©‘) è quello in cui il mobile punti- 
forme che descrive la traiettoria è fermo nell’istante corrispondente alla coordi- 
nata temporale (nel sistema S) del punto cronotopico di linea oraria r. Come 
segue dalle considerazioni svolte, in tale sistema è diversa da zero solo la quarta 
componente della tetravelocità, mentre è nulla la quarta componente della te- 
traaccelerazione. 
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Vogliamo infine mostrare come l’elemento di volume cronotopico 


d2 = dx dy dx d® sia invariante rispetto ad una trasformazione propria di 
Lorentz. Per vedere ciò consideriamo 


durante un intervallo di tempo df un 
corpo « fermo» che occupi il volume 
di dx dy dg. Se si immagina ora di 
far la stessa osservazione da un siste- 
ma di riferimento S' rispetto al quale 
il corpo si muove con velocità », le 
misure che si otterranno saranno le 
stesse che si deducono dalle precedenti 
per mezzo di una trasformazione di 
Lorentz. Supponendo verificate le con- 
dizioni che permettono di considerare 
una trasformazione speciale di Lorentz 
(anche nel caso generale ci si potrà 


sempre ridurre a ciò), varranno le rela- Fig. 24 - A illustrazione dell'ortogonalità dei 
rie tetravettori cronotopici della velocità e dell'ac- 
ZIONI : celerazione. 


de'=V1— "de, di'=d, d'=d, d0'= 


si ha quindi: 
dx' dy' dx' do' = dx dy dr dO 


che esprime appunto l’invarianza dei volumi cronotopici per le trasformazioni 
di Lorentz, e cioè il fatto che qualsiasi volume nel cfonotopo ha sempre la stessa 
misura qualunque sia il sistema di riferimento rispetto a cui si misurano le lun- 


ghezze e le durate, sempre che questi riferimenti abbiano moti relativi rettilinei 
e uniformi. 


$ 11. - Criterio della «relativizzazione » delle leggi fisiche. 


L’uso dell’analisi tensoriale nella teoria della relatività si presenta parti- 
colarmente utile ed efficace in quanto esso assicura che, se una relazione fra enti 
fisici è suscettibile di essere espressa in forma tensoriale (per mezzo di relazioni 
fra tensori associati alla metrica del cronotopo minkowskiano), essa certamente 
soddisfa alle condizioni di invarianza richieste dai principi sui quali la relatività 
(ristretta) è fondata. Infatti il principio di relatività della fisica einsteiniana ri- 
chiede che le varie grandezze fisiche devono trasformarsi, quando si applichi 
una trasformazione di Lorentz che esprime il passaggio fra due sistemi di rife- 
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rimento inerziali, secondo una legge ben definita (che è precisamente quella che 
caratterizza la trasformazione dei tensori). È poi evidente che, mediante l’uso 
delle notazioni tensoriali, le equazioni della fisica relativistica possono essere 
scritte in una forma completamente indipendente dal sistema di riferimento. 

Questa caratteristica delle equazioni relativistiche suggerisce anche un cri- 
terio di notevole utilità pratica per effettuare il passaggio dalle equazioni che 
descrivono un fenomeno nella fisica ordinaria (newtoniana) alle corrispondenti 
equazioni che descrivono lo stesso fenomeno nella teoria della relatività. 

Supponiamo infatti che si siano determinate, sperimentalmente o per altra 
via, le leggi di un fenomeno in un particolare sistema di riferimento Sy rispetto 
al quale i corpi sui quali si manifesta il fenomeno in istudio, sono a riposo. Tali 
leggi risulteranno espresse da relazioni fra enti (scalari, vettori e tensori) dello 
spazio ordinario e costituiscono un caso particolare delle leggi più generali che 
caratterizzano lo stesso fenomeno in un sistema di riferimento in moto. Queste 
leggi più generali devono essere, per quanto sappiamo, esprimibili sotto forma 
di relazioni cronotopiche tensoriali e dovranno ridursi alle leggi determinate 
direttamente se specializzate rispetto al sistema in riposo Sy- Queste condizioni 
sono soddisfatte adottando il seguente criterio per la relativiggazione delle leggi 
fisiche: « Determinate le leggi che caratterizzano un fenomeno fisico che si veri- 
fichi su un corpo fisso nel riferimento Sp, le equazioni che le generalizzano e che 
sono valide rispetto a qualunque riferimento S dotato di moto rettilineo ed uni- 
forme rispetto a S,, potranno ottenersi scrivendo delle equazioni cronotopiche 
tensoriali che generalizzano quelle ordinarie trovate direttamente in modo tale 
che, specializzate rispetto al sistema a riposo, si riducono alle leggi determinate 
direttamente ». 

Naturalmente il criterio enunciato non sempre permette una generalizza- 
zione univoca delle leggi a riposo; solo l’esperienza potrà dire, in definitiva, se 
le equazioni tensoriali assunte siano o no fisicamente accettabili. 

Vedremo nel seguito diverse applicazioni del criterio di relativizzazione 


che abbiamo otra enunciato. 
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CaritoLo V 


ELETTRODINAMICA RELATIVISTICA 


$ 1. - Forma tensoriale delle equazioni di Maxwell. 


Abbiamo precedentemente provato come le equazioni di Maxwell del campo 
elettromagnetico siano covarianti rispetto ad una trasformazione di Lorentz 
e ne abbiamo determinato le relative leggi di trasformazione. Ricordiamo una 
caratteristica peculiare delle formule di trasformazione così ottenute (cfr. cap. 
III, $ 10): come si vede dalle formule (24) e (24') di tale paragrafo, ciascuno dei 
vettori ordinari E' ed H' dipende simultaneamente da E e H; in altri termini 
la separazione di un campo elettromagnetico nelle sue parti elettrica e magnetica 
dipende dal moto del sistema di riferimento, per cui un campo che in un sistema 
può venir considerato come puramente elettrico, in un altro sistema in moto 
rispetto al precedente esso viene a possedere anche componenti magnetiche. 

Se si confrontano le formule da noi ottenute per il complesso delle sei com- 
ponenti E.,, E,, E., H., H,, H; con quelle dedotte per le sei componenti di 
un tensore emisimmetrico (cfr. cap. IV C, $ 10) si vede immediatamente che 
tali formule sono le stesse, purchè si assuma: 


F3= H, F®= H, F3= H, 
Fa= E, Fa = E Fa= E. 


y 


Si conclude quindi che, nel quadro della teoria relativistica, l’insieme delle com- 
ponenti del campo elettrico e del campo magnetico costituiscono un tensore 
emisimmetrico del 2° ordine, le cui componenti «controvarianti» si possono 
rappresentare per mezzo dello schema: 
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Il tensore F*f è detto fesore del campo elettromagnetico. 
Esso potrà anche essere espresso per mezzo delle sue componenti « cova- 
rianti » F,g, che si possono ricavare dalle precedenti pnr mezzo delle formule 


(31) del $ 10 del cap. IV C. Si ha così: 


Si osservi esplicitamente che, come già abbiamo detto, il tensore del campo 
elettromagnetico è emisimmetrico, per cui varranno le note proprietà: 
F Fa= 0 


s= — Fax 


e per il quale si hanno complessivamente sei componenti indipendenti non nulle. 
È anche immediato verificare che, per uno spazio vuoto senza sorgenti, le 
equazioni di Maxwell si possono mettere in forma tensoriale scrivendo: 


(1) Faoty + Fovia + Frage = 0; Fig= 0. 


Dando infatti agli indici a, f, y i valori 1, 2, 3, 4, la prima equazione scritta dà 
origine al primo gruppo delle equazioni (1’) (Parte I, Cap. II, $ 3), mentre la 
seconda (con la consueta convenzione di sommare sulle coppie di indici ripetuti) 
dà origine al secondo gruppo. 

Si noti che, introducendo il tensore fondamentale di Ricci da noi definito 
al 69 del Cap. IV C,, la prima delle equazioni tensoriali precedenti si può scrivere: 
e Fa= 0. 

Il carattere delle equazioni tensoriali trovate mette chiaramente in luce la 
covarianza, richiesta dalle esigenze relativistiche, delle equazioni di Maxwell 
per lo spazio vuoto senza sorgenti. 


OssERvAZIONE. — Generalizzando i noti concetti di div e di rot familiari nell’or- 
dinaria analisi vettoriale, si suole anche dire che la prima delle equazioni (1), e cioè la: 
e®Yf F.g,y= 0, esprime che la rotazione (tetradimensionale) del tensore Fa è nulla, 
e la seconda di tali equazioni: F=8,g = 0 esprime che la divergenza (tetradimensionale) 
del tensore Fà è pure nulla. Si può quindi scrivere simbolicamente: 
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$ 2. - Covarianza delle equazioni generali di Maxwell-Lorentz. 


Passiamo ora a considerare il caso in cui il campo elettromagnetico (nel 
vuoto) sia determinato da una distribuzione di sorgenti, costituite da cariche 


elettriche di densità p e da correnti di densità j.'Le equazioni di Maxwell si 
scrivono allora: 


divH7 = 0 divE = 4rp 
È H E 
Pila _L 35. 
rot£ + w 0 ro “lle 4nj 


Particolarmente interessante per le applicazioni è il caso in cui le correnti che 
determinano il campo sono dovute al moto di cariche libere, per cui si ha: 


- # 
(3) j=p_. 
€ 


Con ciò le equazioni (2) diventano le note equazioni di Maxwell-Lorentz che 
stanno alla base della teoria degli elettroni. Si noti che come conseguenza imme- 
diata delle equazioni (2) si ha l’equazione di continuità : 


(4) div j + — n 0. 


Si tratta ora di determinare le leggi con cui si trasformano le varie grandezze 
che compaiono in queste equazioni, allo scopo di assicurarsi della loro covarianza 
relativistica. Le considerazioni fatte per il caso di un campo senza sorgenti ci 
hanno mostrato che i vettori (ordinari) campo elettrico E e magnetico H si 
trasformano come un complesso unico avente le proprietà di un tensore emisim- 
metrico F°9. Si tratta ora di trovare le leggi di varianza della densità di cor- 
rente / e della densità di carica p. Dette grandezze compaiono nelle equazioni di 
Maxwell-Lorentz ai secondi membri delle equazioni: 


divE = 4np; th — —- dep 


Ricordando che, come abbiamo visto al paragrafo precedente, i primi membri 
di queste equazioni dal punto di vista tensoriale non sono altro che la diver- 
genza del tensore Fà, vale a dire F°à,, che si trasforma come un tetravettore, 
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ne consegue che / e p dovranno pure costituire un unico complesso avente le 
proprietà di varianza di un tetravettore. Ciò può essere verificato con le consi- 
derazioni dirette che ora faremo. 

Cominciamo anzitutto col dimostrare che la carica elettrica costituisce uno 
scalare invariante. Allo scopo si consideri una particella carica (elettrone) ferma 
in un sistema S e sia g la sua carica misurata in tale sistema. In un altro sistema 
di riferimento S', dotato di moto rettilineo uniforme con velocità 7 rispetto 
a S, la particella si muoverà con velocità — Y e avrà una carica 9g’. Immaginiamo 
ora di accelerare la particella fino a farla muovere in S con la velocità — ?: 
essa si troverà in S esattamente nelle stesse condizioni fisiche in cui si trovava 
prima nel sistema S'. Ma dall’equazione di continuità della carica elettrica (4), 
integrata rispetto ad un volume sufficientemente grande perchè, nell’intervallo 
di tempo in cui si eseguono le misure tutta la carica della particella rimanga 
entro di esso, si deduce che in tale sistema la carica della particella in moto dovrà 
avere lo stesso valore g presentato dalla particella a riposo. Sarà pertanto: 


q=4g 


che esprime appunto che la carica elettrica 9g è un invariante. 

Dette ora p e p’ le densità di carica, rispettivamente nei due sistemi in moto 
relativo l’uno rispetto all’altro, e dx dydz, dx' dy' dz' gli elementi di volume nei 
quali la carica è contenuta, si dovrà dunque avere: 


p dx dy di = p' de' dy' di. 
Confrontando questa relazione con quella da noi dedotta al cap. IV C' ($ 10): 
dt dx dy dg = dt' dx' dy' dz' , 


che esprimeva l’invarianza di un elemento di volume cronotopico, si deduce 
che la densità di carica p si deve trasformare esattamente come un intervallo 
temporale. Si deve cioè avere: 


(5) p= TIR *). 


Essendo, nel sistema S, la particella in moto con velocità — 7= #, essa darà 


*) Il ragionamento fatto prescinde dal comportamento delle diverse d în gi 
| rispetto alle trasformazioni improprie di Lorentz. RERIIERAZO 10: BIOCO 
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luogo ad una corrente elettrica, la cui densità / avrà per componenti: 


1 d 
(6) si Polly Po di 


otterremo un vettore cronotopico j“, che viene detto densità di corrente cronoto- 


pica o semplicemente fefracorrente, il quale è direttamente proporzionale alla 
tetravelocità #* di una particella in moto. 


Pertanto le equazioni di Maxwell-Lorentz per un campo generato da cariche 
in moto si scriveranno in forma tensoriale nel modo seguente: 


(8) gSrab PIA = 0 Pia = 4nj*. 


Con le notazioni tensoriali ora introdotte l’equazione di continuità (4) 
si scrive: 


(9) Sia 0 


$ 3. - Potenziali del campo elettromagnetico. 
Ricordiamo ora che i vettori E e del campo elettromagnetico si possono: 


derivare da un vettore 4 (potenziale vettore) e da uno scalare V/ (potenziale 
scalare) per mezzo delle relazioni: 


(10) 
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Non essendo i potenziali A e V completamente determinati da queste equazioni, 
che servono per la loro stessa definizione, si suol imporre ad essi la condizione 


supplementare (detta di Lorentz): 


. 1 dv 
(11) divi + — 7° 


Tenendo conto di ciò, dalle equazioni di Maxwell-Lorentz si deducono le 
note equazioni dei potenziali: 


1 4 dr _. 
viltà E fmi 
(12) 
1 èiV 
A,gV van 4np 


Ci proponiamo otra di scrivere le equazioni che abbiamo richiamate in forma 
tale che metta in evidenza il loro carattere covariante. 
Allo scopo ricordiamo che, come abbiamo a suo tempo ricordato (cap. IV C, - 
6 10), l'operatore dalambertiano: 
i è’ 


mici 
LI ù co è 


è un invariante e che, come abbiamo visto al paragrafo precedente, le grandezze 


y nr ; i ; i 
(e ——, p] costituiscono il tetravettore controvariante j*. Per la covarianza 
c 


delle (12) si dovrà avere che le grandezze: 

(13) De = (4, Any Aa V) 

costituiscono esse pure un tetravettore controvariante, cui si dà il nome di 
fetrapotenziale del campo. 


Le equazioni (12) possono quindi scriversi con notazioni tensoriali: 


(12’) D®d*= — 4rj°, o anche: De = 4inj°. 


Introducendo le componenti covarianti del tetrapotenziale, le quali, in virtù 
delle formule (30) di cap. IV, sono date da: 


(13') o=(A, Ah A, N, 


CAP. V - ELETTRODINAMICA RELATIVISTICA 227 
le relazioni (10) potranno essere conglobate nell’equazione tensoriale: 


(10‘) Fa 


e la (11) potrà scriversi: 


(11°) i =D, = 0. 


$ 4. - Forze ponderomotrici e potenza della corrente. 


È nota dalla teoria elettronica di Lorentz la forza che agisce sulla carica 


elettrica contenuta nell’unità di volume e supposta in moto con la velocità 7. 
Essa è data da: 


(14) E-o(E+ AA) 


e viene chiamata densità di forza ponderomotrice. 
Questa forza nell'unità di tempo compie un lavoro dato da: 


(15) p= 0. E 


che prende il nome di potenza della corrente. 

Dalle leggi, che già abbiamo stabilito, di trasformazione delle varie gran- 
dezze che compaiono nelle formule, si deduce immediatamente la legge di tra- 
sformazione di £ e di p. Un calcolo immediato mostra che il complesso di queste 
grandezze costituisce il tetravettore: 


“A i 
f —(kn4,k, n). 


È questo un tetravettore di genere spaziale: infatti, nel sistema di riferimento 
legato alla carica, si annulla la quarta componente di detto vettore. 

Dall’espressione (14) della densità di forza ponderomotrice si può calcolare 
la forza totale che si esercita su di una carica in moto che occupi un determinato 
volume. Essa sarà data da: 


(16) 2-| tav | e(E+ - nB\dv. 
V V 


*) Si osservi che la prima delle (1) consegue necessariamente da questa posizione. 
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Se il campo elettromagnetico ha una variazione spaziale sufficientemente lenta, 


potremo scrivere: 


(165) K= a(E+TA2) 


avendo introdotto la carica totale: 
q= | pdV. 
Vv 


È importante notare che il vettore dello spazio ordinario X non può essere in- 
terpretato come la parte spaziale di un vettore cronotopico : ciò si vede immedia- 
tamente osservando che l’elemento di volume ordinario 4V/ non è un invariante, 
ma cambia di valore passando da un riferimento ad un altro, per effetto della 
contrazione di Lorentz. Può essere pertanto interessante trovare la legge di tra- 
sformazione del vettore ordinario X. Per una trasformazione speciale di Lorentz 


si ha: A p 4 
elsa" VIA 
ky =f°=fi=ka, 

k, = f? = fi = ko 


e come abbiamo visto a suo tempo: 
dV=dV,V1— BR. 


Integrando le espressioni #,dV, £,AV, k.dV su tutto il volume occupato dalla 
carica, otterremo le componenti del vettore X, misurate in un sistema dotato 
di velocità — rispetto alla carica stessa, in funzione delle componenti della 
forza K, che si esercita sulla carica nel sistema legato alla carica stessa. Si ottiene 


così: 
Ki 1 Ko, 


(17) K,= Ko, V1— 
K,= K,Vi-B, 


che hanno, come vedremo, una certa importanza nello studio del moto di 


una carica materiale secondo le leggi della meccanica relativistica. 
Osserviamo ancora che la (16‘) ci dà la forza che agisce su di una carica in 
moto. Nel sistema solidale con la carica la forza agente sarà data semplicemente da: 


(18) (PEA 
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Ricordiamo d’altra parte che, come abbiamo visto al $ 1, dalle formule di tra- 
sformazione delle componenti del campo elettromagnetico si ha: 


Eo,= Hi, 
Bree & 
€c 
E,= ———— 
0, VI > 8? 
Vv 
E, + — AH, 
Ha = 


Moltiplicando queste equazioni pet la carica 9 ed introducendo le componenti 
della forza totale X e di quella X, date dalle (16‘) e (18), si riottengono imme- 
diatamente le (17). 


$ 5. - Il tensore energetico del campo elettromagnetico. 


Sono note nella teoria di Maxwell le relazioni che legano la densità di quan- 
tità di moto e le forze ponderomotrici. Dal punto di vista relativistico interessa 
sapere come-dette grandezze e relazioni si trasformino passando da un sistema 
di riferimento ad un altro. Questo problema può essere risolto immediatamente 
ed in modo completo ricorrendo alla descrizione tensoriale delle leggi del campo 
elettromagnetico. 

Date le relazioni (14) e (15), che trascriviamo in forma tensoriale: 


(19) Sa Faj® 


vogliamo mostrare come si possa determinare un tensore doppio simmetrico 7g 
tale che si abbia: 


(20) TR= fa. 
Posto infatti: 
1 1 
(21) Tg = e. ForFit 7 dsFaP° 


(da cui risulta evidente che il tensore 7g è, come richiesto, simmetrico), verifi- 
chiamo che il tensore 7,g soddisfa alla (20). Si ha infatti: 


4r Ti = 4nf,+ FO FI+A Fan PF", 
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e pet la (19) e la seconda delle equazioni (8): 


1 
li FeFh 


Ma, per l’emisimmetria del tensore F°f, potremo anche scrivere: 
FE Fi= Foe F°= 1 (Fon F°+ Fog FM)= % (Fota + Fou) F° 


e quindi: 
4n TR = 4ref., + t (Fe t Loan Te Fey) Pr, 


Ricordando infine la prima delle equazioni (8) si ha infine: 
Tie=Sa 


Nota così una soluzione particolare dell’equazione (20), che è un’equazione 
differenziale lineare, si potrà ottenere l’integrale generale della stessa aggiun- 
gendo a detto integrale particolare l’integrale generale della corrispondente 


equazione omogenea: 
TB=0. 


L'aggiunta di un tensore a divergenza nulla non ha però alcun interesse fisico, 
in quanto l’ente da cui dipendono le azioni fisiche è il tetravettore f,, che da tale 


aggiunta non viene affatto alterato. 
Per mettere in evidenza il significato fisico del tensore energetico relati- 


vistico osserviamo che le sue componenti 7° possono rappresentarsi nello 
schema: 


(22) 
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avendo gli elementi del tensore i seguenti valori: 
1 
Ta= 7 {_F3+ E}+ E: H+ H}+ H}} 
1 
Tn Ty a FE H: H,} 
c 
da = EH. E.H} 
Ty= — Ej+ Et+E?-H}+ H3+ H%} 
7 1 
zz = == {(E-E.-H.H}} 
c 
S, = {E H:_ H.E.} 
1 
T:=-—{_ E}+ E:+ E° H+ H3+ H 
8r = y z x Y 
tu 
Tsy= Ty= 7 EyE:.-HyH} 
c 
S, = x {E,H,-E,H.} 


s = 7 {(E+ } (H?— E3)}= — (E°— H?). 


Il tensore (nello spazio ordinario tridimensionale) 7;; (i,j= 1, 2, 3) rappresenta 
il tensore maxwelliano delle tensioni elettromagnetiche; il vettore (nello spazio 
ordinario tridimensionale) S' è il vettore radiante di Poynting che caratterizza la 
propagazione del campo elettromagnetico; infine 4 non è altro che la densità 
dell'energia del campo elettromagnetico. 

Per comprendere meglio il significato delle (20), le metteremo in forma espli- 
cita facendo uso delle notazioni dell’ordinario calcolo vettoriale. Si ottiene così: 


1 
k = divto — —S 
c 


Ancor più interessante è il significato delle relazioni integrali che si possono 
dedurre dalle (20) stesse. Infatti da tali relazioni, che legano le componenti del 
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tetravettore f, a quelle del tensore relativistico dell'energia, si ottengono imme- 
diatamente le seguenti formule: 


(A dV= | TIR dv, 


che, scritte in modo esplicito, danno: 


[Adv (+ ta ta) +] $S.dV 
d% ro v 

[ 4av= (Fe + Sx n) Mir >| dV 

v ri dx c v 


[4a (+ + n) dv Da |, 5.v 


Lalli: (e, ce erra Late +] ndV. 
p € e Jv\ dx òy d% ced Jr 


Ricordando ora che, per il teorema della divergenza, si ha (indicando con # il 
versore della normale esterna alla superficie che racchiude il volume considerato) : 


[+ 2) = [ avtar- [aa 


da 


e che, per una nota formula atta a trasformare un integrale di volume in uno di 
superficie, si ha pure: 


Ole < dle dT.. 
LE iù òy ù SE) = 


-[ (7. cos(sx) + 7., cos(1y) + 7.. cos(uz) de -[ Il, do 
WP. & A 
[. dx * òy di òz 2) = 
-[ Tys cos(ix) + Tyy cos(17) + Ty cos(nz) do = f II, do 
a. dg N 
f,( dx * òy * ò% )r= 
= [7a costi) + Ty cos(m) + 7. coste) 4 = | 1,4 
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(II,, Il,, Il, sono le componenti cartesiane di un vettore IÎÎ), avremo in definita 
le formule: 


(23) K= [ #av= fn doi >| sw, 


“ al Adsveltaa_® 
(24) P= | pdV = il (&-d)dV = ff Fdo——. fa dV. 


Si noti che la forza ponderomotrice X determina, in osservanza alle leggi della 


meccanica, un aumento dell’impulso G della massa inerte legata alle cariche. In 
conseguenza di questo fatto (che vedremo conserverà la sua validità anche per 
la meccanica relativistica) porremo: 


dG 
25 a 
(25) >" 
Introducendo poi il vettore: 

3 
(26) i Sus È, 


detto densità di impulso elettromagnetico, la (23) può scriversi: 
db _— 
Vv G 


In particolare per un sistema elettromagnetico isolato (limitato cioè in una zona 
dello spazio entro la quale non affluisce nè defluisce impulso elettromagnetico) 
si avrà: 


e” 2 4 [10)-0 


onde: 


c+| EdV = cost. 
ld 


che esprime essere la somma dell’impulso meccanico e di quello elettromagnetico 
costante. 
La (24) costituisce invece evidentemente l’equazione del bilancio energetico. 
Particolare interesse offre poi il caso particolare di un campo eletttomagne- 
tico senza cariche. In questo caso il tetravettore f, è nullo, per cui la (20) diventa : 


TI8=0. 
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A questa equazione soddisfa per esempio il tensore energetico relativistico di 
una radiazione elettromagnetica propagantesi nel vuoto e generata precedente- 


mente da una sorgente luminosa qualsiasi. 
Si può dimostrare la validità del seguente teorema: « Se il tensore 7,g è 
diverso da zero soltanto in un dominio spaziale finito e ivi ha divergenza nulla, 


l'integrale: | 7, ,4V esteso a questo dominio possiede i caratteri di un tetra- 


vettore ». Pertanto le grandezze: 


G=6:=4 [ muav = | Sy dV 
la) 14 € 14 


e=G,= [ av | S,dV 
V 
14 


(28) 
G-G=- | Tudv— | del 
c vr e ly 


i f, 
ce-4- | (reav- = | udV, 
c ce Jy e 


che danno l’impulso e l'energia totale, si trasformeranno secondo le formule: 


cr 
= vi sob 
(29) 
LIES, 


Notiamo ancora che il tettavettore G* non può essere di genere spaziale. Se 
ciò fosse, si potrebbe infatti trovare un sistema di riferimento nel quale si abbia 
G#0 ma #= 0. Ma ciò è impossibile, perchè l'energia 4 può annullatsi solo 
in una regione dove il campo sia nullo. Si dovrà pertanto avere: 


G,G*>0, cioè (=, 
c 


e conseguentemente G* potrà essere o un vettore cronotopico di genere tempo- 
rale o a lunghezza nulla. Vedremo più avanti come nel caso di un’onda piana 
esso sia un tetravettore a lunghezza nulla. 
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Ricordiamo infine come di un campo e.m. qualsiasi interessi talvolta consi- 
derare il tensore del 3° ordine: 


May A Too ay lu xa 
detto densità dei momenti. Esso ha per divergenza: 
Mo = TR T#6 


che risulta nulla per essere 7° simmetrico. Come conseguenza di ciò si ha (ne 
tralasciamo la dimostrazione) che la grandezza: 


faune (1-5) 


e 


la quale esprime il momento della quantità di moto del sistema, è un integrale 
primo del moto. 


$ 6. - Onda luminosa piana. Effetto Doppler. Aberrazione. 


Vogliamo ora applicare le considerazioni precedenti, che hanno permesso 
di mettere le equazioni dell’elettromagnetismo sotto forma esplicitamente inva- 
riante rispetto a una trasformazione di Lorentz, allo studio dell’onda luminosa 
piana. A questo proposito giova notare che l’applicazione dei procedimenti 
della relatività alle equazioni di Maxwell consente una semplificazione essenziale 
nello studio di tante questioni, anche se queste in via di principio possono essere 
studiate direttamente partendo dalle equazioni di Maxwell scritte nella loro forma 
ordinaria, le quali implicitamente soddisfano alle esigenze di invarianza imposte 
dalla teoria della relatività. 

Dal sistema di riferimento S si osservi la propagazione di un sistema di onde 
luminose piane di lunghezza d’onda X e polarizzate rettilineamente. Sia 7 = 
(2, #1,» #1) la direzione di propagazione. Scriviamo la fase della vibrazione lu- 
minosa sotto la forma: 


(30) E (— setole) 


c 


La nostra onda sarà pertanto definita dalle formule: 


E= E, exp(i®) 


dia H= H, exp(i0) 
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essendo E, e H, due vettori (ordinari) costanti di modulo uguale, normali fra 


loro e normali al versore 7. 
Nel sistema di riferimento $S', in moto rettilineo uniforme con velocità » 


rispetto a S, si avranno invece le seguenti formule: 
E' = E, exp(i®') 
H'=H, exp(i®D'), 


dove i vettori E’, H' (ed anche Ei, 4) sono legati ai vettori E, A (ed anche 
E, H.) dalle note formule di trasformazione (24) del cap. III $ 10, mentre la fase 
®' è data dalla formula seguente analoga alla (30): 
x'ny + yy + cea 
c 


D' = 2rv' G — 


Si tratta ora di stabilire la legge di trasformazione della fase. Ciò può essere con- 
seguito nel modo più diretto mediante un’osservazione di carattere fisico. Os- 
serviamo infatti che, se in un punto cronotopico il campo elettromagnetico è 
nullo, esso apparirà tale in qualsiasi riferimento. Ma, perchè ciò sia, occorre che 
la fase sia nulla (o multipla di 2x) in qualsiasi sistema di riferimento. Pertanto si 


avrà: 
D=- D'. 


Ricordando l’espressione esplicita della ®, data dalla (30) e quella analoga della 
corrispondente ®', avremo allora che applicando una trasformazione speciale 


di Lorentz si dovrà avere: 


t- — x 
XH x +3, + “ c? 1 F= 7) ' | 
v{f#- ——_ ___<|= | = = — " — |  _-_ {74 # 
( c V1 — p? c Vi—p? a VI + 11, 


Dovendo questa condizione essere identicamente soddisfatta per qualunque va- 
lore di x,_y, %, 7, si hanno immediatamente le seguenti formule di trasformazione : 


va v' Ra 

ViI— 

32 yes BT 
(32) vi, “rca 
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Ciò dimostra che le grandezze y#,,v#,,v1.,v si trasformano come un vettore 
cronotopico covariante dato da: 


Vig,= (CW, — WI — Wi, V). 


Ciò d’altronde deriva immediatamente dall’invarianza della fase ® e dal fatto 
che le x"“(x, Y, Z, cf) costituiscono un vettore cronotopico controvariante. Si 
osservi in particolare che, com'è facile verificare, nel vuoto il vettore cronotopico 
vi, ha lunghezza nulla. 

Dalle formule (32) dianzi dedotte si ottiene immediatamente l’interpreta- 
zione del noto effetto Doppler, vale a dire del cambiamento di frequenza della 
luce emessa da una sorgente in movimento con velocità Y. Infatti, consideriamo 
allo scopo una sorgente immobile nel sistema di riferimento S, che emetta in tutte 
le direzioni (vale a dire per qualsiasi valore dei coseni direttori #, ,,:) una radia- 
zione di frequenza vp. La frequenza v osservata da un osservatore S in moto ri- 
spetto alla sorgente lungo la direzione dell’asse x e con la velocità — 7, dipende 
dalla direzione di osservazione o, più precisamente, dal coseno #, dell’angolo 
compreso fra la direzione del moto e quella di osservazione. Infatti, invertendo 
l’ultima delle formule (32), tenendo presente che S, è il sistema considerato 
come « fermo » ed S quello considerato come « mobile » con velocità — 7, si 


ottiene : 
VI B? 


(33) i pn n 


È questa la formula che dà l’effetto Doppler relativo a una direzione qualunque 
del moto. In particolare, se tale moto è un moto di avvicinamento o di allontana- 
mento della sorgente rispetto all’osservatore (lungo la direzione che li congiunge), 
si dovrà porre nella formula precedente rispettivamente #,= n,=10n,= 


n,= — 1. Si avrà così: 
33' Mr EA (1 +B+ 
(33 ‘) v= Vo 1+8 si Vi Bt+...), 


che costituisce la legge dell’effetto Doppler /ongitudinale ordinariamente conside- 
rato nella fisica elementare. 


Supponendo invece la sorgente mobile normalmente alla direzione di osser- 
vazione {#,= 0), si avrà: 


(33°) v= voVi1—-B? = v(1_-3B"+...), 


che costituisce la legge del così detto effetto Doppler #rasversale, per il quale la 
grandezza v— vo, contrariamente all’effetto longitudinale, è proporzionale a 
8? e quindi di assai più difficile osservazione, tanto da non esser mai stato messa 
in evidenza prima dell’avvento della teoria della relatività. Come abbiamo visto 
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(cfr. $ 6 B, cap. III) esso è una diretta conseguenza delle formule di variazione 


col moto degli intervalli temporali. 
Ci occuperemo ora della legge con cui si trasformano le ampiezze della nostra 


onda piana luminosa. Assumeremo come piano x,_y quello contenente la nor- 
male al piano d’onda (cioè la direzione di propagazione) e la direzione del 
vettore elettrico. Com'è noto dalla teoria elementare, la direzione del campo 
elettrico, quella del campo magnetico e quella di propagazione costituiscono una 
terna ortogonale. Detta A l’ampiezza dell’onda e #,, #, i coseni direttori della 
normale dell’onda, avremo che i vettori A e E, dati dalla (31), avranno per 


componenti: Mix A asplié 
E,=—- An, exp(iD) 
E,=-At, exp(i2). 


Formule analoghe si potranno scrivere per il sistema di riferimento S”. Ricor- 
dando allora che, come si è visto a suo tempo, per il campo elettromagnetico 


valgono le formule di trasformazione: 


un _ E+SE 
z 1—-p? 
5a + 
y ia 
E,= E, 


si deducono immediatamente le formule seguenti: 


A= q4: 14 8 
Vi— p? 
zi = A' Sat è 
1T- p* 
nyA = A'n,. 
Dividendo le ultime due per la prima si ottiene: 
_ +8 
© 14% 


(32') 
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Queste formule, unite alla prima delle precedenti, dovranno essere equivalenti 
alle formule (32) da noi dedotte all’inizio di questo paragrafo. Dal confronto 


si constata che l'ampiezza A si trasforma con la stessa legge della frequenza v, 
vale a dire che: 


per cui in particolare varranno per l’ampiezza formule analoghe a quelle del- 
l’effetto Doppler relativo alle frequenze. 


È interessante calcolare la quantità di moto e l’energia elettromagnetica 
posseduta da un treno d’onde piane contenuto entro un volume determinato V. 
Esplicitando la espressione generale di tali grandezze, da noi dedotta al $ 5 e 
data dalle formule (29), per il caso particolare ora considerato, si ottiene: 


G= |, (E AH) dV = 3 |, pv 


(34) 
1 1 
sei a 2 2 i rase 2 
“ K | e + H?) dV a fe dV , 
dalle quali si constata immediatamente che il vettore cronotopico G*= (G,, 


Gila s) ha lunghezza nulla. Osserviamo anche che, come risulta dalle for- 
e 


mule ora scritte, le componenti di detto tetravettore si possono scrivere: 


Gi= G,= Cn, 
G?= G,= Ch, 
G3= G,= Can, 
ia Gi. 

e 

con: 
1 
= 2dV. 

E 4re fs 


Confrontando queste con le componenti del tetravettore pure di lunghezza nulla 
(v1,, vii,» Vi, v) dianzi considerato, si constata immediatamente che le grandezze 
u e v si trasformano con la medesima legge, onde si dovrà avere: 
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Questo risultato è di notevole importanza nei riguardi delle ipotesi di Planck 
e di Einstein che stanno alla base della primitiva teoria quantistica. Infatti secondo 
le dette ipotesi la luce, nei fenomeni di interazione con la materia, si comporta 
come se fosse costituita da tanti quanti isolati di energia 4v e quantità di moto 


by 
—, essendo # la costante universale di Planck. Se pertanto un treno d’onde 


limitato a un volume finito V/ si suppone contenere un numero £Z di quanti, si 
dovrà avere: 


G=|G]=—= coil 
c e 
u= Zhy. 


Dal risultato precedentemente stabilito che le grandezze # e v si trasformano con 
la stessa legge e dal fatto che, essendo Z un numero puro, esso è essenzialmente 
invariante, deriva che la costante universale 4 di Planck è una grandezza invarian- 
te rispetto ad una trasformazione di Lorentz. 

Si noti infine come le (32'), relative al cambiamento di direzione di un a 
luminoso quando si passi da un sistema di riferimento ad un altro, determinino 
il così detto fenomeno dell’aberrazione della luce. Siccome in pratica tale fenomeno 
si osserva confrontando la direzione di propagazione di un raggio luminoso 
emesso da una sorgente ferma con quello emesso da una sorgente in moto con 
velocità 7, dovremo supporre che il sistema di riferimento S si muova con velo- 
cità — 7 rispetto a quello « fermo » S, onde le (32) si potranno scrivere (in- 


vertendole): 
(32") l'EP, la TE 
° 1a," ni 1—- Ba, 


Introducendo l’angolo « (rispettivamente a') compreso fra la direzione di pro- 
pagazione del raggio e l’asse x (rispettivamente x'), si avrà: 
fl, = Cosa 1,= sena 
(35) è , ' 
n, = cosa' n,= sena', 


onde le formule dell’aberrazione diventano: 


(35‘) caselli DEE ; bili PESTE 
.1—- cosa 1-fsena 
da cui: 
iprallia senx Vi—-g? 
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Da queste formule si deducono poi immediatamente anche quelle per la trasfor- 


mazione dell’angolo solido 40 che racchiude un fascio conico di raggi. Si ha 
infatti (essendo dp = do'): 


dI _ senadado d cosa 


PDA e —_— __t—1—’— 


Tenendo conto delle (32'), (32''), (35), (35'), si ha pertanto l’importante rela- 
zione: 

do' 1—-p? 

dQ = (1— f cosa)?" 


$ 7. - Campo di un elettrone in moto e suo irraggiamento. 


Ci proponiamo ora di calcolare il campo di una particella carica dotata di 
moto qualsiasi, allo scopo di derivarne poi l’energia emessa sotto forma di 
irraggiamento. L'applicazione delle formule relativistiche di trasformazione si 
dimostra particolarmente utile a questo riguardo. 

Cominceremo a trattare un caso particolarmente semplice, consistente nel 
calcolo del campo elettromagnetico generato da una carica g puntiforme dotata 
di moto rettilineo ed uniforme rispetto all’osservatore. 

Detto S(O, x, y, %, #) un sistema di riferimento solidale con l’osservatore, 
introduciamo un altro sistema $£'(0', x', 1‘, z', #), solidale con la carica in moto 
con velocità 7 rispetto al sistema S. Sia R'(x', y', z') la posizione della carica 
all’istante #' = 0 (che suppotremo coincidere con #= 0) nel sistema S'. Essendo, 
come si è detto, questo sistema solidale con la particella in qualsiasi istante, questa 
occuperà sempre la posizione R'. Vogliamo calcolare il campo all’istante = 0 
nel punto O, che suppotremo coincidere in tale istante con O. In S' il campo ge- 
nerato dalla particella (ferma) sarà un campo puramente elettrostatico, vale a 
dire si avrà: 


(36) i 54 siate ‘imida: dai 


Si tratta ora di calcolare il campo osservato nel sistema S. Ciò può conseguirsi 
per mezzo di una trasformazione di Lorentz, Assumendo per semplicità l’asse x 
di S coincidente con x‘ di $', potremo applicare le formule (29) per la trasfor- 
mazione del tetrapotenziale ®* = (A,, A,, A., 9); avremo così: 


g' q Bp' 
= i $ A4,= , A,= 0; A,== 0 
SO 97M» Vip vi: 


®° 
I 
o|- 
Na” 
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Si tratta ora di esprimere r' in funzione delle coordinate relative al sistema S. 
Dato che, come già abbiamo osservato, la posizione R' (riferita al sistema S‘) 
è indipendente dal tempo, potremo eseguire il calcolo di r' per un istante qual- 
siasi: per esempio l’istante #' in corrispondenza del quale si ha: 


(38) r=T—-d', 


vale a dire: 
a'2 ty'3+ g'— ct = 0. 


Per l’invarianza delle equazioni ora scritte, avremo che per le coordinate x, y, 
%, #, che caratterizzano lo stesso evento in S, si avrà pure: 


(38’) r=— ct, 


vale a dire: 
x2+92+g2— ce = 0. 


Ma dalle formule della trasformazione speciale di Lorentz si ha: 


co— px 


ct = È 
1_-p? 


Sostituendo in questa formula a ef ed a c# le loro espressioni che si ricavano 
rispettivamente dalla (38) e dalla (38’), si ottiene: 


r' impiar(1-a z) 


Osserviamo che —v —- rappresenta la proiezione del vettore 7, diretto lungo 
x, sulla direzione r del vettore RO: vale a dire la velocità radiale — r.L 
calcolata all’istante f= — —. cioè ad un istante precedente di un tempo 
— quello (assunto come #= 0) in cui l’osservatore determina il campo nel 


punto O. Conseguentemente le (37) danno, per le grandezze del campo, ad un 
istante £: 


ri_e’eE e =“ q . = qr . —> - e 
°K ; I ° [( FF Sb Aa 
N (Ei er 1I-22)| 
O Cr 


dove le quantità entro [] denotano valori ritardati, cioè misurati all’istante che 


. r a . 
precede di o quello considerato dall’osservatore in O. 
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Le formule precedenti possono anche scriversi in forma vettoriale nel modo 
seguente: 


(39) pg e 


poue— 3 3A}? =—— cel 
É (1 i LI) el? (1 I] 
e » E r 
Il significato fisico delle equazioni scritte discende immediatamente dal fatto 


ben noto che le azioni elettromagnetiche si propagano con la velocità c. Infatti 
(fig. 25) esse danno il potenziale in un punto P (ove si esegue la misura) al- 


Fig. 25 - A illustrazione del carattere « ritardato » 
delle azioni elettromagnetiche. 


l’istante in cui la particella, muovendosi lungo la sua traiettoria rettilinea, passa 
per un punto 5. Nelle formule che determinano tale campo non figura però 
la distanza ro = BP, che separa la posizione della particella dal punto di osser- 
vazione all’istante della misura, ma quella r= AP che separava la particella dal 
punto di osservazione nell’istante in cui da essa partiva l’azione elettromagnetica 
che giungerà in P all’istante considerato. Se indichiamo con 7" il raggio vettore 
che congiunge la posizione 8 (all’istante #) della particella col punto di osserva- 
zione P, e con 7 il raggio vettore che congiunge il punto A, ove si trovava la 


particella all’istante # — — , con il punto P, si ha infatti: 


r e bid e 
come risulta chiaro tenendo presente che — è il tempo impiegato dall’azione 
ce 


elettromagnetica per propagarsi da A a P, e che tale tempo è eguale a quello 
impiegato dalla particella per spostarsi da A a 8. 


Si noti che essendo v costante si ha: [7]= #, onde le (39) possono scri- 


versi: 
q | = gl] 


89) e= [25] sli TO] 
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Queste formule, da noi dimostrate per una particella carica dotata di moto 
rettilineo ed uniforme, sono valide in realtà per moti qualsiasi della particella. 
Esse vengono indicate nella letteratura come formule dei porenziali di Wiechert- 


Liénard. 
La covarianza relativistica delle (39’), che risulta direttamente dal proce- 


dimento da noi seguito per la loro deduzione, può essere messa esplicitamente 
in evidenza, scrivendo le stesse in notazioni tensoriali. Introdotto infatti il vet- 


tore cronotopico: 


R° = (Fa fpfo et) (con co= Vri+r2+r2=r), 


di lunghezza nulla avendosi: 


R,Rem_ri-3_-r113=0, 
le (39’) si possono conglobare nella formula: 


È qu 


(40) ia 


dove si è introdotto il tetravettore velocità (cfr. cap. IV C, $ 10): 


È V, D, V, c ) 
1° = y => 7T-="="> > 
(7a ViI—-p° VI_- 8° V1— 8 
e dove R,4%, che è un invariante, dovrà avere il valore che a tale grandezza 
compete nel sistema a riposo, vale a dire: 


R,u= ro 


essendo r, la distanza « a riposo ». 
Per ottenere le grandezze del campo elettromagnetico conglobate nel ten- 


sore emisimmetrico F,g, basterà esplicitare le relazioni: 
Fap = Dale — Dare 
Tralasceremo l’esecuzione dei calcoli, e ci limiteremo a dare il risultato: 


aAa* — 05) (Aly — Rf) 


re Be + (Ra 


(41) Fa= man {R 


essendo 4“ il tetravettore dell’accelerazione cronotopica da noi già "RORE 
siderazione al $ 10 del cap. IV C. P gia presa 
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Esprimendole nelle notazioni vettoriali dello spazio ordinario, queste formule 
risultano (tralasciamo anche qui lo sviluppo dei calcoli) equivalenti alle seguenti : 


B-[-{£ L'sel LAVA PAT ce 
s a ts r c \ #1 c fit 


n-|- 11? ((-5+2)] 
t—rf/c 


c? 


— 
rp 

SEFfr_ s 
€ 


che rappresentano pertanto il campo elettromagnetico generato da una carica 
puntiforme animata da moto qualsiasi. 
Per discutere il loro significato fisico, osserviamo anzitutto che esse soddi- 
sfano alla relazione: È . 
A-|T AE]. 
r 


t_r/e 


(42) 


che mette in evidenza come il campo magnetico sia sempre perpendicolare al 
campo elettrico ed al raggio vettore 7. Viceversa il campo elettrico E non è 
in generale normale a #, avendo una componente radiale data da: 


ei-[t(-5] 


Si è soliti scomporre i campi E e 7H, dati dalle (42), rispettivamente in due campi 


parziali: E -E4+E, B=AB,+A, 
essendo: ca 2 

E,= È (- ) (! “ll, 
(43) 

2 [E (7A) 
I E,=-[- + re D(E_I_ 
(44) 


FNÒ grid i li 
lea E ri + 5 ( c n7)| % [oz] 
— ro irc 
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Le (43) rappresentano il campo elettrico e magnetico creato da una particella 
dotata di moto rettilineo uniforme (# costante). Avendosi in questo caso: 


nola) 


tati alla 
A=| sì bui c (! e? IL. [È A 


Caratteristica dei campi E,, H, è la diminuzione in ragione inversa del qua- 
drato della distanza dalla particella, mostrando così il loro carattere di campi 
statici trascinati dalla particella nel suo moto uniforme, Anzi per v= 0 cisi 
tiduce all’ordinario campo elettrostatico coulombiano. 

Le (44) rappresentano invece un campo elettromagnetico, che diminuisce 


1 ti l i 
con la distanza solo come —, caratteristica questa di un’onda sferica col centro. 
r 


nella particella. A grandi distanze questo secondo campo sarà ovviamente pre- 
ponderante rispetto a quello statico: per questa ragione si suol patlare, analoga- 
mente a quanto si è soliti fare nella teoria del dipolo hertziano, di una %ona 
dell’onda di velocità e di una gona dell’onda di accelerazione o di irraggiamento. 
Vogliamo ora occuparci dell’irraggiamento di energia elettromagnetica da 
parte di una particella carica in moto. L’energia e la quantità di moto elettro- 
magnetiche irraggiate nell’unità di tempo saranno date dalle grandezze: 


dGE 1 4d 
(45) 

dU 1 4d 

T- i+. 


Cominciamo ad osservate che l’onda di velocità non dà alcun contributo 
all’irraggiamento. Infatti, come abbiamo detto, per questa onda il campo de- 
cresce come — e perciò ogni espressione quadratica nelle grandezze del campo, . 
quale quella che compare nell’espressione del vettore di Poynting, decrescerà 


come —: conseguentemente attraverso una superficie sferica che contiene la 
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carica irraggiante si avrà un flusso di energia e di quantità di moto che va rapida- 
mente annullandosi ed al quale non corrisponde alcuna emissione di radiazione. 

Ci si convince subito invece che all’onda di accelerazione è legato irraggia- 
mento di energia. Infatti in questo caso il campo elettromagnetico decresce 
in ragione inversa della distanza, per cui, attraverso una regione sferica che con- 
tiene la carica irraggiante, si avrà un flusso di energia e di quantità di moto co- 
stante, al quale è associato un irraggiamento di energia. Per il calcolo esplicito 
di questo irraggiamento, associato al campo trasversale (i vettori E e F sono 
normali a 7°), potremo per semplicità metterci in un sistema Sy solidale con la 
particella carica e passare poi, con una trasformazione di Lorentz, al sistema 
dell’osservatore rispetto al quale la particella si muove con velocità 7. Osser- 
viamo che, per v= 0, dalle (44) si ha (tralasciando l’indice 2 divenuto ines- 
senziale) : 


E,= 4, |-3+(Ea) E] = LRAGRAD I: 


t—rfc Pol a 


—r 


P. “a 4 RA folte (E nE| 


t_rle 
onde: 1 q° ud 
H= ——— (Ei _ Hî) = E fo rics [(Fo A Do)"lirto 


Partendo da queste espressioni si può calcolare per via elementare l’energia 
e la quantità di moto irraggiate nell’unità di tempo; si arriva così ai seguenti 


risultati : 
2 
e 
di Jo 3 


(E) 


Tenendo presente che in questo caso #= 1 (essendo 7 il tempo proprio della 
particella) potremo scrivere: 
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Osserviamo che queste due formule si possono mettere in forma tetravettoriale 


nel seguente modo: 
dG* — + 2 q° 
di 3 et 


ha 
A,d I 


(infatti nel sistema della particella si ha: (2%) = (do; Do,» do,» 0), per cui q,44= 
= — (0)? € (4°)o= (0, 0, 0, c)). Per passare al sistema dell’osservatore ricor- 
diamo l’espressione generale (cfr. cap. IV C, $ 10) della norma del tetravettore 


accelerazione : 
a ca A ;)- 5°(1 — 82) 


alii Ap? 


che il tempo # dell'osservatore è legato al tempo proprio 7 dalla relazione: 
di= dt VI — f*, e le formule di trasformazione del tetravettore G*. Avremo 
pertanto, scrivendo in notazioni vettoriali ordinarie: 


2) 52 LS *\° 
2 @ (1— 2) +(£ n7) 


LL 
di 3 (1— p?)? 
sf gal 
dè 2 p_ 0-4 (77) T dW 
di o 3 ®° 0 (A=98 de 
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CarrroLo VI 


DINAMICA RELATIVISTICA 


A) EQUAZIONI FONDAMENTALI 


$ 1. - Generalizzazione relativistica delle equazioni di Newton. 


La legge fondamentale della dinamica prerelativistica F= mè è, come si 
è detto a suo tempo (cfr. cap. III), covariante (anzi invariante) rispetto ad una 
trasformazione galileiana, ma non covariante rispetto ad una lorentziana. La 
dinamica relativistica dovrà dunque essere fondata su leggi diverse da quelle 
della dinamica newtoniana, pur dovendosi in pratica ridurre a questa per velo- 
cità piccole rispetto a quella della luce. 

Si pone quindi il problema di cercare quali modifiche si devono apportare 
alle equazioni di Newton onde renderle covarianti rispetto ad una trasformazione 
di Lorentz. Nella risoluzione di questo problema seguiremo la strada che appare 
più semplice e consistente nell’applicare il criterio di « relativizzazione » delle 
leggi fisiche, da noi enunicato al $ 11 del cap. IV C e al quale già siamo 
ricorsi in precedenza. Tale criterio consiste nel trovare una legge tensoriale 
la quale, in un sistema di riferimento nel quale il punto materiale è a riposo, 
si riduca alla equazione: 


(1) mo = Fo 


della dinamica newtoniana (equazione del moto incipiente). Ricordiamo, come 
già abbiamo detto, che, una volta ottenute delle equazioni relativisticamente 
covarianti, toccherà all’esperienza di dire o no se esse siano fisicamente soddi- 
sfacenti. i 

Cominciamo pertanto con l’osservare come lo studio della covarianza delle 
equazioni di Maxwell-Lorentz (cfr. cap. III) per il campo elettromagnetico, 


ci abbia portato a considerare un tetravettore #*= c 


sal , associato al ds® del 


cronotopo pseudoeuclideo di Minkowski, che si presentava come un’immediata 
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generalizzazione dell’ordinario vettore velocità 7 = (v,, vy v:). Questo fatto 
ci suggerisce di assumere nella meccanica relativistica, come generalizzazione 
della quantità di moto #9 di un corpo di massa 7, (# è la massa misurata 
in un sistema solidale col punto materiale) il tetravettore: 


” PE dx 
(2) es = MET 


Tale generalizzazione consiste, in accordo col criterio di relativizzazione ricor- 
dato, nel sostituire il vettore ordinario 7 = (x, y, z) con il tetravettore x* = 


d 
(x, y. %. ct) e la derivata es rispetto al tempo (assoluto) della meccanica 


d 

prerelativistica, con quella c —— rispetto al tempo proprio del punto mate- 
| | ds 
riale mobile. 

Procedendo sempre in base al criterio di relativizzazione si presenta del tutto 
naturale il modo di generalizzare il primo membto delle equazioni di Newton, 
* . d * . LE . » 
cioè il vettore 7,4 = - (27,0): basterà infatti sostituire ancora alla derivata 


rispetto al tempo assoluto quella rispetto al tempo proprio del punto materiale 
mobile. Si ottiene così il tetravettore: 


d dx 
(3) ep (9°) = € È. (me Ss) 


che, esplicitato, risulta avere le componenti: 


1 d Molx 1 d MoVy 
cp 7-54 ( nr) 
(3) 
1 d Mo: 1 d Mo € 
topa) iii) 


nelle quali si è posto al solito B= —. e dove £ indica la derivata rispetto 


al tempo misurato in un riferimento rispetto al quale il corpo mobile sia dotato 
di velocità ». ; 
Osserviamo che, se B* < 1, cioè »° < e, per cui si potranno ritenere trascu- 
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rabili i termini dell’ordine di f?, le componenti del tetravettore relativistico (3) 
diventano: 


d 
Gia = (#20 Va) 


d 
G?= —“— (20 V,) 
(3) 
d 
G*= di (20 V:) 


LA 
e li 


essendo T= } 29° l’energia cinetica della meccanica newtoniana. 
Si noti ancora che, essendo la massa a riposo 77, una grandezza invariante, 


-d 
il tetravettore € " (24°) può anche scriversi: 


(4) mMAa° 


essendo 2° il tetravettore accelerazione, da noi introdotto al cap. IV C'$ 10, e 
già altre volte preso in considerazione. 

Si tratta ora di generalizzare il 2° membro dell’equazione di Newton, cioè 
il vettore forza F. Le condizioni di invarianza delle leggi relativistiche impon- 
gono di sostituire ad F un tetravettore F*, le cui prime tre componenti dovranno 
poi per v° < e? coincidere (per il solito criterio di relativizzazione) con le compo- 
nenti del vettore ordinario F, e la quarta con la potenza (divisa per c) della forza 
F. Che così debba essere, era da attendersi anche in base alle equazioni fonda- 
mentali delle elettrodinamica: avevamo infatti visto (cap. V, $ 4) che la genera- 
lizzazione relativistica della forza ponderomotrice agente su un punto materiale 
dotato di carica elettrica consisteva nel sostituire l’ordinario vettore X con un 
tetravettote f°. 

Per le ragioni che abbiamo esposto, assumeremo quindi come equazioni 
fondamentali della dinamica relativistica del punto materiale le seguenti: 


d dx 
(5) ma = € e (me SF) = P, 
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che, in forma esplicita, si scrivono: 


(5’) 


mat = : 5( sii )=F 
“Vi dt Vi1— 6 dia 


È importante osservare una notevole relazione fra l’ultima delle equazioni 
scritte e le prime tre. Essendo le componenti dei tetravettori 4* e 4* non indi- 
pendenti tra di loro, perché vincolate dalle identità: 


(6) aa ,=0, a"a,= 0, 


ne viene che l’ultima equazione deve essere una conseguenza delle prime 
tre. D'altronde ciò si verifica immediatamente moltiplicando ambo i membri 
delle equazioni (5) rispettivamente per #, #, #%, # e sommando; otterre- 
mo così: 

moan,= F°u,; 


ma il primo membro si annulla in virtù della (6), onde si dovrà avere: 
(7) F'a,= 0. 


Vedremo al paragrafo seguente il significato fisico dell’ultima delle equa- 
zioni (5’). 

Come abbiamo già detto esplicitamente, solo l’esperienza può giudicare 
sull’accettabilità o meno delle equazioni (5) che Einstein ha posto alla base 
della dinamica relativistica: orbene, tutta la fisica delle patticelle elementari 
(elettroni, protoni, mesoni, ecc.) può essere interpretata teoricamente solo 
partendo da tali leggi. Avremo occasione in seguito di mostrare qualcuna 
delle più interessanti applicazioni di tali leggi e di illustrare la loro verifica 
sperimentale. 
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$ 2. - Variabilità della massa. 


Abbiamo visto al paragrafo precedente che nella teoria della relatività si 
assume come espressione della quantità di moto il tetravettore: 


®) o pr, 


che ha per componenti: 


(8') 


Si noti che le prime tre componenti coincidono con quelle corrispondenti della 
meccanica newtoniana, purchè si prenda come espressione della massa nella 
meccanica relativistica (« massa d’impulso ») l’espressione: 


(9) So. A 

1-8? 
Nella teoria di Einstein si arriva dunque a questo risultato nuovo: la massa di 
una particella, da intendere ovviamente come misura della sua inerzia, è funzione 
della velocità; tale funzione è rappresentata graficamente in fig. 26. Come si 
vede da questa figura, per velocità piccole rispetto a (8° < 1), la massa 7 della 
particella è quasi costante e praticamente coincide con la wassa propria o intrinseca 
#0, vale a dire con la massa a riposo: si noti che la differenza relativa fra massa 
della particella in moto e massa a riposo non supera il milionesimo finchè la 
velocità non supera i 400 km/s. La massa a riposo è pertanto la massa della 
particella della meccanica newtoniana. Col crescere della velocità la massa d’iner- 
zia aumenta e tende a diventare co per v-+c: questa circostanza illumina un 
altro aspetto del carattere di valore limite che ha, come già abbiamo più volte 
riscontrato nello studio della cinematica (cfr. cap. III), la velocità della luce nella 
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teoria della relatività. Vedremo a suo tempo come la (9) sia suscettibile di un’ac- 
curata verifica sperimentale. 


4mo 
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I 
1 Km4ec Fig. 26 - Dipendenza della massa dalla velocità. 


lo) 100 200 300 mila 


Allo scopo di completare le nostre considerazioni sul carattere della massa 
di una particella (puntiforme) nella relatività, osserviamo come le (5‘') si possano 
anche scrivere in maniera un po’ diversa. Posto infatti: 


F,= FIVI—-8? 
F,=F°VI—-B? 
(10) 
F,=F Vip? 
Lapp 
e tenendo conto della definizione (9) della massa relativistica, le (5') assumono 


una forma assai simile a quella delle corrispondenti equazioni nella dinamica 
newtoniana. Si ha infatti: 


d d 
di (205) = F, 7 (720,) = i, 


(11) 
d 
pe" (mv.)= F. È (2/62) = P. 
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Le grandezze F,, F,, F, si presentano quindi come le componenti della forza F 
che agisce sulla particella e la grandezza P come espressione della potenza di 
tale forza: dette grandezze devono naturalmente intendersi come risultanti da 
misure eseguite in un sistema di riferimento S rispetto al quale la particella si 
muove con velocità v. Che la P sia proprio da identificarsi con la potenza della 
forza F scaturisce immediatamente dalla relazione (7), derivabile dalle (5') e di 
cui ora appare immediato il significato fisico. Infatti introducendo il vettore F 
e la potenza P, dianzi definiti, tale relazione si può scrivere: 


F.v.=P. 


Usando notazioni relative allo spazio ordinario, le prime tre delle equazioni (11) 
si possono conglobare nell’unica equazione vettoriale: 


d dv dm dv dm dv 
12 n —- (gf)m yy —dbÎ — ng —pbT — 
(12) F dt ast rta pe dt iui dv dt’ 
. . . . . . ‘ . dv 
da cui appare evidente come nella meccanica relativistica i vettori F e x 


non sono più tra loro paralleli, come invece si verificava nel corrispondente 
caso della meccanica di Newton. Per discutere un po’ più particolareggiata- 
mente questo punto, consideriamo il moto della particella a un istante # gene- 
rico, e assumiamo l’asse x nella direzione che in tale istante possiede il vettore 7 
(onde sarà: v,= v). Proiettando la (12) sugli assi x, y, x avremo: 


F.=w Mei dm dv 
uitinai” * dv dt 
dy 
(12') F,= x 
dv, 
F,=a È * 


ovvero, introducendo le componenti dell’accelerazione ordinaria #: 


F o dv 
gelata cia” “E 


F,= ma, 


F,= ma,. 
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Poichè dalla relazione del tutto generale: 


=s+ +01 


si deduce: 
d _, e i, dv, sla dv, 
de ii” V dt dl ‘a 


e tenendo presente che all’istante da noi considerato si ha: 


V,=V y 


la prima delle (12’) si scrive: 


Ponendo poi: 


ni vip va—eri va—po 
#o 


Muy = 
1—-p? 


si ha in definitiva che il componente trasversale (rispetto alla velocità della parti- 
cella) della forza è dato da: 


t yi t 2% Vi su 8? di È I tr di n 


e il componente longitudinale da: 


Mo 


Fia È7 È SRI cal 
sil 7 per ip \ & La, # 


Essendo 7, # #,, in generale forza e accelerazione non hanno la stessa direzione 
> 


—» 


ed il rapporto 7 dipende dalla direzione della forza: se F è parallela a # 


il rapporto vale 27, (dicesi « massa /ongitudinale »), se invece F è perpendicolare 
a V esso vale #w,,= 20/V1— fp? (e dicesi « yassa trasversale ») 
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t// 


i y 
È importante tener presente che è la massa trasversale te, che deve 
1T—-p? 


essere considerata come espressione fondamentale per la massa di una particella, 
poichè è questa grandezza che moltiplicata per la velocità della particella dà 


la sua quantità di moto, ed è pure questa grandezza che si conserva nell’urto 
fra particelle. 


Verifiche sperimentali. - È possibile, mediante esperienze dirette, verificare 
la legge relativistica della dipendenza della massa dalla velocità. I vari dispositivi 
usati nelle numerose esperienze eseguite a questo riguardo sono sostanzialmente 
gli stessi che vengono usati per la determinazione della carica specifica dell’elet- 
trone. Osserviamo esplicitamente che la possibilità di determinare la dipendenza 
della massa dell’elettrone in moto dalla velocità, con esperienze di questo tipo, 
si fonda sull’ipotesi che la carica elettrica e dell’elettrone sia una grandezza in- 
variante. 

Tutti i metodi usati prima del 1940, tra i quali ricordiamo quello ben noto 
delle parabole di J. J. Thomson, per la determinazione della variabilità della 
massa dell’elettrone in funzione della sua velocità erano però affetti da un certo 
errore dovuto soprattutto al fatto che, usandosi per le deflessione delle parti- 
celle un condensatore piano a facce parallele, la focalizzazione era piuttosto 
scarsa; sebbene quindi i risultati permettessero di affermare con certezza che la 
massa dell’elettrone è una funzione crescente della velocità, l’incertezza dei va- 
lori misurati era tale da non permettere di verificare se tale funzione fosse quella 
espressa dalla formula di Einstein o quella espressa dall’altra formula proposta 


3 1 s_ 1 
da Abraham: #m= FT CA PrÒ In TEE— ì e che ebbe storicamente 


una notevole importanza. 


Solo nel 1940 fu ideato (da M. M. Rogers, Reynolds e F. T. Rogers) un 
metodo di misura più preciso; la differenza importante tra questo metodo ed i 
precedenti sta nell’uso di un campo elettrico radiale piano, realizzabile con no- 
tevole perfezione grazie ad una tecnica messa a punto soprattutto per opera 
di Dempster, che permette una migliore messa a fuoco. 

In linea di principio l'esperimento non differiva però dagli schemi consueti; 
ossia, si misuravano le deflessioni di un fascetto di particelle cariche (in questo 
caso elettroni) prima in un campo magnetico costante, poi nel campo elettrico 
radiale. Le misure venivano eseguite su fasci di raggi } del Ra(B + C) che emette 
elettroni di tre energie diverse e ben definite. L’accurata precisione con cui 
erano realizzate le varie fasi del dispositivo sperimentale di Rogers permetteva 
una precisione dell’ordine dell’1°/,. I risultati ottenuti per le tre energie degli 
elettroni emessi dal Ra(B + C) sono rappresentati in fig. 27. 

Dall’esame di questa si vede chiaramente come i punti sperimentali giacciano 
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sulla curva tracciata in base alla formula di Einstein; inoltre la differenza fra i 
valori dati da questa curva e quelli dati dalla curva che corrisponderebbe alla 
formula di Abraham supera di circa 10 volte l’errore sperimentale. 


Fig. 27 - Verifica sperimentale della 
dipendenza della massa dalla 
velocità. 


055 060 0,65 0,70 0,75 g 

Le esperienze di M. M. Rogers, Reynolds e F. T. Rogers provano quindi 
che, entro i limiti degli errori sperimentali (che come abbiamo detto non su- 
perano 1’1°/;), l’esperienza conferma che (almeno per gli elettroni) la legge di 
variazione della massa con la velocità è quella prevista dalla teoria della 
relatività. 

Ulteriori verifiche sono state eseguite usando fasci di elettroni monocroma- 
tici prodotti in macchine acceleratrici (ad esempio betatroni). 


$ 3. - Espressione dell’energia cinetica. 


Come nella meccanica prerelativistica, definiremo lavoro elementare 4L di 
una forza F, che imprime uno spostamento 47 ad una particella, la grandezza : 


dL= F.d?.. 


Per valutarlo sostituiamo in questa formula l’espressione (12) della forza. Si ha: 


dù d: 
dL= m e ia S-V.d7 = ni -dV +V-V dm 
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e con facili passaggi algebrici: 


YZ) Mo v3 dv tm dv MA 
Vi—g: e*(1—89)*? V(1—p9 Vi1—p? 


= d(me?). 


Si conclude quindi che il lavoro elementare dL è il differenziale esatto della quan- 
tità 76°. Integrando fra #, e /, si ha: 


L= (me) — (me?) ; 
questa relazione si può mettere sotto una forma identica a quella che esprime 
nella dinamica newtoniana il teorema dell’energia cinetica, pur di prendere per 
l'energia cinetica relativistica la seguente espressione: 
T=wmc+ K, 
dove X è una costante che potremo scegliere in modo che per v= 0 si abbia 


T=0. Sarà perciò X= — w° e di conseguenza l’espressione relativistica 
dell’energia cinetica satà la seguente: 


(13) T=(m_m)c*= me? ( 


vr!) 


È facile verificare che per v<c questa espressione si riduce a quella consueta 
della meccanica newtoniana. Infatti, tenendo presente lo sviluppo in serie di 
potenze di f? dell’espressione (1 —£?)-N?, e cioè 


(1—pr)-2=1+48?..., 
si ha approssimativamente: 
T=4pwe= tmp? 


Si osservi che, secondo la (13), l’energia cinetica di un punto materiale va 
crescendo e tende a co per #+ c: ciò significa che per imprimere ad un corpo 
la velocità e occorre spendere un lavoro 00, fatto questo in evidente relazione col 
carattere di velocità limite posseduto nella teoria della relatività dalla velocità 
della luce. 
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$ 4. - Massa ed energia. 


Dall’espressione (13) dell’energia cinetica si può ricavare: 


M_-M=— 
c? 


che esprime come, nella teoria della relatività, l’acquisto da parte di un corpo 
di un’energia cinetica 7 si manifesti come un incremento della massa inerziale 
da 2,2 w. In altri termini si può dire che all’energia cinetica 7 posseduta da un 


T ui i i Mi anta 
corpo è legata una massa We Se si tiene poi presente che l’energia cinetica 


T può trasformarsi in altre forme di energia (potenziale, termica, elettromagne- 
tica, chimica, ecc.), appare del tutto spontaneo generalizzare il risultato dianzi 
ottenuto affermando che a una quantità di energia £ corrisponde, in qualunque 
forma essa si manifesti, una massa 7 legata ad £ dalla relazione: 


(14) m= Li) : 


Ciò induce, in modo del tutto naturale, ad associare una massa, e quindi un’iner- 
zia, ad ogni forma di energia e ad assumere che reciprocamente ad una massa 
qualsiasi, in moto o a riposo, sia associata una quantità di energia data da E = me?. 
In particolare un corpo a riposo di massa 7, possiede un contenuto di energia, 
detta «intrinseca », pari a 7/,6°. La conseguenza immediata di una siffatta conce- 
zione è che ad ogni variazione AE dell’energia di un corpo, comunque questa 
possa venir provocata (per mezzo di effetti cinetici, di fenomeni elettrici, ma- 
gnetici, termici, chimici, ecc.), ci si deve attendere una corrispondente varia- 
zione della massa complessiva del corpo data da: 


AE 
(14 ) Am = "e 


Tale variazione di massa è in generale estremamente piccola ed in pratica tra- 
scurabile. Infatti dalla relazione scritta discende che ad una variazione energetica 
di un Joule corrisponde una variazione di massa pari a —1,1-10-12 g. 
Inversamente alla massa a riposo anche piccolissima di una particella cotri- 
sponde un contenuto energetico enorme; infatti, sempre in virtù della relazione 
(14‘), la massa di un grammo risulta equivalente a ben 9.1020 erg= 9.101? Joule. 
Si osservi che dalla relazione tra massa ed energia deriva che anche quando 
non entrano in gioco velocità così elevate da rendere sensibile l’influenza del 
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fattore 1//1— R3, in un sistema isolato tali grandezze (non relativistiche) non 
si conservano separatamente come si ammetteva nella teoria prerelativistica, 
ma ciò che resta costante attraverso tutte le trasformazioni è la combinazione 
#m°+ E (principio generalizzato della conservazione dell’energia). 

Si noti ancora che l’«equivalenza», come impropriamente si suol dire, tra 
massa ed energia comporta pure che al propagarsi di una certa energia E con 
velocità 7 è necessariamente associata una quantità di moto: 

c E 


= n = 
==, 


Una relazione di questo tipo eta d’altronde già nota, come conseguenza della 
teoria di Maxwell, nello studio della propagazione dell’energia posseduta dalle 
onde elettromagnetiche; risultato questo che appare ora come un caso parti- 
colare di un teorema del tutto generale. 

{ccenniamo infine come lo studio degli effetti elettrodinamici avesse sugge- 
rito, ancor prima dell’avvento della teoria della relatività, a diversi autori (Mo- 
sengeil, Hasen6hrl, Giorgi, ecc.) l’idea di un effetto inerziale dell'energia. Spetta 
comunque ad Finstein il merito di avere mostrato in tutta la sua generalità la 
relazione fra energia e massa. Può essere anzi interessante citare l'esempio classico 
in base al quale Einstein è arrivato all’enunciazione della relazione tra massa ed 
energia. 

Immaginiamo di avere un corpo, fermo in un certo sistema So, il quale ir- 
raggi in un tempo finito l’energia luminosa £, secondo due direzioni opposte; 
avendo l’impulso della luce in tali direzioni valori eguali e contrari la reazione 
che si esercita sul corpo emittente sarà nulla. Ne deriva che il corpo, inizialmente 
fermo, rimane tale anche durante e dopo l’emissione. 

Considerando invece lo stesso fenomeno da un sistema di riferimento $ 
rispetto al quale il corpo emittente si muove con la velocità #7 lungo la direzione 
di emissione, non si avrà più la stessa simmetria. Nel sistema S l’impulso della 
luce è maggiore nel verso del moto che in quello opposto. Precisamente, se indi- 
chiamo con £), l’energia elettromagnetica irraggiata in un intervallo di tempo 
finito dal corpo che supporremo di massa a riposo 4, detto corpo, in conse- 
guenza delle formule di trasformazione per il tetravettore energia-impulso (cfr. 
cap. V, $ 5), avrà un impulso totale dato da: 


E 
e V ; pr 
Questo impulso è stato fornito alla radiazione dal corpo irraggiante, il quale 
d’altra parte non ha modificato la sua velocità. Perchè ciò sia possibile è neces- 


sario che il corpo subisca durante l’irraggiamento una variazione della sua massa 
a riposo. Precisamente, essendo AM, la massa a riposo iniziale del corpo emit- 


È- 
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tente, dopo l’emissione dell’onda luminosa il teorema della conservazione 
dell'impulso (valido anche nella meccanica relativistica, cfr. cap. V, $ 5) esige 


che si abbia: 


MT _ MI Ed 
Vip vis vip 
da cui: 
M,= Mo, A 


La massa del corpo irraggiante ha dunque subito una diminuzione pari al valore 
dell’energia emessa divisa per il quadrato della velocità della luce. 


Verifiche sperimentali: Bilancio massa-energia nella reazioni nucleari. — Una ve- 
rifica sperimentale diretta del principio generale di «equivalenza » massa-energia 
è stata conseguita nello studio di numerose reazioni nucleari nelle quali si conosce, 
attraverso misure dirette (eseguite con lo spettrografo di massa), la massa delle 
particelle reagenti e nelle quali l'energia (sviluppata od assorbita) ha pure potuto 
essere misurata direttamente. Prenderemo ad esempio una reazione particolar- 
mente semplice ma assai comune, del tipo: 


(15) AntA;>AzxztA3,; 


denotando con Ay il nucleo urtato, A, la particella urtante, A il nucleo residuo ed 
Aa la particella emessa. Indicando con £,, E1, F2, E le energie cinetiche delle 
varie particelle in gioco nel sistema del centro di massa, avremo per l’energia 


liberata nella reazione: 
Q=E,+E,-E,T Es. 


Questa grandezza, secondo la concezione einsteiniana dell’«equivalenza » tra massa 
ed energia, dovrà essere legata alla differenza AM fra le masse a riposo delle 
particelle al primo membro e quelle delle particelle al secondo membro della 
(15) dalla relazione: 

Q 


(16) AM=-©. 

la 
Considereremo particolareggiatamente la reazione nucleare 
(17) Li + Hi-+ Het + Het 


che permette la verifica della (16) con un’incerttezza che comporta un errore 
inferiore all’1°/,. 
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Tale reazione è stata ottenuta la prima volta da Cockroft e Walton bombar- 
dando il litio con protoni, accelerati mediante l’applicazione di un campo elet- 
trico generato da una d.d.p. di qualche centinaio di migliaia di volt. Il dispo- 
sitivo sperimentale per lo studio di tale reazione è schematicamente il se- 
guente: un fascio di protoni (provenienti da un acceleratore elettrostatico) 
incide su una lastra di litio e sul cammino delle particelle a uscenti da questa è 
interposto un foglio di mica a spessore variabile, per mezzo del quale si misura 
l'assorbimento e quindi l’energia delle particelle. Infine una camera a ionizza- 
zione, collegata con un amplificatore, permette di misurare il mumero delle 
particelle stesse. Dai valori dell’energia' cinetica delle particelle a si deduce: 
Q= (17-13 +0,1) MeV. 

D'altra parte le masse delle particelle in gioco nella relazione sono ben note 
attraverso misure dirette per mezzo dello spettrografo di massa. Si ha precisa- 
mente (esprimendo le masse in unità atomiche): 


M (Liz) = 7,01822 M (H3) = 1,008146 M (Het) = 4,00388. 


Alla reazione (17) è pertanto associata una variazione di massa pari a 
0,01858, cioè, in conseguenza della relazione di «equivalenza» (16), pari a 
17,27 MeV; questo coincide con uno scarto di circa l’1°/, col valore misu- 
rato di O. 

Si conoscono oggigiorno numerose reazioni nucleari, che permettono la 
verifica sperimentale della relazione di Finstein con un errore probabile di 
qualche °/,; alcune di queste sono riportate nella tabella seguente. 

Concludendo possiamo affermare che il confronto fra l’energia sviluppata 
nelle reazioni nucleari e le differenze di massa ottenute per mezzo di misure con 
lo spettrografo di massa costituisce una verifica sufficientemente precisa del prin- 
cipio di « equivalenza » tra massa ed energia. 
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$ 5. - Particella carica in un campo elettromagnetico. 


Vogliamo ora scrivere le equazioni relativistiche del moto di una particella 
puntiforme carica elettricamente (ad esempio un elettrone) sottoposta all’azione 
di un campo elettromagnetico. Detta 2, la massa a riposo ed e la carica della 
particella e denotati con E, Hi vettori (ordinari) del campo elettrico e di quello 
magnetico, tali equazioni nella teoria prerelativistica sono notoriamente conglo- 
bate nella relazione vettoriale: 


nèî=—(6E+7 AH)=F. 


Si tratta dunque di trovare un’equazione tensoriale, relativisticamente co- 
variante, da sostituire a quella scritta. Già sappiamo (cfr. $ 1) come si generalizza 
il primo membro dell’equazione precedente. Si tratta perciò di trovare l’espres- 
sione relativistica da sostituire alla forza F. Anche senza riferirci all'espressione, 
data a suo tempo (cfr. Cap. V, $ 5), delle forze ponderomotrici del campo elettro- 
magnetico, potremo raggiungere immediatamente il nostro scopo tenendo pre- 
sente che, nella teoria relativistica, i vettori ordinari E e # sono conglobati nel 
tensore emisimmetrico F,g del $ 1 cap. V, mentre il vettore ordinario 7 e lo 
scalare “ vengono conglobati nel tetravettore: 


Potremo allora assumere come espressione relativistica della forza Fil tetravettore : 
e 

(18) Fo= — Fm. 
c 


Si verifica immediatamente, infatti, che le prime tre componenti del tetravettore 
F* risultano date da: | 


F3 = —_ (F32%, + Fia, + Fly) = 
e v v c 
«LE na E°) 
x vVi—-B? Vip Vi1—p? 
F3 = — (Pt4, + Fu, + Fn,)= 
e 


v v c 
2 _-— — H, == H,= E, —-=- 
| Via vip* va) 


lai 
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e 
F3 = — (PF, + FP", + Fx) = 
c 


e =1(4, + E e ) 
ig” der V1—-p3/ 
I secondi membri di queste equazioni si possono conglobare nell’unica espressione 


vettoriale ordinaria: 1 7} 
=_=. € E pera NH), 
Vip: | uit. 


che risulta pertanto uguale a FV1— 8°, essendo F la forza ordinaria di 
Lorentz, e ciò in accordo con la (10). 


In analogo modo si trova per la quarta componente del tetravettore F* 
l’espressione: 


«— "(pu 42 43 PEA E . a 
F : (F4n,+ F*%, + F4%,) ; (ur 7) Vi 


essendo P la potenza del campo elettrico (si ricordi che la forza esercitata dal 


. . e . 
campo magnetico, e cioè — 7 A H, non compie lavoro, essendo normale allo 
spostamento 7 dt). d 


Le equazioni relativistiche per il moto di una particella puntiforme carica 
sottoposta all’azione di un campo elettromagnetico si possono scrivere pertanto 
conglobandole nell’unica equazione tensoriale: 


d dx e 
(19) c? di (2 2) = r3 Fng. 


Esplicitando queste equazioni coll’introdurre notazioni ordinarie, si possono 
scrivere (dopo ovvie semplificazioni): 


4-1) 


+) 


| Si noti che quest’ultima equazione si può scrivere (con l’aggiunta al primo 


è d 
membro di un termine “n (770%) identicamente nullo): 


(20) 


Sa (2-2) = eE.T, 
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o anche, ricordando che 
T=(2—-m)e 


è l'energia cinetica relativistica della particella in moto: 
(21) dT=eE.% dt. 


Se si tiene presente che il secondo membro di questa equazione non è altro 
che il lavoro eseguito dalle forze elettromagnetiche sulla particella in moto, si 
deduce che detta equazione esprime il noto teorema delle forze vive: vale a 
dire l’eguaglianza tra la variazione dell’energia cinetica della particella ed il la- 
voro compiuto dalle forze che su di questa si esercitano. 

Ricordiamo infine che, come risulta anche dalle considerazioni fatte al $ 2, 
l’ultima delle equazioni (19), e cioè la (21), è una conseguenza delle prime tre 
delle (19), e cioè dell'equazione vettoriale (20). Del resto ciò può verificarsi di- 
rettamente senza alcuna difficoltà moltiplicando quest’ultima equazione scalar- 
mente per il vettore 7 ed eseguendo qualche calcolo del tutto analogo a quello 


eseguito per la valutazione di 4L al $ 2. 


Verifiche sperimentali. — "Tutta la teoria della relatività ristretta, ed in parti- 
colare le equazioni relativistiche del moto di una carica in un campo elettroma- 
gnetico, trovano la conferma più evidente e sensazionale nel ruolo fondamentale 
che esse hanno ormai assunto in due campi della tecnica: quello dell’elettronica 
e quello delle macchine acceleratrici. 

Infatti sia nel funzionamento di tubi elettronici di vario tipo (tubi a raggi 
catodici, valvole termoioniche, magnetron, klystron, ecc.) sia nella progettazione 
delle grandi macchine acceleratrici (betatroni, sincrottoni, ciclotroni, acceletatori 
lineari di risonanza, ecc.), che vengono impiegate nei laboratori di ricerca allo 
scopo di accelerare ioni ed elettroni fino ad imprimere loro velocità corrispon- 
denti a tensioni acceleratrici di diverse decine di Gev, è necessaria la considera- 
zione delle leggi relativistiche della meccanica e dell’elettromagnetismo. 


B) TEOREMI DI CONSERVAZIONE E PROBLEMI D’URTO 


$ 6. - Teoremi di conservazione nella meccanica prerelativistica. 


È noto che, se nella meccanica ordinaria si considera un sistema dinamico 
costituito da un numero qualsiasi di punti materiali interagenti fra di loro, vale 
il feorema della quantità di moto, che si sctive: 

dG 


tl tn. 
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e che afferma essere la derivata rispetto al tempo della quantità di moto G di 


un sistema in movimento eguale al risultante delle forze esterne che lo solle- 
citano. 


Vale pure un analogo teorema del mozento della quantità di moto, che si scrive: 


dk 


—T— = 


dt 


e che afferma essere la derivata rispetto al tempo del momento X della quantità 
di moto di un sistema in movimento eguale al momento M delle forze esterne. 


Nel caso che il sistema sia isolato (cioè non sottoposto ad azioni esterne), 
i due teoremi precedenti diventano: 


dl dk 


ta 


ed esprimono la conservazione della quantità di moto e del momento della 
quantità di moto del sistema. 


Ai teoremi precedenti si può aggiungere il zeorewa dell’energia cinetica : 
E aT T. sg Li . 
che afferma essere in un intervallo di tempo qualunque la variazione dell’energia 


cinetica 7 di un sistema eguale al lavoro di tutte le forze (esterne ed interne) 
che sollecitano il sistema. Se le forze sono conservative, dal teorema precedente 


si deduce: 
T,1+ U,= Ta+t Us, 


il quale esprime che l’energia totale E = 7 + U del sistema si mantiene costante. 


Ai teoremi precedenti si può aggiungere quello della conservazione della 
massa totale 7; del sistema, che si può sctivere: 


dm 
dt 


$ 7. - Teoremi di conservazione nella meccanica relativistica. 


Vogliamo ora stabilire dei teoremi analoghi ai precedenti nel caso relativi- 
stico. Ciò permetterà di mettere sotto una nuova luce il principio einsteiniano 
dell’« equivalenza» tra massa ed energia. 

Consideriamo un sistema di punti materiali che possono urtarsi elastica- 
mente gli uni contro gli altri, come si suppone ad esempio che avvenga per gli 
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atomi che costituiscono il gas perfetto della teoria cinetica dei gas. Se noi indi- 


chiamo le masse a riposo con #9, 2, ... e le loro corrispondenti velocità 


(rispetto ad un osservatore qualsiasi prefissato) con #4, #2, ..., nella mecca- 
nica classica gli urti saranno governati dai teoremi di conservazione della quan- 


tità di moto e dell’energia: 
G,= E, MPA = cost. 
E,= LZ, 3 199° = cost. 
Per il solito criterio di relativizzazione delle leggi fisiche (cfr. cap. IV C, $ 11) 
questi due teoremi potranno conglobarsi nella teoria della relatività nell’unica 
equazione: 


di 
== O 
22) s 
Re ce= Ln, 


che esprime essere il tetravettore della quantità di moto e dell’energia totali 


costanti nel tempo. 
La relazione precedente può anche scriversi in notazioni ordinarie per mezzo 


delle equazioni: 


PSA 
G= >IA y oa = cost. 
e 
ce 
(22) 
{1) 2 
E=%, sol = cost 


e, per quanto già sappiamo, l’ultima equazione congloberà la conservazione 
dell’energia con quella della massa (non relativistiche) del sistema. Anzi 
l’«equivalenza» fra massa ed energia può mettersi sotto un aspetto particolar- 
mente interessante esaminando accuratamente le formule scritte. 

Riferiamoci dapprima ad un particolare sistema S° di coordinate rispetto al 
quale l’impulso totale del sistema G sia nullo. Se in questo sistema di riferimento 
la s-esima particella ha la velocità 7, avremo per l’energia totale del sistema 
l’espressione: 

me? 
E. == x ss Tm + 
pina 
Ùca 
ce? 


Consideriamo ora il nostro sistema dinamico in un sistema di riferimento $ ri- 
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spetto al quale il sistema di riferimento 5° dianzi considerato si muove con la 
velocità 7; per mezzo delle formule di trasformazione di un tetravettore, nel 
sistema $S si avrà: 


Eu 


Ea e mi 


È Seli Sar N Deere RT ii 
v v #)2 
FE VE NE 


E= 


Da queste equazioni si vede che la quantità di moto totale assume la 
forma solita: 


Eee 


qualora si supponga di attribuire all’intero sistema una « massa a riposo » pari a: 


n5 
s VE . 
; E 
c? 
Interpretando, per fissare le idee, il sistema in considerazione come un gas co- 
stituito da tante molecole, la relazione precedente può essere interpretata anche 
dal punto di vista della termodinamica. Essa infatti mostra che la massa a riposo 
dell’intero gas non è data unicamente dalla somma delle masse a riposo delle 
molecole che lo compongono, ma ad essa contribuisce anche l’energia cinetica 
totale di dette molecole, la quale, dal punto di vista termodinamico, è equiva- 


lente al contenuto calorico del gas. In altri termini il risultato a cui siamo giunti 
afferma che un gas diventa più pesante quando lo si riscalda. 


(23) M,= 


$ 8. - Urto elastico fra due particelle. 


Vogliamo ora trattare particolareggiatamente questo problema di fonda- 
mentale importanza per l’interpretazione di alcuni fenomeni della fisica nucleare 
e della radiazione cosmica. 

Consideriamo due particelle libere, aventi masse a riposo, energie e quan- 
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tità di moto date rispettivamente da 4, W, Pe da #1 », È, essendo: 


Moe? ce Vv 
DI niente a” me += 


= ecVP°3+ Mie; w=c D+ mes. 
Come sappiamo, in un urto elastico varrà la conservazione dell’energia totale 
e della quantità di moto, per cui si avranno le relazioni: 
25) ria 
W+tn=WV'+w', 


dove le lettere primate stanno ad indicare il valore delle varie grandezze dopo 
l’urto. 
Esaminando il fenomeno da un sistema di riferimento solidale con una 
delle due particelle (che diremo « particella urtata »), potremo potre: 


P=0 W= Me. 


Dalla prima equazione (vettoriale) del sistema (25) si ricava: 


P'? = p° + p'*— 2pp' cos & 


+, 


essendo (fig. 28) 8 l’angolo compreso tra $ e 7". 


Fig. 28 - Schematizzazione dell'urto 
elastico fra due particelle. 


Il sistema (25), tenendo conto delle (24), si può pertanto scrivere: 
P'?= p* + p'?—2pp' cos è 

My + w= eVP'2+ Mie + eVp'"+ nie, 

da cui, con calcoli immediati, si ricava: 


me + Myv + pp' cos 8= (2664 L\vps + mj02. 
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Elevando a quadrato, semplificando e ordinando si ha ancora: 


p'3(p° sen? 8 + Mie? + 206° + 2M #0) — 2pp' cos H(256° + Mor) + 
+ p°(me°— Me) = 0, 
da cui: 


co, sj ELMA: 1 enna 
(se a "= p* cos? 9 


Risolvendo invece il sistema (25) rispetto a »w' si ottiene, tenendo conto delle 
(24) e dopo qualche calcolo elementare: 


i sua EI IA 
= - 
(206 ca P)prcosts 
La (26) e la (27) ci danno rispettivamente: 


p'=p', d, 3), w=w'(w, pd, 3), 


cioè la quantità di moto e l’energia della particella « urtante » dopo che essa ha 
subito l’urto, in funzione della quantità di moto e dell’energia che essa possedeva 
prima dell’urto nonchè dell’angolo di deviazione 8. 

In modo analogo si possono ottenere le quantità di moto e l’energia della 
«particella urtata in funzione sempre della quantità di moto e dell’energia posse- 
dute prima dell’urto dalla particella urtante nonchè dell’angolo di rimbalzo « 

(compreso fra i vettori 7 e P'). Infatti le (25) si possono anche scrivere: 


p'* = p° + P'* — 2pP' cosa 
My?+ w= eV P'* + Mic + eV p'*+ mae? , 
da cui con calcoli immediati si ricava: 


29M, cosa (0 + My?) 


(28) P' = ss = 

(2 + Me) — p* cosa 
e 

(29) Wi = Met + 2M 6°)? cosa 


(206 + " p* cos? a 


È anche utile avere una relazione che leghi l’angolo di rimbalzo « alle energie 
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delle particelle prima e dopo l’urto. Dalla (29), tenendo conto della (24), si ri- 


cava: Fr, 
z |/___sMe 
0) ms Pi) (0° — 20562) (V' + Mo?) 


Vogliamo ora fare qualche breve considerazione sui risultati ottenuti. 


Angolo di deviazione. - Secondo la formula (26) perchè si abbiano valori reali 
M 

di p' deve essere: Mi— 3 sen?8 > 0, cioè: |sen$ | e Questo significa 
Mo 


che, se la particella urtante è più leggera di quella urtata, essa può essere deviata 
secondo un angolo qualsiasi, mentre nel caso contrario essa può essere deviata 


Mo 


Mo 


solamente secondo un angolo è < arcsen ®,,, con sen&,,= 


Angolo di rimbalzo. — Considerando la formula (30) si constata che cos a+ 0, 


. . . n . . . . . 
cioè l'angolo di rimbalzo a + 7? Pe gli urti in cui l’energia trasmessa alla 
particella urtata è piccola confrontata con l’energia di quiete della particella 
rimbalzante stessa e con l’energia cinetica della particella urtante. Perciò le 
particelle lente prodotte dall’urto di una particella urtante sufficientemente veloce 
saranno scagliate quasi ad angolo retto rispetto alla direzione di incidenza della 


particella urtante. : 


Energia trasferita nell’urto. — L'energia cinetica comunicata alla particella 
urtata si ricava dalla formula (29). Si ha infatti: 
2 p? My* cosa 


AW=W'—My®= 2 é 
(È 4 Me) — p? cos? a 
c 


Da questa si vede che il valore massimo si avrà per cos a = 1 e risulta eguale a: 


DI 2p?M e* _ 2p°Mye? 
Sme ia Me pi Pet MH 


1A + Mie + 2M gw — p° 


Naturalmente questa formula ha significato solo se applicata agli urti tra parti- 
celle diverse, perchè nel caso di urto fra due particelle identiche è impossibile 
distinguere quale sia la particella urtante e quale l’urtata. 
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C) DISINTEGRAZIONE DI UNA PARTICELLA 
$ 9. - Disintegrazione di una particella in due. 


Fra i processi interessanti le particelle cosiddette elementari merita partico- 
lare considerazione quella della disintegrazione spontanea. 

Questo processo è presentato da diverse particelle conosciute oggigiorno: 
il neutrone (che si disintegra in un protone, un elettrone ed un neutrino), il 
mesone x (che si disintegra in un mesone y e in un neutrino), il mesone p (che 
si disintegra in un elettrone e due neutrini), il neutretto o mesone x neutro 
(che si disintegra in due fotoni), ecc. 

Ci proponiamo qui di studiare, da un punto di vista del tutto generale, la 
disintegrazione di una particella di massa a riposo # in due altre particelle di 
massa a riposo rispettivamente 7, © #2. 

Le caratteristiche essenziali del processo in considerazione scaturiscono da 
una diretta applicazione del teorema della conservazione dell’energia-quantità 
di moto. 

In base a questo teorema in un sistema di riferimento solidale col baricentro 


del sistema, rispetto al quale la particella di massa #7 è inizialmente ferma, var- 
ranno le seguenti relazioni: 


— 
mi 


(31) 


dove 7, e 7, denotano le velocità, in tale sistema, delle particelle di disintegra- 
zione rispettivamente di massa 7/, € #/,. La seconda equazione mostra che condi- 
zione necessaria perchè si possa avere il processo di disintegrazione conside- 
rato è che valga la relazione #, + #2 < #0 

Dalla prima delle (31) si ricava (tenendo presente che i vettori 7, e 7 
hanno evidentemente la stessa direzione): 


v 
v 
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e, sostituendo nella seconda, si ha: 


Ponendo questo valore nella prima delle (31) con facili passaggi si ottiene: 


m,6° m+ mn + mi 
32 E,= . e Ma Mr 
vi, ‘ 4 yi 2750 
Sr] 


che ci dà l’energia, nel sistema del baricentro, della particella di disintegrazione 
di massa 7. Una formula analoga (basta scambiare gli indici 1 e 2) vale per la 


particella di massa 772. 
Vogliamo ora studiare come si presenta il processo nel sistema di un osser- 


vatore rispetto al quale la particella che si disintegra (e quindi il baricentro del 
sistema) si muove con una velocità #. Osserviamo pertanto (fig. 294) che nel 


sistema del baricentro si ha: 
\ v, =, COSì 


| de, send, 


mentre nel sistema dell’osservatore (fig. 29%) si ha: 


' Td 
Vi, —_ UV, Cosa; _ 


2 
v° + 0° + 2v,#w cosà — 2 sen?9 


|. = 
(1 t sa cos 9) 


v, COS9 + w 


(33) cosa, = a 
Vè + w° + 2v,8 così — a sen? 9 
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Li . . . . . 
Denotando con E, l’energia della particella di massa w, misurata nel sistema del- 
l'osservatore, si ha: 


4 UA 
à me(1+ 7- COS 93 
E dt #9} 3€ 6 
1 na 72 = Vel” site "e 5 
A vi 1 vo n 2v,w n yin? is 
spunti pae ———  T—_m6 cos ——- sen 
e c* c2 e? t c4 
4 ,3 
di Y| 
| | 
| ! 
| I 
È | 
| | 
I Ì 
—_—— — — _— _—_—_—_ fl P__—____—__m—_—_ ES nio pr RE 
I x [o | x 
I I 
I I 
2 | | 
I I 2 
I | 
I | 
I | 
Fig. 29 a) - Disintegrazione di una Fig. 29 b) - Disintegrazione di una 
particella nel sistema del baricentro. particella nel sistema del laboratorio. 


che, con qualche passaggio algebrico, risulta eguale a: 


P E 
E, = ini (1 dit >) i 
Moe e e 


avendo denotato con E, l’energia della prima particella di disintegrazione nel 
sistema del baricentro e con e quella della particella che si disintegra misurata 
dall’osservatore. 

La (33) permette allora di ricavare l’angolo a; compreso fra la direzione del 
moto della particella che si disintegra e quella della particella di massa 7, pro- 
dotta nella disintegrazione (naturalmente nel sistema dell’osservatore), il quale 
risulta dato da: 

2E,e— (+ m— mi) e* 


it ii” (e — m8c4) (E mtc) 


In modo analogo si trova l’angolo «, compreso fra la direzione della particella 
che si disintegra e quella della particella di massa 773 prodotta nella disintegra- 
zione, il quale risulta dato da: 


2Ee—(MmM+mn_-mi)ces 


(35) at aVe ne) E n), 
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Conoscendo gli angoli &; e @3, si può calcolare anche l’angolo è’ = ai + x, rac- 
chiuso fra le direzioni del moto delle due particelle prodotte nella disintegrazione. 

Le formule ricavate trovano immediata applicazione nello studio della di- 
sintegrazione del mesone x (pione) carico. 

Nel caso particolare di disintegrazione di una particella in due particelle 
di massa a riposo nulla (ad esempio: disintegrazione di un mesone x° neutro 
in due fotoni) le formule fondamentali possono ottenersi dalle (34), (35) pren- 
dendo il caso limite per 2,= #,->0. Si trova così: 


' 2E; et 206% 

COS x) = 7 n 
2E, Ve’ — 136 

' 2E, e niîe* 


COS Ct = —; 
° 25 v e2 — mj3c* 


2E\E,— mes 
2E,E, 


così = 


$ 10. - Disintegrazione del mesone yu. 


Come esempio di disintegrazione di una particella in tre, consideriamo la 
disintegrazione del mesone p.: 
u>e+ 2v 


in cui le due particelle neutre y sono neutrini. 
Le equazioni che esprimono la conservazione della quantità di moto e del- 


l’energia si scrivono (ritenendo il mesone w fermo): 
Pot BO + 3î=0 


710€* 


er asc 


M,e* = 


da cui appare evidente che l’energia cinetica dell’elettrone può assumere uno 
spettro continuo di valori e che il minimo di tali valori è lo zero (ciò si verifi- 
cherà ogniqualvolta i due neutrini abbiano quantità di moto eguale e contraria). 
Il valore massimo dell’energia cinetica dell'elettrone si avrà invece per quelle 
disintegrazioni in cui i due neutrini sono emessi con la stessa quantità di moto 


(in modulo e verso). Si ha in questo caso: 


m.Be Me® ? m.pe 
——== = 2), ; = Mye—2 = Me x 
V1— p? * V1— 8? i i ci 1—-p? 


che, risolta rispetto a 8, permette di calcolare l’energia cinetica massima dell’elet- 
trone di disintegrazione. 
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D) FORME LAGRANGIANA E HAMILTONIANA DELLA 
DINAMICA RELATIVISTICA DI UNA PARTICELLA 


$ 11. - Richiami alla teoria lagrangiana e hamiltoniana della dinamica non 
relativistica. 


È noto come nella meccanica ordinaria (non relativistica) sia conveniente, 
per la trattazione di molti problemi inerenti al comportamento dinamico di un 
sistema costituito da punti materiali (eventualmente soggetti a vincoli non di- 
pendenti dal tempo), ricorrere alla formulazione lagrangiana ed a quella hamilto- 
niana delle equazioni della dinamica. 


Precisamente se il sistema è a f gradi di libertà, introdotte le coordinate la- 
grangiane 91, ..., gy, si definisce funzione lagrangiana la: 


(36) Lo(dn dn 1) = TolGm dn) — Tono dn; 1) 


dove 7, è l’energia cinetica del sistema e U, quella potenziale. Le equazioni del 

moto si possono allora dedurre dal principio variazionale di Hamilton, il quale 

afferma che i moti possibili del sistema, che fanno passare da una configurazione 

all’istante /, ad un’altra relativa all’istante #, sono quelli per cui si annulla la va- 
la 


riazione dell’integrale | Lodt che si ha quando si passa da un movimento 
1 

possibile ad un altro, che ne differisce comunque di poco e che fa passare, nell’in- 

tervallo di tempo considerato, dalla stessa configurazione iniziale alla stessa 


configurazione finale. Si dovrà dunque avere per i movimenti possibili del si- 
stema: 


(37) 5 [za 0, 


Li 


con la condizione che i limiti f, e #, si mantengano costanti mentre si esegue la 
variazione indicata. Il simbolo $ denota la variazione subita dall’integrale nel 
passare da un moto possibile ad un altro infinitamente prossimo. Eseguendo la 
variazione indicata in (37) si trova che la funzione Ly deve soddisfare alle se- 
guenti equazioni: 


| d ( dILo dLo le 
(38) PR) Gi=1,2,...,f) 


dette equazioni di Lagrange. 
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Introdotti poi i momenti cinetici generalizzati : 


òLo 
39 = —— Reni; 4 siii 
(39) Pi DÀ: ( | S) 


coniugati alle coordinate lagrangiane g, ed introdotta la funzione bamiltoniana 
del sistema, definita dalla: 

È 
(40) Ho= De did — Lo(gx dei 5)» 


che sarà sempre possibile esprimere in funzione delle sole variabili canoniche 
q+ € px oltrechè eventualmente dal tempo 7, per cui sarà: 


(41) Ho= Ho(gw Pa; 1); 
le equazioni del moto possono ancora scriversi: 
d/7 Jet 
42 Co. h Comi i Bal. dica 
(42) >, j da. di ( S) 


che costituiscono le equazioni di Hamilton. 
In particolare per il caso, che a noi interessa in modo speciale, di un sistema 


costituito da un unico punto materiale carico elettricamente e soggetto all’a- 
zione di un campo elettromagnetico, si ha (usando come coordinate lagrangiane 
quelle cartesiane x, y, %) la seguente funzione lagrangiana: 


(43) Le= imp—e|Vooyz)— L40094) |- 
e 
= 3 w(x° + 3° + $3) — eV + asi (xA, +5, Sa ZA). 
I momenti coniugati alle coordinate x, y, x hanno invece le seguenti espres- 
sioni: 


òLo - e 
pe a AR Ma 


dLo _ è 
Py = "gg er 


òLo ì e 
e A 


ed infine la funzione hamiltoniana (40), espressa in funzione delle coordinate 
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canoniche, risulta avere l’espressione: 


(44) H,= 1 ( ©, a ‘1 2 e 2 ni 
miles) TATA 
Si verifica poi senza alcuna difficoltà che, esplicitando le equazioni di Lagrange 
(38) e quelle di Hamilton (42), si riottengono le note tre equazioni scalari con- 
globabili nell’unica equazione vettoriale: 


dv v 
Mo di = e (E + È A A), 
essendo : 1 ai 


Han - td, H= rotÀ, 
c df 


le quali, come sappiamo, costituiscono le equazioni della dinamica non relati- 
vistica per il moto di una particella carica elettricamente soggetta all’azione di 
un campo elettromagnetico. 


$ 12. - Generalizzazione relativistica delle funzioni lagrangiana e hamilto- 
niana per la dinamica di una particella. 


Vogliamo ora generalizzare i concetti e le relazioni richiamati nel paragrafo 
precedente in modo da estendere la validità alla dinamica relativistica. Ci limi- 
teremo a studiare il caso di un’unica particella puntiforme. 

Questa generalizzazione può essere raggiunta seguendo due vie: 


a) ricorrendo per la descrizione del moto del punto materiale alle quattro 
grandezze *) x1, x?, x3, x4= ict (che costituiscono le coordinate di un punto 
cronotopico nella rappresentazione minkowskiana) considerate come funzioni 


del tempo proprio 7= — - 


*) In questo capitolo e nel seguito individueremo i punti del cronotopo mediante le 
quattro coordinate x1= x, x°=y, x*=z, xt= ict. 

L'intervallo Lorentz-invariante 5* fra due punti P(x, y, z, #) ce P(2,y., z, M:s= 
=(x' x) + 0° +("—D°— (8 — 1)? assume con le nuove coordinate la forma: 
sa= (2° — 21) + (2° — 2x5) + (°° — 29) + (x — x1)?; 12° è perciò la distanza |P/— P| 
fra i due punti P e P' dello spazio euclideo a quattro dimensioni riferito al sistema di coor- 
dinate x!, x*, x, x4, con x4 immaginario. La metrica di questo spazio è quella pitagorica 
(dr? = Za(dx)"), il tensore fondamentale è g,9 = Sg, e perciò le componenti covarianti e con- 
trovarianti di vettori e tensori coincidono (ad es. x, = x%, #x= #*). Onde mettere in risalto 
il carattere covariante delle formule, in questo capitolo, pur usando la metrica introdotta in 
questa nota, abbiamo continuato a distinguere nella scrittura le componenti covarianti da 
quelle controvarianti. Così ad es.: dî = dx, dx, ecc. 
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6) ricorrendo per la descrizione del moto del punto materiale alle tre coor- 
dinate x, y, z, dello spazio ordinario, considerate come funzioni del tempo locale #. 


La prima di queste vie ha il vantaggio di mettere in immediata evidenza 
la covarianza relativistica delle formule ed è quindi particolarmente utile per lo 
studio di proprietà generali del moto del punto materiale; la seconda invece 
porta a forme esprimibili in modo assai semplice in funzione delle grandezze 
ordinarie, ed è più comoda per lo studio di moti particolari del punto materiale. 


Funzioni ed equazioni cronotopiche. — Seguiremo da principio la prima delle vie 
indicate allo scopo di arrivare ad una formulazione lagrangiana e hamiltoniana 
delle equazioni del moto. Basandoci sul criterio di relativizzazione delle leggi 
della fisica ordinaria (cfr. parte II, cap. IV, $ 1) definiremo come funzione lagran- 


giana cronotopica la: 
(45) L (x, 1°) = tft si —- U(*, n°). 
che è evidentemente una grandezza scalare (tensore cronotopico di ordine zero). 


Va però tenuto presente che le 4% non sono tra loro indipendenti, ma legati 
dalla relazione (si tenga presente la metrica assunta): 


(46) usi=— c0*. 


Le equazioni del moto del nostro punto materiale si otterranno imponendo . 
la condizione che l’integrale d’azione 


la 
| Ldx 


ti 


sia stazionario sotto il vincolo (46) (principio variazionale cronotopico). Ciò, per il 
ben noto metodo dei moltiplicatori di Lagrange, equivale alla condizione libera 


di stazionarietà: j 
(47) b) [ {7 (2°, 1°) + Mo) de = 0, 
ti 
ove À(7) è una funzione a priori arbitraria di + da determinarsi in modo che la 


(46) sia effettivamente soddisfatta. La (47) equivale notoriamente al sistema delle 
equazioni cronotopiche di Lagrange: 


= 0. 


(48) x (7 + 24M) e) e 


de dA, a 
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Definiti poi i momenti cinetici cronotopici : 


ò de” dU 
(49) Pa= dae (L+ Ma) = de + 2M()/,= (M0+ 2AM(a))éè ": 


si potrà ancora introdurre, in modo analogo a quanto si fa nella teoria non rela- 
tivistica, una funzione bamiltoniana cronotopica : 


RH= psi (Z+ My) 
che, al pari della funzione lagrangiana cronotopica, è una grandezza scalare. 


Espressa poi l’hamiltoniana cronotopica in funzione delle sole variabili 
canoniche : 


H=H (x, PD") 


si possono ricavare le equazioni cronotopiche di Hamilton per il moto: 


09° _. db, 
de da 
(50) 
09 dx 
dp, de 
Particella carica in im campo elettromagnetico. — Come applicazione delle 


considerazioni ora svolte, espliciteremo le formule trovate per il caso di un 


punto materiale di carica elettrica e, soggetto all’azione di un campo elettroma- 
gnetico. 


Dette D* le componenti del tetravettore potenziale del campo elettromagne- 
tico, avremo: 


è PESA A 
c 
e la lagrangiana cronotopica (10) si scriverà: 


(51) L= 3 #1 H1° + _ ud. 


Le equazioni (48), che si ottengono dal principio variazionale (47), si scri- 
vono : 


d 
ne {04 2) ", + — 0.) = — Dal. 
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Osservando che: 


esse diventano: 


d e 
+ {(#0+ 22) ta} = — (Opa — Da)t® 


Introducendo il tensore emisimmetrico del campo elettromagnetico F*f, legato 
al potenziale ®* dalla nota relazione: 


FoB= Ae ©, 
le equazioni del moto della particella assumono la forma: 


{(20 + 22) 1°} = -— Fa. 


d 
dr 
Moltiplicando membro a membro per #, e sommando rispetto a «, il secondo 


membro sarà eguale a zero per l’emisimmetria di F°** e si avrà: 


di 


— 22 —=0, 
dr 


da cui: 
\(t)= costante. 


Si potrà allora prendere X= 0, avendo la costante il solo effetto di alterare 
la massa a riposo della particella (si conviene cioè di assumere per 7, il valore 
sperimentale della massa a riposo della particella). Le equazioni del moto della 
particella assumono pertato la forma consueta: 


d e 
(52) " (12504! ) = 7 PF MH,» 
Con la posizione X= 0, dalle (49) si deducono i momenti cinetici cronotopici : 


(53) Pa = Molly, + had OA 
é 
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per cui l’hamiltoniana cronotopica assume l’espressione: 


1 e e 
54 SE = n L-_= — «sì TA x 
( ) dal! 2 (f c 0.) (? c ® ) 
com'è facile verificare attraverso semplici passaggi. 


Si constata poi immediatamente che le equazioni di Hamilton (50), che si 
ricavano assumendo l’hamiltoniana ora scritta, sono equivalenti alle (52). 

Osserviamo che, come conseguenza del fatto che il tetravettore velocità 
n" soddisfa alla condizione: 


e 
nsiv= —c3, 


l’hamiltoniana cronotopica (54) assume, tenendo anche conto delle (49), il 
valore numerico costante: 
Mo* 


(55) X=- 


In conseguenza di questo fatto si dovrà avere: 


, (66) =0 


vale a dire, in forma esplicita: 


dl dx* 00” dpi 


de di dd, di 


la quale risulta soddisfatta in virtù delle equazioni cronotopiche di Hamilton 
(50). Queste equazioni possono anzi ritenersi a loro volta una conseguenza 
della (55). 


Funzioni ed equazioni tridimensionali. — Seguiremo ora la seconda delle vie a 
suo tempo indicate allo scopo di arrivare ad una formulazione lagrangiana e 
hamiltoniana delle equazioni del moto, riferendoci all’ordinario linguaggio tridi- 
mensionale. 

Assunta come funzione Jagrangiana relativistica \a: 


(57) L=—méVN1—B°—U, 
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per mezzo del principio variazionale: 


la 
ò | Ldt=0 


ti 


si stabiliscono le equazioni relativistiche di Lagrange: 


s (= 


dt \ dx dx 
L 
(58) LA (T-S =0 
dt \ èj òy 
d ( dL dL 
-—— | —|}_ ——=0. 
dt \ dg ) dz 


Definiti poi i zomenti cinetici relativistici : 


_dL__MmX dU 
dest Vi—-gr de 
dL PIPE dU 
(59) ini 
dj vi—p: dj 
gii dL _ mi dU 


ed introdotta la fwzione hamiltoniana relativistica : 


(60) H= pX+ pyj+p&-L, 

le equazioni del moto si riducono alle: 
d77 

(61) b:= — —, x= Di. 
dx òPx 


e analoghe in y, z, che costituiscono le equazioni relativistiche di Hamilton per il 
moto del punto materiale. 

Esplicitando queste formule per il solito caso di un punto materiale dotato 
di carica elettrica e, sottoposto all’azione di un campo elettromagnetico, avremo: 


(62) L= me? impiue(v_4.d), 
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da cui, per mezzo del principio variazionale: 


la 
5 | Ldtaa00, 
ti 


si ricavano le equazioni di Lagrange: 


(63) a (Fe) (+0) 


che coincidono con le prime tre delle equazioni (52) (si ricordi che l’ultima di 
è d Moe? % - 
queste, e cioè: e") (75) = eE.T, è una conseguenza delle prime tre). 


Introdotti invece i momenti cinetici: 


MoX e 


è ng 7 
ut 41 
PS VIZA c A, 
__ MX e A 


P. ate 


si trova la seguente espressione dell’hamiltoniana : 


(64) H=eV+te V mie + (3 e — A); 


le equazioni di Hamilton (61), che da questa si deducono, sono equivalenti, 
com’è facile verificare, alle (63). 

Le funzioni tridimensionali, ota considerate, portano quindi agli stessi 
risultati dedotti precedentemente dalle corrispondenti funzioni cronotopiche. 


Equivalenza dei due formalismi. — L’equivalenza dei due formalismi sviluppati 
in questo paragrafo, che risulta implicita dall’identità dei risultati a cui essi por- 
tano, può essere dimostrata anche direttamente. 

Consideriamo allo scopo le prime tre coppie di equazioni del sistema (60) 
di equazioni cronotopiche di Hamilton, e cioè: 


ica Cine cana 
DM, __ (4=1,2,3:15 + dr Hi). 


dx òbx i di dx Pi= Dx Pa= Py Pa= Pd: 
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Dividendole, membro a membro, per l’equazione: 


di dol 
de dda 
si ottiene: 
del d5L 
(65) se = Pa _ a = ei Li 
dx dol ds dol 
2 2 


Riferendoci esplicitamente al solo caso che ci interessa, vale a dire quello di 
una carica puntiforme in un campo elettromagnetico, esplicitando l’identità 


(55), avremo: 


(66) (1-10) (e 0)= me 


Potremo ora pensare di risolvere questa equazione rispetto a f,, scrivendo: 
Pa = py(x', 8, sx, ag Pi Par Pa) 

Introducendo questa funzione nella (55) (tenendo conto della (54)), otterremo 

una relazione di identità rispetto alle sette variabili (x*= x, x?=y, x3=%, 

x4= ict; P1= Dr, Pa= Py Pa= Pi), onde potremo scrivere: 


Mo 
DE [1x3 x93A; da dada; Pa(x'x*x334, di pa da)] = — Via 


Da questa, derivando successivamente rispetto a x* e rispetto a fy, si ottiene: 


AS, La RE 
dx dh dal (a= , » > ) 


09 2 Wi 0 (i, 2,5 
è di de ici 
Di conseguenza le (65) si scrivono: 
dx* = òda dpi Ce òp 4 
dA db dh does” 


Introducendo ora le ordinarie notazioni cartesiane x, y, g, # e ponendo: 


(67) FI (X,93%5 Pao Py Psi #) = fepa(>*, x2, 23,34; da da di), 
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avremo che le equazioni precedenti si scrivono: 


dx 
(68) i DEI dp, dH7 i 
dt dp, dt dx 


e analoghe in y, g. 


Ricavando poi $, esplicitamente dalla (66) e tenendo presente la (67), si 
ottiene (usando notazioni ordinarie): 


(69) H=eV+e me + (F— — 4) 


dove V e A devono ora essere considerate come funzioni note di CE È 
La (69) coincide con l’hamiltoniana (65) di questo paragrafo, e le equazioni 
(68) con le (67): con ciò risulta provata l’equivalenza dei due formalismi. 


$ 13. - Particelle soggette a forze derivanti da potenziale scalare. 


Il formalismo covariante è assai utile allo scopo di generalizzare in maniera 
relativistica le equazioni newtoniane: 


dix do d2) d9 dz d9 
dt” "ne "i ara * Mea — 


per il moto di una particella di massa #, in un campo di forze con potenziale 
scalare p= (x, y, Z; #). 

Il procedimento più ovvio parrebbe quello di sostituire, sulla base del cri- 
terio di relativizzazione, le tre equazioni precedenti con le quattro equazioni 
covarianti : 


M Gr° = -. 
0 di dal 
TTT ati dx, i 
Se però moltiplichiamo queste equazioni per 4,= ni. le sommiamo su p, 
i] 
troviamo (tenendo conto della relazione 4,#*= —c*) che esse sono compatibili 


solo se 


“,= 0, cioè (essendo 9 indipendente dalle 4x,/dt) solo nel caso 


ai 
banale in cui la @ sia una costante (particella libera). 
Per arrivare a delle equazioni relativisticamente soddisfacenti adotteremo il 
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formalismo lagrangiano covariante del $ precedente. Assumeremo nella (45) 


U= @(x*), onde: 
Y 
(0) 2 (n= ra _200), 


per cui le equazioni (48) di Lagrange diventano: 


d 
(71) 1" [0 + 2A()] #9 = — Ss i 


Moltiplicando per #, e sommando su «, si ottiene (ricordando la (46)): 


, DA _ do 
dr di 
da cui 1 
MA) = +4 


dove £ è una costante che può essere presa eguale a zero, dato che avrebbe il 
solo effetto di alterare la massa a riposo della particella. 
Le (71) danno così le equazioni del moto cercate: 


d 1 lol, 
172) +. [(m+3 o) 


Si verifica facilmente che, nell’approssimazione non relativistica, le prime tre 
si riducono alle corrispondenti equazioni di Newton. La quarta, conseguenza 
delle prime tre, si scrive in maniera esplicita: 

d (metto i 
73 nf rn | enne AE 
iù 3 (gaia 
può essere interpretata come teorema dell’energia: 


dE 


Cam 
essendo _ms+e 
1T—- p? 
l’energia della particella, e 
ra vie 


la potenza dissipata. 
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Per passare dal formalismo lagrangiano a quello hamiltoniano è conveniente 
assumere una nuova funzione di Lagrange lievemente diversa e un po’ più 
complicata della (70), ma a questa equivalente per quanto riguarda le equazioni 
del moto (72) che se ne possono dedurre. Assunta infatti come lagrangiana 
l’espressione: 


(70') L* = 3 wi, u° + a pui-t9, 


determiniamo col solito procedimento la funzione X(7) che si deve introdurre 
nella deduzione delle corrispondenti equazioni differenziali per tener conto della 
condizione #,#“= — c*. Si trova che la A(7) risulta essere una costante, e può 
quindi essere presa uguale a zero. Le equazioni del moto che si ottengono ri- 
sultano coincidere con le (72). 

Introdotti poi i momenti coniugati: 


A e 1 
(74) Pa sx A = (1 + FI o) Ho 


si può calcolare la corrispondente funzione hamiltoniana: 


* 
um L*, 
(+4 


DE (x°; Pa) = 


teri 
che risulta essere 


©, x (0, p)= 3 {(mtS- 0)as + a} 


che, come si verifica immediatamente, ha il valore costante — è wy°, come nel 
caso di una particella in un campo elettromagnetico. 
Esprimendo #* per mezzo delle variabili canoniche si ha poi: 


1 
(75') (3, mr _nr+ rime 
Mot ra ® 
Le equazioni di Hamilton che si deducono da questa hamiltoniana, cioè le: 


PIA dp, dt 
(76) "a di dae dx" 


tisultano coincidere con le equazioni del moto (72). 
Osserviamo infine che, in modo del tutto analogo a quanto visto per una 
particella carica in un campo elettromagnetico, si può dimostrare che le (76) 
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sono equivalenti a un sistema di equazioni di Hamilton a tre dimensioni, in cui 
il tempo (locale) ha un ruolo privilegiato (come nel caso classico) e in cui l’ha- 
miltoniana 7 = icp* rappresenta l’energia della particella. Si hanno cioè le equa- 


zioni: 
\ det dH dpi dH i 
(76) lee “i nn (&=1, 2, 3) 
con: ECO 
2 
(77) H(x%, p*)= e Vr (mot 2) c?. 


Si noti che i risultati precedenti sono immediatamente estendibili al caso in cui 
la particella sia sottoposta simultaneamente a forze derivanti da un potenziale 
tetravettoriale e da un potenziale scalare. Si ha in particolare: 


1 
Pa = (m+ ?) “", + —9, 


(78) è Pe 
sie Cate ae un 


ep TA 


1 
Pai = (m0+ ri o) Vi=pi : 


(79) 
F=ce V(F- 2) —(m+e)e+ i”. 
#06 


Si noti in particolare che, ricavando dalla relazione Y7= —. 5 la 


grandezza F7= icp,, si ottiene proprio la hamiltoniana non covariante data 
dalla seconda delle (79). 


$ 14. - Moto relativistico di una particella carica in un potenziale cou- 
lombiano. 


Sia — Ze una carica elettrica (positiva): il campo elettromagnetico generato, 
nel sistema di riferimento in cui essa appare in quiete, deriva dal potenziale 
tetravettore: 

Ze 
A=0. 


PARE 


r 
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L'equazione del moto in questo campo per una particella di carica e è per 
la (68): 


d Mo Ze T 

di Vigo rn |P 
da cui: 

d 7, mM dv Ze r 
80 Ti emer 
(0) (È Tata dt Ss Fl 
P 

con 7 = i Il moto è centrale e perciò piano; fissato allora il piano della 
traiettoria e individuata la posizione della particella mobile con le coordinate 
polari p, 3, abbiamo la seguente ben nota rappresentazione dei vettori 7° e da 


D = br (p,8) + pò7(p, 8) 
di Ù 
L= (5—p9)7(0,9) + (200+ 05) F (0,8) 


dove 7"(p, 3) è il versore radiale nel punto (p, 3) della traiettoria, ed 7(p, 3) 
quello normale ad 7 (p, 8) in(p, 3). Dalla (80) seguono allora subito le equazioni : 


dl TER 


(4 d Mao a) Mo (6 05)=>— Kcal 
di Vi—=pi)' Vip? p° 


La prima di queste, moltiplicata per p, può essere riscritta: 


# (775 sb) =0, 


Mop3è 
VI_-B? 
dove fs è il momento cinetico relativistico coniugato alla coordinata &: esso 


si conserva nel moto centrale. 
Riscriviamo la seconda delle (81) nella forma: 


i: sl (re )- cc IONI. SON 
vice a Vip 


(81) 


che integrata dà: 


(82) = costante = pg 
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introducendo la funzione p(9) che descrive la traiettoria e tenendo presente che 


sd - LA $, ricavando = dalla (47) e sostituendo nella (83), si giunge 
all’equazione : 


dî 1 + 1__ ne Ze 

dI pp po vi-8 capi” 

Per eliminare la dipendenza dalla velocità al secondo membro, teniamo presente 
la conservazione dell’energia, subito deducibile dalla (63) o dalla quarta compo- 
nente della (52): 


2163 Ya Ze? 


iù “mat vi è 


Abbiamo allora l’equazione differenziale della traiettoria: 
( d* \ 1 » 1° Ze E+ Ze? 
d9°) pp c%î Fa 


cioè: 
&/1 1 Za 2 
AT) in MRI 
d\p/' e \ en) - cp 


L’integrale generale è dato dalla funzione: 


1 
(85) ri = A[1+e cos (99+a)], 
dove: CTR 
n ZesE 1/1 ZA 
— cpr — Za cani de 


L’anomalia a può essere presa nulla, cioè x = 0, senza perdita di generalità. Osser- 
viamo che se fosse n = 1, la (85) descriverebbe una conica riferita ad uno dei 
suoi fuochi: una ellisse, un’iperbole o una parabola a seconda che e sia < 1, = 
= 1,>1. Limitiamoci al caso di maggior interesse fisico, in cui e< 1.11 parametro n 
è in realtà sempre < 1, ma tuttavia, nei problemi atomici, assai prossimo all’unità, 


onde la funzione p(8) è periodica con periodo "> 2x1: ETA 
; Ze 

La traiettoria è perciò assai simile a quella di una particella che e’Pî i 
lisse kepleriana, animata da un lentissimo moto di biscessionia “Steen Si 


che passa per l’afelio e quella per il perielio successivo è . x x+3 
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fuoco, precessione che avviene nello stesso senso del moto della particella sul- 
l’ellisse. L’orbita è perciò una rosetta analoga a quella della fig. 30. 1 


La posizione dell’afelio, quando e< 1, risulta data da prax = —— a ; 
8, = ode uella del perielio da = 3 2 9 0 snlaiio 
Mo n > q p Palo T 714° per 


ne 


Fig. 30 - Tralettoria di una particella 
in un campo coulombiano. 


Stabiliamo ora il legame tra la costante e, o « eccentricità » dell’orbita, e le 
costanti del moto , ed E. Ricordando che il perielio della traiettoria è caratte- 
rizzato dall’equazione fmin = 0, consideriamo l’equazione di conservazione 
dell’energia (84) nel punto p = fmin: Si ha: 


E= Mae” _ eZ 
1— Pmin — 
ce 


ricavando p*è dalla (82), che nel punto p = pyin diviene: 


Mo 


3? Phin® = Pa» 


19 Poi i 
e sostituendo nella precedente espressione di E, abbiamo: 
22 Z: 2 
HE= / m3c4 + ‘Po ud 
Pmin Pmin 


1 1 
Ab ia 


Introdotta in quest’ultima l’espressione pnin , si perviene ad una 
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equazione in £, p, ed e, che, risolta con facili calcoli rispetto ad £, dà il risultato: 


die — Le 
= 2 n e" GG 
(86) E= me pie ZIA 


6 15. - Moto relativistico di una particella in un campo newtoniano. 


Definiamo campo newtoniano relativistico quel campo scalare 9(x,x*) 
che, nel sistema di riferimento in cui la sorgente del campo di massa % risulta in 
quiete, coincide, al limite per M +00, con il noto potenziale newtoniano attrat- 
LI , dove g è la « carica » della particella potenziata. Le equazioni 


tivo p(r)=— a 


del moto di questa sono date dalle (72), che, introducendo la velocità vettoriale 


v= n i scrivono: 
p= 57 , si scrivono: 
1 d (o v sE i n Q4 
pi (e) gonne (1-44) 
me? + © 


87 E=——; 
(87) car: 
dove si è introdotta l’energia totale E, che si conserva, non dipendendo dal 
tempo. Dalla seconda delle (87) si ricava: 
1. E 
ViI-p3 2e+t 9 


e, sostituendo nella prima, si ottiene: 


d (o) Ev __ Me +9 
tie. d = me? \? 1 
cioè: » Mm = —( E ) grad (e + » n) 


Osserviamo che l’ultima equazione coincide con l’equazione di Newton non rela- 
tivistica per una particella di massa 2, nel campo di forza generato dal potenziale 


_{( me 1 
(#7) (Hagrì: 


in quest’ultimo sono concentrate tutte le correzioni relativistiche 
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Nel caso in esame l’espressione del potenziale ® è data da: 


(2411) 


e la corrispondente forza radiale da: 


n= (S9)(L+1E1) 


Il problema è pertanto ricondotto al calcolo del moto non relativistico di una 
particella nel campo di forza centrale F,. 
Il moto è piano, e individuata la posizione della particella con un sistema di 


coordinate polari p e $, la traiettoria risulta determinata dalla ben nota legge di 
Binet: 


a (1 1 F_Mo 
ali'ia nn 
(88) (T)+ —=_r 


dove ds è il momento non relativistico coniugato alla coordinata &, e cioè 
Ps= p*8m0; esso coincide col modulo del momento angolare non relativistico 
ed è una costante del moto per i moti centrali. Sostituendo nella (88) l’espressione 
di F, (conr= p)si perviene all’equazione della traiettoria: 


® i. Es) 1 mq le 
89 - —_ +(1+TT_—|. =. 
ti d8° +( ose ) 7 pie 


L’integrale generale della (54) è dato dall’espressione: 


00) — = All+: c0s(m8+a)], 
dove: 
de a iene 
x, + maceg0* oi E? 


e, senza perdita di generalità, si può assumere a = 0. Il moto è periodico con 
periodo ii <2n: se ci limitiamo al caso £<1 e ricordiamo l’analisi delle 
n 


caratteristiche della traiettoria (85), troviamo che la (90) descrive il moto a ro- 
setta di una particella che percorra un’ellisse, animata di un lentissimo moto di 
rotazione attorno ad un fuoco, ‘con precessione in senso opposto a quello del 
moto della particella, 


Stabiliamo ora la relazione fra l’eccentricità e e le costanti del moto E, 


296 PARTE SECONDA - TEORIA DELLA RELATIVITÀ RISTRETTA 


dy- È opportuno introdurre, al posto del momento non relativistico $y, il mo- 
mento relativistico ),, la cui espressione può facilmente dedursi scrivendo le 
equazioni del moto in forma analoga alle (80) e ripetendo le considerazioni che 
ci hanno portato alla (82). Risulta: 


1 
(01) LE (et Fr o)_ PE _ DE 
Pa 1 —- 8? c2 me” 


Sostituendo nelle espressioni di A e di y, otteniamo: 


mae Le 
= 1 é 
cpe + 90° ° c"p8 


Consideriamo l’equazione di conservazione dell'energia nel perielio dell’orbita, 
caratterizzato dalla condizione min = 0! 
_ cpa+ gi 1 


—________— 


Po magQ0e 1+e 


Si ha: 
Moe pom 92 Mae — 
Pmin (9) 


N IRE RE 
fi Phi VI (C98/E(e*0m 
e‘ 


dove si è tenuto conto della (91). 
Sostituendo l’espressione di pmin» si perviene ad un’equazione in E, fs, 


ed s, che risolta rispetto ad E dà il semplice risultato: 


92 ie cda + gig 
CA sil VA 


aL 


$ 16. - Cenno alla teoria della relatività generale. 


La teoria della relatività ristretta permette la descrizione dei fenomeni mec- 
canici ed elettromagnetici per mezzo di leggi valide in tutti i sistemi di riferi- 
mento inerziali (e quindi in assenza di gravitazione) e dotati di moto relativo, 
l’uno rispetto all’altro, rettilineo e uniforme. 

Successivamente Einstein ha generalizzato la sua teoria in modo da renderla 
adatta alla descrizione anche dei fenomeni gravitazionali ed alla formulazione 
di leggi valide qualunque sia il moto del sistema di riferimento; tale estensione 
costituisce la cosiddetta teoria della re/azività generale. In questa i fenomeni fisici 
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sono descritti in un cronotopo la cui metrica non è più caratterizzata da un ds? 
pseudoeuclideo, ma da una forma più generale del tipo: 


ds? = Exa de dx, 


i cui coefficienti gg, funzioni a priori qualunque del punto cronotopico, sono de- 
terminati dalla distribuzione di materia. In essa tutti i sistemi di riferimento sono 
equivalenti per una formulazione delle leggi della natura, indipendentemente dalla 
presenza di un campo gravitazionale o dal loro moto relativo comunque vario. In 
altri termini nella teoria della relatività generale le leggi fisiche devono esprimersi 
per mezzo di formule covarianti rispetto a trasformazioni generali di coordinate che 
fanno passare da un sistema di riferimento qualsiasi ad un altro pure qualsiasi. 

La teoria della relatività ristretta si presenta come un caso limite di quella 
generale, quando i campi gravitazionali diventano di intensità trascurabile ed il 
moto relativo dei sistemi di riferimento diventa rettilineo ed uniforme. 

La teoria della relatività generale ha trovato a tutt'oggi brillanti conferme 
sperimentali specie nello studio di fenomeni astronomici. 

Essa ha dato la spiegazione dello spostamento del perielio di Mercurio, che 
cra stato osservato prima della formulazione della teoria stessa; ha previsto l’esi- 
stenza di uno spostamento delle righe spettrali della luce originata in stelle dense 
(ad esempio la luce proveniente dalla compagna di Sirio) e l’esistenza di una de- 
flessione, per l’effetto di campi gravitazionali (come quello del Sole), di un raggio 
di luce che si propaghi nello spazio: anche questi due effetti sono stati accurata- 
mente verificati. Oggigiorno il progredire della tecnica sperimentale (applicazione 
dell’effetto Méssbauer) ha permesso la verifica dello «spostamento gravitazionale» 
anche per mezzo di esperienze terrestri, nelle quali si misura l’effetto su tale sposta- 
mento delle piccole variazioni che il campo gravitazionale subisce passando, ad 
esempio, dal livello del mare ad un'altezza di qualche decina di metri. 
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PARTE TERZA 


MECCANICA QUANTISTICA 


CaprroLo I 


LA CRISI DELLA FISICA CLASSICA 


$ 1. - Introduzione. 


Ogni teoria fisica si fonda su un certo numero di postulati introdotti allo 
scopo di interpretare i risultati dell’osservazione del mondo fenomenico. 

La scelta fra gli infiniti postulati in linea di principio possibili e le infinite 
teorie che da essi si potrebbero derivare è sempre determinata dal controllo dei 
risultati dedotti dalla teoria con i dati dell’esperienza. È avvenuto spesso, nella 
storia della fisica, che una teoria ritenuta valida per lungo tempo sia entrata in 
crisi di fronte a nuovi fatti rivelati dall’impiego di tecniche sperimentali sempre 
più raffinate, i quali hanno stimolato i fisici a cercare nuovi schemi in cui inqua- 
drare anche i fatti nuovi; in generale, in questa ricerca, si scopre che la teoria 
preesistente non era sostanzialmente sbagliata, ma solo meno approssimata, o 
valida asintoticamente (si pensi, per citare esempi ben noti, alla posizione del- 
l’ottica geometrica rispetto all’ottica fisica, oppure a quella della meccanica clas- 
sica newtoniana rispetto alla meccanica relativistica). 

Spesso poi la teoria nuova, oltre a spiegare i nuovi fatti sperimentali, prevede 
altri fatti ancora ignoti allo sperimentatore e induce questo a perfezionare le sue 
tecniche di misura per controllarne l’esistenza effettiva. Si può anzi affermare in 
generale che questo tipo di dialogo tra fisica sperimentale e fisica teorica definisce 
l’evoluzione delle scienze fisiche e ne costituisce l’essenza. 

Una delle crisi più profonde e più ricche di sviluppi nell’evoluzione della 
fisica si è manifestata tra la fine del secolo scorso e il principio di questo. Prende- 
remo le mosse da un’analisi di questa crisi per esporre le cause e gli sviluppi del 
nuovo corso della fisica. Alla fine del secolo passato l’interpretazione dei fenomeni 
fisici del mondo macroscopico era compendiata nelle classiche equazioni di New- 
ton (fenomeni meccanici e anche acustici e termici, che in ultima analisi ai primi 
si riducono attraverso le teorie statistiche e cinetiche) e in quelle di Maxwell 
(fenomeni ondulatori e fenomeni ottici). Parve così di aver trovato, con la ridu- 
zione dei numerosi e molteplici fenomeni fisici a questi due gruppi fondamentali, 
un inquadramento teorico pienamente soddisfacente. 
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La distinzione fra natura ondulatoria della radiazione elettromagnetica e 
natura corpuscolare della materia appariva netta e indiscutibile: la prima era 
essenzialmente caratterizzata da aspetti come la diffrazione e l’interferenza, la 
seconda da fenomeni d’urto e da leggi del moto che ne precisavano la traiettoria 
punto per punto ad ogni istante in campi di forze assegnati. Nel caso dei raggi X, 
ad esempio, si fu indotti ad attribuire loro una natura ondulatoria in seguito 
all’osservazione dei fenomeni di diffrazione a cui essi davano luogo incidendo 
su strutture reticolari (cristalli). All’elettrone fu invece attribuita una natura 
corpuscolare in base alla possibilità di studiarne la traiettoria in campi elettrici 
e magnetici: si pensi, ad esempio, al metodo delle parabole di Thomson per la 
determinazione del rapporto e/m. La natura corpuscolare dell’elettrone ha tro- 
vato successivamente una ulteriore conferma dall’esame delle tracce prodotte in 
camera di Wilson o registrate su lastre: dall’osservazione di queste si può consta- 
tare come in siffatti processi siano verificate le leggi di conservazione di gran- 
dezze tipicamente meccaniche quali l’energia e la quantità di moto. 

Fu solo tra la fine del secolo scotso e l’inizio del nostro secolo che i fisici 
si resero conto dell’esistenza di alcuni fenomeni che era impossibile inquadrare 
nello schema delle leggi classiche e che invalidavano la distinzione precedente- 
mente ammessa tra onda e corpuscolo. 

Storicamente due problemi ebbero un’importanza fondamentale nel mettere 
in luce i limiti di validità delle leggi classiche: quello di determinare la legge 
di distribuzione energetica dello spettro del corpo nero e quello di spiegare la 
struttura degli atomi. In considerazione appunto dell’importanza che lo studio 
di questi due problemi riveste nell’evoluzione della fisica, dedicheremo un po’ 


di spazio alla loro esposizione. 


$ 2. - Spettro del corpo nero e ipotesi di Planck. 


a) Caratteristiche sperimentali. — È noto che i corpi solidi o liquidi a qual- 
siasi temperatura emettono una radiazione a spettro continuo che per tempera- 
ture non troppo alte è invisibile (raggi infrarossi o calore raggiante) mentre a 
temperature di alcune centinaia di gradi diviene visibile (incandescenza). L’ener- 
gia emessa entro un cono di angolo solido unitario sotto forma di radiazione di 
frequenza compresa fra v e v+ dv per unità di superficie e per unità di tempo 
si dice potere emissivo del corpo, ed è una funzione e(v,7,x) della frequenza v, 
della temperatura 7 e di altri parametri che esprimono caratteristiche specifiche 
del corpo (come forma, struttura interna, ecc.) complessivamente indicati con x. 
Supposto che sul corpo incida una radiazione, questa in generale verrà in parte 
riflessa in parte assorbita: si definisce pozrere assorbente a(v,T,x) di un corpo 
il rapporto tra l’energia da esso assorbita e l’energia totale della radiazione inci- 
dente; anche il potere assorbente dipende, oltre che dalla frequenza v e dalla 
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‘ temperatura 7, dalle caratteristiche fisiche x del corpo. Per definizione è ovvio 
che 4(v, 7, x) può essere solo < 1: quando il corpo assorbe tutte le radiazioni 
incidenti di qualunque frequenza v e per qualunque temperatura 7, allora è 
sempre 4= 1 ed il corpo si dice corpo nero. 

Per via puramente termodinamica Kirchhoff ha dimostrato il seguente 


importante teorema: per un corpo in equilibrio termodinamico il rapporto 
div, Tad) a | 
2(v, 7, x) è indipendente dalla natura del corpo (caratterizzata globalmente 


da x) ed è una funzione universale E(v, 7) unicamente della temperatura 7° e 
della frequenza v. Per un corpo nero quindi, essendo 4(v, 7, x)= 1, il potere 
emissivo è proprio la funzione universale E(v, 7). Ciò spiega l’importanza che 
ha lo spettro del corpo nero nello studio dell’emissione e dell’assorbimento di 
radiazione. 

Un modo molto semplice per realizzare un corpo nero è quello di costruirsi 
una cavità racchiusa da una parete internamente riflettente nella quale è prati- 
cato un piccolo foro: infatti i raggi che, attraverso il foro, penetrano nella cavità 
si riflettono molte volte sulla superficie interna della parete fino ad essere comple- 
tamente assorbiti. Lo spettro del corpo nero è stato studiato sperimentalmente 
con grande cura a varie temperature; le curve sperimentali E(A, 7) per il potere 
emissivo del corpo nero in funzione della lunghezza d’onda À, in corrispondenza 
a varie temperature, sono state determinate con particolare precisione da Lummer 
e Pringsheim (fig. 31): da tali curve si è ricavato che il massimo di emissione 
si ha in corrispondenza di una lunghezza d’onda A,nax che soddisfa alla legge 
Amax Î = costante = 0,290 cm. °K, detta /egge dello spostamento di Wien; inoltre, 
calcolando in base ad esse il potere emissivo globale, si ha: 


| E(1, T) di = oT*= 5,66-10-5 T4 erg-cm-2.s-! 


(legge di Stefan- Boltzmann). Questi i risultati sperimentali relativi allo spettro del 
corpo nero. 


b) Risultati della termodinamica ordinaria. — In un primo tempo si affrontò 
il problema dell’interpretazione teorica delle curve sperimentali sulla base della 
termodinamica ordinaria. Si è arrivati in questo modo a dimostrare che la legge 


di distribuzione spettrale per l’irraggiamento del corpo nero deve essere rappre- 
sentata da una funzione del tipo: 


(i) EWD= (+) 


detta /egge generale di Wien. Su basi puramente termodinamiche risulta però im- 
possibile determinare esplicitamente la funzione f. È notevole comunque il 
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fatto che dalla legge generale di Wien si possano derivare sia la legge dello spo- 
stamento X,,7 = W, sia la legge di Stefan-Boltzmann: £,(7) = 074; in queste, 
però, le costanti I e o sono del tutto indeterminate. In breve, i risultati previsti 
dalla termodinamica ordinaria non sono in contrasto con l’esperienza; essi però 
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Fig. 31 - Curve sperimentali del potere 
emissivo del corpo nero. 


non sono tali da risolvere completamente il problema. Si tentò allora di darne una 
risoluzione più soddisfacente affrontandolo con i metodi della meccanica statistica. 


c) Impostazione statistica classica. — Nella trattazione termodinamica il 
potere emissivo del corpo nero E(v, 7) risulta direttamente legato alla densità 
u(v, T) dell'energia raggiante che si stabilisce nell’interno della cavità (che 
— come abbiamo visto — realizza il corpo nero), dalla relazione: 


Eb, T)= i uv, T). 
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Entro una cavità di questo tipo (cfr. $ 12-13, cap. II, parte I) l’energia della ra- 
diazione in equilibrio termico si ripartisce tra le varie componenti monocroma- 
tiche del sistema delle onde stazionarie che vi si stabiliscono. Il problema fonda- 
mentale da risolvere per la determinazione della funzione #(v, 7) è pertanto quello 
di stabilire come, ad una data temperatura, l’energia della radiazione si distri- 
buisce tra le varie componneti monocromatiche. Tenendo presente l’equiva- 
lenza tra il sistema delle onde stazionarie nella cavità con un sistema di oscilla- 
tori lineari (cfr. $ 13, cap. II, parte I), si avrà: 


u(y, T)dv= cai (7), 


ove d/° è il numero delle vibrazioni proprie di frequenza compresa tra v e 
v + dv contenute nella cavità di volume TW, e IP il valor medio dell’energia del- 
l’oscillatore lineare equivalente all’onda stazionaria monocromatica di frequenza v. 

Come si sa dalla statistica classica, l’energia si distribuisce fra i vari oscilla- 
tori secondo la legge di Boltzmann, e in conseguenza di ciò ogni oscillatore 
avrà l’energia (totale) media (cfr. $ 13, cap. III, parte I): 


(2) (7) = £ + 2rvîg = AT. 


Ricordando poi che il numero di oscillatori di frequenza compresa tra v e 
v + dv è dato dalla (63) ($ 12, cap. II, parte I), si deduce che l’energia del sistema 
in tale intervallo di frequenza (per unità di volume) è data da: 


n(v, T)dv= aT= SAT dv. 


Corrispondentemente si avrà per la distribuzione spettrale del corpo nero: 
2 
(3) E, T)= uv, D)= AT; 


questa costituisce la formula di Rayleigh-Jeans. Tale formula è del tipo previsto 
dalla legge generale di Wien, dedotta mediante la termodinamica ordinaria ed 
espressa analiticamente dalla (1); basta infatti osservare che la (3) si può scrivere: 


(4) E, T)= = k ( 


La curva dedotta dalla formula di Rayleigh-Jeans è rappresentata per una data 
temperatura 7° da un ramo di parabola (curva tratteggiata in fig. 32): l’energia 
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emessa aumenta continuamente con la frequenza (come del resto è evidente 
dalla (3)) mentre, secondo l’esperienza, essa è massima, per una data tempera- 
tura 7 in corrispondenza a una determinata frequenza. Per di più se, partendo 


dalla (3), si calcola l’irraggiamento totale E,(7) = Î E(v,T)dv, esso risulta 
0 


infinito per qualsiasi temperatura, mentre secondo l’esperienza esso risulta 


Fig. 32 - Curva teorica di Rayleigh-Jeans e 
curva sperimentale del potere emis- 
sivo del corpo nero per una data 
temperatura. 


"eccunamnao 


v 


dato, come già abbiamo detto, da: E£,(7) = 5,66-10-5 74 erg-cm-2.s-1. Que- 

sto risultato sembrerebbe quindi in contrasto, oltre che con l’esperienza, anche 
con quello dedotto dalla termodinamica ordinaria per cui E,(7)= 074. Come 
però abbiamo ricordato le considerazioni di termodinamica non sono in grado 
di determinare la costante o, anzi non escludono che essa possa assumere il va- 
lore eccezionale o = co, come qui si verificherebbe *). Si può quindi concludere 
che i risultati che si ottengono nello studio del problema del corpo nero appli- 
cando la meccanica statistica classica sono in netto disaccordo con l’esperienza. 


d) L’ipotesi di Planck. — Nel tentativo di superare queste difficoltà, Planck 
intuì che la relazione errata da sostituire quindi con un’altra nella soluzione del 
problema fosse la (2) la quale, com’è noto, è una conseguenza diretta della for- 


*) A questo riguardo ha qualche interesse osservare che se infatti calcoliamo l'emissione 


totale E.(7) in base alla (3), si ottiene: 
2rk (0 ed 2rk D°) 1 
E(MN= © ff (+) h=— r: (" ()()-e 


ce? 


dk (Abete 
e 0 


con: c= 


Considerazioni analoghe mostrano che la costante I della legge dello spostamento di 
Wien è in questo caso nulla. 
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mula di Boltzmann (cfr. $ 4, cap. III, parte I). Ricordiamo a questo proposito 
che nella statistica classica, per dedurre il valor medio dell’energia di un oscilla- 
tore lineare armonico, si parte dall’espressione dell’energia di un siffatto oscilla- 
tore, data da: 


(5) W= 5 (824 drv) — 


1 
3 D+ 2rfvims, 


e si ammette che la probabilità che alla temperatura 7 l’energia dell’oscillatore 
risulti compresa fra W e W+ 47 sia data dalla formula di Boltzmann: 


MW) = — PE | 
(Ea fr ep WII] db 


In base a questa si calcola poi il valor medio dell’energia, dato per definizione 


dalla: a — 
© p-ElLrenerrenizo 
E e f2_ exp I W(, DIIATI db 


che, come sappiamo, risulta eguale a #7 (cfr. $ 12, cap. III, parte I). Si osservi 
ora come l’espressione precedente di I? si possa trasformare in modo da far com- 
parire come unica variabile di integrazione la W, anzichè le due variabili cano- 
niche x e p. Infatti ponendo: 


1 
Van P 


t=V2nv%2 x; n= 


la (5) diventa: 
W= +7 


che in un piano tn rappresenta l’equazione di una circonferenza di raggio 
r= VW. Analogamente la (6) si trasforma nella: 


fo, C+ n) ep [C+ n9/47] dn 


v—- 
sl fE_ at [P_ exp (+47) dn 


Passando ora dalle coordinate cartesiane &, n a quelle polari r = VW e g, tali che: 


{= VW cos g 


dida =rdrdo= VWAVW de=3dW do, 
n= VW sing o 
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la (7) si trasforma nella: 
i] > W exp(— WJXT) dW 


(8) 4 © 
J " exp(— IWJ&T) di 


Eseguendo gli integrali, si ottiene ancora immediatamente IV = 47. Osserviamo 
però che, tenendo presente la definizione di integrale, la (8) può scriversi: 


x, ne exp(— ne/kT) 


(9) W(7)= lim >> est 
23 Zn exp(— #e/kT) 


L’espressione al denominatore della frazione è una serie geometrica, di cui il 
primo termine è l’unità e la ragione è g= exp (— e/£7): essendo 9 < 1, la serie 


è convergente e la sua somma — come risulta dalla formula elementare S = sea 
— ha per valore: e 
1 


Di exp(— ne/kT) _ 1—- exp e/#7) 


L’espressione al numeratore della frazione al secondo membro della (9) non è 
invece altro che la derivata della serie che costituisce il denominatore della 


1 
frazione stessa rispetto alla variabile — EF Sarà quindi: 


da ne exp(— ne/£T) = a n exp(— #e/£ET) = 


7) 


rai | rsa e e exp(— e/k7) 
ò (#7) exp(— e/e7)—1] [exp <J#7)—1}}" 


Di conseguenza, sostituendo nella (9) e moltiplicando numeratore e denomina- 
tore per exp (e/#7), si ottiene: 
10 Puo-la ro 
che per e + 0 si riduce effettivamente (come si vede immediatamente applicando 
la regola di de l’Hépital) alla formula classica: 
W(7)= 47, 
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in accordo con quanto si ricavava dalla (8) eseguendo direttamente le integrazio- 
ni indicate. 

Con un’intuizione veramente geniale, Planck osservò che si potevano supe- 
rare tutte le difficoltà relative al dibattuto problema del corpo nero tralasciando 
di effettuare nella (10) il passaggio al limite per + 0 e prendendo quindi come 
valor medio dell’energia dell’oscillatore la grandezza: 


11 Piflja a 
Per determinare poi il parametro e che compare in questa formula, osserveremo 
che, partendo da questa, si ottiene la seguente legge per la distribuzione spettrale 
del corpo nero: 

E 


2r 
(12) Ev, ee 


la quale si può conciliare con la forma imposta alla E (v, 7) dalla legge generale 
di Wien (1), solo assumendo l’intervallo di energia e proporzionale alla frequenza 
v, cioè prendendo: 


(13) e= dv. 


La costante ) di proporzionalità così introdotta — denominata poi costante di 
Planck — risulta essere una costante universale, perchè (come si è detto a suo 
tempo) la legge dell’irraggiamento non dipende dal particolare modello di corpo 
nero assunto. In definitiva il procedimento di Planck consiste nel sostituire la 
formula classica (2) dell’energia media dell’oscillatore armonico lineare con la 
seguente: 


by 
(14) 


da exp(v/kaT) — 1’ 


a questa corrisponde, per la distribuzione spettrale dell’energia irraggiata dal 
corpo nero, la formula: 


2rh ao dv 
(15) Ev, T)dv=—7v exp(iv/kT) — 1 


come risulta immediatamentè dalla (12) sostituendo a e il valore (13). 

Si può osservare che la formula di Rayleigh-Jeans non è altro che il caso 
asintotico di quella di Planck per v+ 0. Le curve tracciate (vedi curva a tratto 
continuo in fig. 32) sulla base della (15) sono in perfetto accordo con quelle 
sperimentali di Lummer e Pringsheim purchè si attribuisca ad £ il valore nume- 
rico 4 = 6,625.10-” erg-s. 
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Vogliamo infine osservare che dalla formula di Planck si può ricavare in 
modo completo (con calcoli che omettiamo) sia la legge dello spostamento di 


Wien, che risulta: 


he 
= _——— +0 
; Me 1965 0,290 cm-°K, 
sia la legge di Stefan: 
2rb (* v?dy 27544 
== — 2222 —_ _______ @-._ 4 —_ . —5 4 . 2, =l 
E.(T) = 3 [ GII)=i° 15 vorià 5,66-10-574 erg-cm-8-s. 


L’accordo fra i risultati di Planck e quelli dell’esperienza appare quindi completo. 
Vedremo in seguito come la deduzione di Planck della legge di emissione del 
corpo nero si inquadri nelle odierne teorie quantistiche. 

L’ipotesi nuova rispetto alla fisica classica introdotta da Planck nella sua 
dimostrazione è essenzialmente la seguente: tutte le volte che da parte della 
materia avviene un processo di emissione o di assorbimento di radiazione, tale 
processo si manifesta come una successione di atti elementari, in ognuno dei 
quali la quantità W di energia emessa o assorbita è sempre la stessa: e precisa- 
mente tale quantità è legata alla frequenza v della radiazione dalla relazione: 


W= hv, 


essendo 4 una costante universale. 


$ 3. - L’ipotesi di Bohr e i livelli energetici dell’atomo. 


a) Insufficienza delle leggi classiche. — I risultati di una serie di brillanti espe- 
rienze di Rutherford e altri (intorno al 1911) sulla diffusione di particelle « 
da parte di atomi relativamente pesanti avevano suggerito un modello dell’atomo 
semplice e intuitivo, quanto inconciliabile, sulla base delle leggi classiche, con 
altri dati forniti dall’esperienza, quali la regolarità osservata nella struttura a 
righe degli spettri atomici (codificata, nel caso dell’idrogeno, in una legge empi- 
rica) e l’indiscutibile stabilità della maggior parte delle strutture atomiche. In 
tale modello si immagina che gli elettroni, immersi nel campo coulombiano 
del nucleo, ruotino attorno a questo su orbite ellittiche come pianeti attorno al 
sole. Evidentemente, le leggi della teoria meccanica ed elettromagnetica classica, 
applicate a questo modello, condurrebbero a concludere che gli elettroni, nel 
loro moto accelerato, irraggiano onde elettromagnetiche di frequenza pari alla 
frequenza di rivoluzione orbitale. Ora ciò comporterebbe anzitutto una graduale 
diminuzione dell’orbita finchè l’elettrone non arrivi a cadere sul nucleo; l’atomo 
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dunque non potrebbe avere carattere stabile, e si può calcolare che la sua vita 
sarebbe dell’ordine di 10-8 s. Inoltre, con l’impicciolirsi dell’orbita varierebbe 
con continuità anche la frequenza delle rivoluzioni e quindi della radiazione 
emessa; sarebbe dunque impossibile l’emissione di spettri di righe a frequenza 
rigorosamente costante, quali si ottengono dai gas (per esempio nei tubi di 
Pliicker). I tentativi di sfuggire a queste difficoltà modificando il modello del- 
l’atomo e le forze agenti in esso non ebbero successo. E non avrebbero potuto 
averlo, perchè la grave discrepanza fra teoria ed esperienza aveva la sua origine 
nei principii generali di meccanica che venivano applicati e non nel particolare 
modello cui essi si applicavano. Si trattava quindi di trovare nuove leggi mecca- 
niche ed elettromagnetiche che valessero nei sistemi di dimensioni atomiche. 
Prima di analizzare, nelle sue grandi linee, l’aspetto teorico del problema della 
struttura atomica, vogliamo richiamare brevemente alcuni risultati forniti dalla 
spettroscopia: da questa infatti ci proviene la maggior parte delle informazioni 
sulle leggi che regnano entro gli atomi. 


b) Risultati sperimentali: spettro dell’idrogeno atomico. — Poichè lo spettro 
più semplice è quello emesso dall’atomo di idrogeno ed esso è stato il primo ad 
essere interpretato teoricamente, cominceremo col dare una descrizione di tale 
spettro. Lo spettro dell’idrogeno atomico è costituito di righe situate parte nella 
regione visibile, parte nella infrarossa e parte nell’ultravioletta; rappresentandole 
tutte con un unico schema (prendendo per ascisse le frequenze) si avrebbe una 
distribuzione del tipo di quella di fig. 33. Questo spettro è stato il primo di 
cui si sia scoperta empiricamente una legge semplice della distribuzione delle 


1 
righe; le frequenze (e quindi i numeri d’onda % = — = <) di queste si pos- 
sono tutte ottenere dalla formula: 


(16) 5= Rx (FE) 


n°? n° 


dove Rx = 109678 cm" è la costante detta di Rydberg ed #, #' sono due interi 
arbitrari (con #> #'> 0). Le righe di questo spettro si raggruppano in serie 
(ricono anche nello schema) ciascuna corrispondente ad un valore fissato 
di n’; praticamente se ne osservano quattro: 


1, n= 2, 3, 4, ... serie di Lyman (ultravioletta) 
2, n= 3, 4, 5, ... serie di Balmer (visibile) 

3, 1= 4, 5, 6, ... serie di Paschen (infrarossa) 
4, a= 5, 6, 7, ... serie di Brackett (infrarossa). 


è <%< = 
I ll 
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Come si vede nella (16), in ciascuna serie, col crescere indefinito di », la 
3 tende al limite R,;/n'*, vale a dire le righe di una serie si addensano verso una 
posizione limite, corrispondente a $= Ry per la serie di Lyman, 5= Ry/4 
per la serie di Balmer, ecc.; esse anzi in vicinanza del limite diventano così 
fitte che non è più possibile distinguerle fra loro per quanto risolutivo sia lo 
spettroscopio usato (della serie di Balmer se ne sono potute osservare una tren- 
tina: delle altre assai meno, per varie ragioni). La formula (16), scoperta per il 
caso 7’ = 2 da Balmer nel 1855, è verificata con una precisione che raramente è 


infrarosso visibile ultravioletto 
——————_—— _____a on 
serie di serie di serie di 
Paschen Balmer gp Lyman 


Fig. 33 - Spettro dell'idrogeno atomico. 


raggiunta in altri campi della fisica. Data l’estrema semplicità della formula 
stessa si rese fin da principio evidente che essa doveva avere un profondo signi- 
ficato teorico. L’interpretazione teorica della (16) è stata data per la prima volta 
da Bohr nel 1913, ed ha costituito il primo riuscito tentativo di costruire una 
meccanica atomica adatta al modello d’atomo suggerito dalle esperienze di Ru- 


therford e precisato dallo stesso Bohr. 


c) Ipotesi di Bohr. — Ispirandosi all’ipotesi « quantistica » di M. Planck, 
N. Bohr ammise i seguenti due postulati: 


1) un sistema atomico può esistere solo in determinati stati stazionari 
(o quantici) in corrispondenza a determinati valori discreti dell'energia E ed 
in tali stati non irraggia; l’irraggiamento (o l’assorbimento) è prodotto dalla 
transizione da uno stato ad un altro di energia più bassa (o più alta) e l’energia 
della radiazione eguaglia la differenza di energia tra i due stati interessati. 


2) la frequenza v della radiazione che accompagna la transizione è data 


dall’equazione: 
ET-E'= ly 


dove E ed E' sono rispettivamente l’energia dello stato iniziale e di quello fi- 
nale nel caso di emissione di radiazione, e viceversa nel caso di assorbimento, 
ed 4 è la costante di Planck. 

A questi due postulati Bohr aggiunse una condizione supplementare, per la 
determinazione degli stati quantici, così formulata: il modulo del momento della 
quantità di moto dell’elettrone rispetto al nucleo deve essere un multiplo intero 
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‘ b Li . . . 
della costante universale x Fissata l’attenzione sull’atomo di idrogeno ed 
LIS 


applicando al modello (del tipo suddetto) di questo i nuovi postulati, anche 
supponendo il nucleo fisso (trascurando cioè il suo leggero movimento attorno 
al centro di gravità dell'atomo) e considerando semplicemente il caso particolare 
di orbite circolari, Bohr riuscì a dare un’interpretazione teorica del tutto sod- 
disfacente della (16). 

Tenendo presente infatti il postulato 1), che in definitiva permette di appli- 
care all’elettrone in uno stato stazionario le leggi della meccanica classica, si 
determinano la forma dell’orbita (in base alla legge fondamentale F= ma), 
ossia: 

e y° 
(17) e —> 


(con ovvio significato dei simboli), e l’energia dell’elettrone sull’orbita di raggio r: 
2 e? 


(18) LET Se 
r F 


Applicando la condizione supplementare, si determinano poi le orbite quantiche 
possibili; da: 


WV= HA con gui, i ka 


segue infatti, tenendo presente la (17), 


b 
= ll — A 
| eVrira = 
ossia : 
h? ; è ; 
fn =" x (raggio dell’orbita n-esima). 


Sostituendo questa espressione del raggio dell’orbita nella (18), si trova: 


W.,= — =: (energia dell’n-esimo livello o orbita), 
n 
dove si è posto: 
2re*etm 
19 = . 
at di h3e 


Ora, se si calcolano in base al secondo postulato le frequenze v o i numeri d’onda 
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% della radiazione emessa o assorbita: 


W., Wa PP Wi Wy 
Vi 5 A oppure v= È Po 
si ottiene: 
1 1 
oppure: 
z 1 1 


Sostituendo nella (19) i valori numerici di e, 27, 4, c (calcolati naturalmente in 
base ad esperirnenti indipendenti da quelli della spettroscopia atomica), si trova 


per AR il valore: 
R = 109737 cm. 


Se si confronta la (20') con la (16), che riassume i risultati sperimentali, si trova 
perfetta concordanza nella forma della dipendenza da # e da #', ed anche ottima 
concordanza nel coefficiente numerico. Questo accordo diviene ancora migliore 
tenendo conto del trascinamento del nucleo (che porta ad attribuire all’elettrone, 
nei calcoli, una massa ridotta lievemente inferiore a quella effettiva): il coeffi- 
ciente R diviene in questo modo eguale a 109678 cm-, in perfetto accordo 


con il valore sperimentale. 


d) Le condizioni di Sommerfeld. — La teoria data da Bohr per l’atomo di 
idrogeno fu pochi anni dopo ampliata da Sommetfeld e da altri per potervi 
includere lo studio delle orbite ellittiche dell’idrogeno ed anche di quelle di 
atomi più complessi. A tale scopo; la condizione di Bohr sulla quantizzazione 
del momento della quantità di moto fu sostituita da condizioni più generali che 
ora enunceremo. 

Consideriamo l’atomo come un sistema meccanico conservativo ad f gradi 
di libertà, e riferiamolo ad un sistema di coordinate lagrangiane 91, 42, -.., 4% 
cui corrisponderanno altrettanti w0z7enf7 coniugati fi, f:, ..., fy. Supponiamo: 


1) che ciascuna g; sia funzione periodica del tempo con un periodo 7; 
(nel qual caso il moto si dice « wu/tiplamente periodico »; se in particolare tutte le 
T; coincidono, o ammettono un multiplo comune, il moto è periodico); 

2) che ciascuna p; sia funzione della sola 9g; ad essa coniugata e non 
delle altre. 


(Queste due condizioni sono soddisfatte, per una conveniente scelta delle 
coordinate, in tutti i casi che si presentano in pratica nella meccanica atomica). 
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Ciò premesso, immaginiamo di aver integrato, come nella ordinaria meccanica 
razionale, le equazioni differenziali del moto e di aver così trovato le g; e le f; 
in funzione del tempo # e di 2f costanti arbitrarie &,, c2, ..., cy, B1, Ba «---; Pri 
sostituendo queste funzioni nell’espressione dell'energia W si troverà questa 
espressa in funzione delle dette costanti; anzi, si può verificare che nella IV 
figurano soltanto f delle 2f costanti, così che potremo scrivere IV/(x,, ca, ..., &5). 
A questo punto vengono postulate le condizioni che introducono la disconti- 
nuità caratteristica della meccanica atomica: a tale scopo si impone che le co- 
stanti &,, %z, ---, xy non vengano scelte ad arbitrio (come consentirebbe la 
meccanica classica) ma in modo da soddisfare le f seguenti 


condizioni di Sommerfeld: 
(21) $ p:dg;= nb (i=1,2,...,f), 


dove il segno $ indica che si deve estendere l’integrazione a tutto un periodo della 
coordinata g;, e le 7; sono f numeri interi non negativi (rumeri quantici). Si può 
dimostrare che gli integrali a primo membro risultano funzione delle sole costanti 
C%3, %2, ---, «ye che le (21) determinano completamente tali costanti in funzione 
di #3, #2, ..., #y. Sostituendo le « così determinate nell’espressione dell’energia 
W, questa risulta espressa mediante gli f numeri quantici, così che converrà 
designarla con W, .n,...n- Questi valori discreti dell’energia rappresentano, 
secondo Sommerfeld, i livelli energetici dell'atomo. Uno di essi (e con esso il 
corrispondente stato quantico) è individuato non più da un solo numero quantico, 
come nel caso di Bohr, ma in generale da tanti numeri quantici quanti sono i gra- 
di di libertà. In particolare tali condizioni sono state applicate da Sommerfeld 
stesso allo studio dell'atomo di idrogeno: in questa approssimazione (cioè 
senza tener conto delle correzioni relativistiche e di altre perturbazioni) si ri- 
trova l’espressione dei livelli energetici della teoria di Bohr. 

La teoria di Sommerfeld mostra però che ciascuno dei livelli energetici W, 
è un livello multiplo, cioè esso non corrisponde ad una sola orbita o, come si 
suol dire, ad un solo stato quantico, ma a diversi stati quantici aventi tutti la 
stessa energia. Precisamente, fissato il valore dell'energia W, (e quindi il nu- 
mero quantico totale 7) esiste una molteplicità di stati caratterizzati, com’è noto, 
dai valori di altri due numeri quantici (il numero quantico azimutale e il numero 
quantico magnetico). Il metodo di Sommerfeld è stato poi applicato allo studio 
degli atomi a più elettroni con risultati talvolta soddisfacenti. 


e) Conferma sperimentale dell’esistenza dei livelli energetici. Esperienze di 
Franck-Hertg. — Il concetto fondamentale di livello energetico introdotto da 
Bohr ha avuto una conferma sperimentale diretta in una serie di brillanti espe- 
rienze ideate da Franck e Hertz. Il dispositivo sperimentale da essi usato consiste 
essenzialmente (fig. 34) in un tubo di vetro contenente, allo stato di gas o vapore 
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alquanto rarefatto, la sostanza di cui si intende mettere in evidenza i livelli ener- 
getici (notiamo che per semplificare l’interpretazione dei risultati converrà limi- 
tarsi a considerare il caso dei gas nobili oppure di aeriformi, come l’azoto e i 
vapori metallici, che non abbiano affinità per nuovi elettroni). Nel tubo vi è 
un filamento F che viene portato all’incandescenza in modo che esso emetta 
elettroni per effetto termoelettronico, e una griglia G tenuta ad un potenziale 
positivo rispetto ad F. Il campo elettrico tra F e G accelera gli elettroni, che si 
precipitano sulla griglia e in parte l’attraversano; dietro G, a circa un millimetro 
di distanza, vi è la placca P mantenuta a un potenziale un po’ inferiore a quello 


+ Fig. 34 - Dispositivo per l'esperienza di 
Franck-Hertz. 


Pia 


di G, così che gli elettroni nel percorso da G a P vengono lievemente rallentati : 
giunti su P, tornano ad / attraverso il galvanometro A. 

Se gli elettroni non subiscono urti anelastici (ossia urti in cui perdono parte 
della loro forza viva nell’eccitare gli atomi dell’aeriforme) si muovono di moto 
accelerato fino a G, nei cui pressi raggiungeranno la velocità e quindi l’energia 
cinetica massima secondo la relazione: Tar = è #%maz = €V/, essendo V la 
tensione tra / e G (si ammette che gli elettroni vengano emessi da F con velo- 
cità praticamente trascurabile); l’energia cinetica acquistata dagli elettroni è 
sufficiente a far loro superare il debole campo antagonista tra G e P, di modo 
che quelli di essi che attraversano G arrivano tutti su ? e vengono registrati 
dal galvanometro A. Aumentando la tensione I fino al valore per cui eV/ su- 
pera di poco la differenza W, — W, tra l’energia del primo livello eccitato e quella 
del livello fondamentale, gli elettroni, giunti vicino a G, potranno dar luogo 
ad urti anelastici contro gli atomi della sostanza in istudio; essi perdono così 
quasi tutta la loro energia cinetica e di conseguenza non sono più in grado di 
vincere il controcampo per arrivare alla placca P. Il galvanometro A segnerà 
quindi una brusca diminuzione di corrente. L’energia di eccitazione corrispon- 
dente al livello W, sarà così data dalla relazione W,— W, = eV, essendo V 
la tensione a cui si registra la caduta di corrente. Aumentando gradatamente 
al di sopra di I”, gli urti anelastici avranno luogo in una regione che corrispon- 
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dentemente si sposta dalle immediate prossimità di G verso F, tanto che gli 
elettroni, che nell’urto anelastico hanno perduto la loro forza viva, vengono 
ulteriormente accelerati in modo da raggiungere G con un'energia cinetica suffi- 
ciente a vincere il controcampo: conseguentemente, aumentando W/ oltre I 
la corrente riprende a crescere. Quando però I/ eguaglia 2(I/7, — IW,) gli elettroni 
sono in grado di subire due urti anelastici, uno un po’ prima e l’altro nelle imme- 
diate vicinanze di G: la corrente pertanto ridiscende rapidamente quasi a zero. 
Lo stesso si verificherà per ! = 3(/,— W,) e così via, o anche per V= W,— 
— W,, ecc. 


Riportiamo (fig. 35) a titolo d’esempio una curva sperimentale, relativa al 


Fig. 35 - Curva sperimentale 
di un'esperienza di 
Franck-Hertz. 


(e) 5 10 15 20 V(in volt) 


vapore di mercurio. I livelli energetici dei vari atomi, che si vengono così a de- 
terminare con il procedimento di Franck ed Hertz, risultano essere, come ordine 
di grandezza, di qualche eV, raramente superano la ventina di eV. 


f) Limiti della teoria di Bohr. - La teoria di Bohr-Sommerfeld ha costituito 
nel periodo 1913-1926 l’unico schema teorico atto a coordinare i molti fatti 
sperimentali che venivano man mano a mettersi in luce nel campo della fisica 
atomica. Essa ha avuto il grande merito di introdurre il concetto di stato quantico 
(caratterizzato da wuzieri quantici), che è tuttora uno dei concetti fondamentali 
della fisica atomica. Tuttavia, anche nel periodo dei suoi maggiori successi, essa 
fu considerata non tanto come espressione definitiva di una teoria fisica, quanto 
piuttosto una codificazione parziale e provvisoria delle correzioni da apportare 
alla meccanica e all’elettromagnetismo classici per renderli applicabili al mondo 
atomico. Essa manca infatti della coerenza logica, della completezza e dell’esat- 
tezza di una vera e propria teoria; inoltre essa è assolutamente incapace di dar 
ragione di un certo numero di fatti sperimentali tra i quali, ad esempio, la sta- 
bilità dell'atomo di He e le proprietà della molecola di H. 
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CaPrroLo II 


IL DUALISMO ONDULATORIO-CORPUSCOLARE 
DELLA RADIAZIONE E DELLA MATERIA 


I due esempi che abbiamo ricordato sono particolarmente importanti per 
aver segnato il distacco dalla concezione fisica di Newton e di Maxwell, ma con- 
temporaneamente e successivamente a questi due (« grosso modo » durante i 
primi venticinque anni di questo secolo) altri problemi furono imposti dalla 
scoperta di nuovi fatti sperimentali : a ciascuno di essi si diede una risposta esten- 
dendo l’ipotesi di Planck o formulando altre ipotesi. Ma, dall’insieme dei nuovi 
fenomeni e dalle interpretazioni caso per caso proposte, emerse un fatto di ca- 
rattere generale particolarmente importante, e a sua volta causa di nuove per- 
plessità: sia la materia sia la radiazione presentano infatti proprietà corpusco- 
lari e proprietà ondulatorie a seconda del tipo di esperienze cui si ricorre per 
la loro osservazione. Ricordiamo qualche processo tipico che caratterizza questo 
dualismo di comportamento della radiazione e della materia. 


$ 1. - Aspetti ondulatori e corpuscolari della radiazione. 


a) Aspetti ondulatori. — Per quanto riguarda la radiazione luminosa, è 
forse inutile ricordare che la teoria corpuscolare di Newton fu definitivamente 
soppiantata da quella ondulatoria di Huygens in seguito ai risultati delle celebri 
esperienze di Young e di Fresnel, che sono interpretabili soltanto in termini di 
onde (fig. 36 e 37). È noto che queste esperienze sono sostanzialmente uguali fra 
loro e differiscono solo nel modo di realizzare le due sorgenti di onde coerenti, 
come del resto si vede nella figura 36 (4 e b). 

Anche nel passaggio attraverso una sola fenditura, purchè convenientemente 
stretta (chiudendo ad esempio una delle fenditure nel semplice dispositivo di 
Young), si osserva ancora sullo schermo un sistema di frange (fig. 37), che diffe- 
riscono però nella distribuzione delle intensità da quelle prodotte dall’interferenza 


di onde provenienti da sorgenti coerenti distinte, e che costituiscono una conferma 
del principio di diffrazione di Huygens. 
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Queste esperienze (ed altre analoghe) di interferenza e di diffrazione, su cui 
non insistiamo essendo esse ben note dalla fisica sperimentale classica, costitui- 
scono una prova inconfutabile del carattere ondulatorio della luce; non solo, 


. 
Ss f 
Xi Za DI 
Fig. 36 a) - Esperimento di Young Fig. 36 b) - Esperimento di Fresnel per la diffra- 
per la diffrazione della luce: S è la zione della luce: S è la sorgente effettiva; S, e S. 
sorgente luminosa; f,, f. le fendi- le sorgenti virtuali immagini di S prodotte dai due 
ture nel diaframma Z,; X, lo scher- specchi 1 e 2 inclinati di un piccolo angolo 9; 
mo o lastra fotografica. 2 schermo o lastra fotografica. 


ma dalla loro analisi si deducono anche relazioni quantitative che involvono la 
lunghezza d’onda della radiazione. Ricordiamo inoltre che il metodo di Huygens 


Fig. 37 - Diffrazione da una fenditura. 


per lo studio dell’onda diffratta costituisce un metodo approssimato di risoluzione 
dell’equazione delle onde che venne in seguito formulata da Maxwell. 

Da Young in poi, è attraverso esperienze di questo tipo che si indaga sulla 
natura delle radiazioni e se ne calcola la lunghezza d’onda. Osservando che, 
per la formazione di figure di interferenza e di diffrazione, è necessario che il 
passo del reticolo (o più in generale il periodo della struttura disomogenea 
ordinata) su cui incide la radiazione sia dell’ordine della lunghezza d’onda di 
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questa, von Laue suggerì (1912) l’impiego di cristalli naturali come reticoli di 
diffrazione per i raggi X (che già per altra via si era giunti a supporre costituiti 
da onde elettromagnetiche di lunghezza d’onda intorno ad 1 A, dell’ordine ap- 
punto delle distanze tra i piani reticolari nei cristalli naturali); in effetti si osser- 
vavano figure di diffrazione che confermarono definitivamente le ipotesi sulla 
matura ondulatoria di questa radiazione. 

Anzi, in seguito all’interpretazione gi LTS 
quantitativa che Bragg diede (1913) di MR» 
questi fenomeni in base alla teoria on- 
dulatoria (fig. 38), fu fondato il procedi- 
mento classico per lo studio della strut- 
tura dei cristalli mediante i raggi X. A 
questo proposito ricordiamo gli esperi- 
menti di Debye-Scherrer, che consistono 
nel far incidere un fascetto di raggi X su 
cristalli polverizzati. Si osservano in tal 


d ; 
bd 
d sinî) - 
Fig. 38 - Diffrazione di un reticolo cristallino. Fig. 39 - Spettro di diffrazione 
Si ha un massimo di interferenza tra le onde ottenuto da un cristallo d'oro 
diffratte quando è:2dsen9S9= n (conn nu- per mezzo di raggi X di lun- 
mero intero). ghezza d'onda X= 0,709 À. 


caso figure di interferenza a forma di anelli concentrici (fiig. 39); dalla distribu- 
zione della intensità di questi si possono trarre informazioni sulle distanze tra 
gli atomi della molecola (i fenomeni interferenziali dovuti ai singoli atomi delle 
molecole del cristallo si cancellano per effetto della distribuzione caotica e del 
moto disordinato dei singoli granuli del cristallo). 


b) Aspetti corpuscolari. — Fin dalla fine del secolo XIX era stato messo in 
evidenza (Hertz, Hallwacks, Elster e Geitel, Ladenburg) l’effetto fotoelettrico; 
si era cioè osservato che una superficie metallica, in alto vuoto, investita da una 
radiazione di frequenza sufficientemente elevata, emette elettroni. Un’analisi 
accurata del fenomeno aveva permesso di stabilire che: 


1) l’effetto ha luogo solo se la frequenza della radiazione incidente supera 
un certo valore vo, caratteristico del metallo usato e detto « soglia fotoelettrica »; 
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2) gli elettroni escono dal metallo usato con diverse velocità che vanno 
da 0 ad una certa velocità massima: la forza viva w corrispondente a questa velo- 
cità massima è funzione lineare di v e precisamente: 


(1) w= b(v— vo) 
dove % è una costante uguale per tutti i metalli, che dall’esperienza risulta 
= 6-61-10-® erg-s, cioè uguale alla costante di Planck; 

3) il numero di elettroni emessi per cm? e per secondo è proporzionale 
all’intensità dell’illuminazione (a parità di frequenza). Questa intensità, invece, 
non ha alcuna influenza sulla velocità degli elettroni emessi. 


Il tentativo di render conto di queste precise leggi sperimentali tramite la 
teoria elettromagnetica classica condusse a conclusioni contraddittorie, mentre la 
soluzione indicata da Einstein nel 1905, nella quale si abbandonano i concetti 
classici e viene ripresa ed ampliata l’ipotesi di Planck, ebbe pieno successo. 

Osservando che la costante £4 della (1) ha lo stesso valore della costante di 
Planck, Einstein fu indotto a pensare che l’energia della radiazione non sia 
quantizzata solo all’atto dell'emissione e dell’assorbimento, ma viaggi anche nello 
spazio localizzata in granuli, che egli chiamò «quanti di luce» o « fotoni », 
ciascuno dei quali contiene appunto l’energia 4v. Se si pensa al fenomeno foto- 
elettrico come ad un processo d’urto fra i fotoni che compongono la radiazione 
incidente e gli elettroni atomici del metallo, l’interpretazione delle leggi del feno- 
meno è immediata e dà risultati in perfetto accordo con l’esperienza. 

Difatti un atomo colpito da un fotone riceve, tutta in una volta, l’energia 4v, 
e, se questa è maggiore del lavoro »w, necessario per strappare un elettrone da 
un atomo e a farlo uscire dal metallo, l'atomo .potrà emettere un elettrone. L’ef- 
fetto fotoelettrico potrà dunque aver luogo solo se 4v> 2, cioè v> = Si 


Wo 


spiega allora la prima legge, interpretando v, come rs Se poi questa condi- 


zione è soddisfatta, l’elettrone uscirà dal metallo con una energia cinetica uguale 
all’energia ricevuta 5y meno quella w spesa per uscire, cioè sarà: w= 4v— w 6, 
poichè w9 = 4vo, si ha senz’altro la (1) in accordo con l’esperienza. Infine, variando 
l’intensità della radiazione si varia il numero dei fotoni che cadono sulla supet- 
ficie per unità di tempo, ma non l’energia di ciascun fotone; così si spiega la 
terza legge. L'ipotesi dei fotoni non rappresenta un semplice ritorno alla teoria 
corpuscolare di Newton, poichè i fotoni non sono pensati come corpuscoli ma- 
teriali, nè la loro energia come energia cinetica; tuttavia ai fotoni si devono attri- 
buire alcune proprietà analoghe a quelle dei corpuscoli materiali, e in particolare 
una certa quantità di moto, diretta nel verso della propagazione e avente per 
modulo: 
by b 


p= —= — 


c À 
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c 

dove X= Pos è la lunghezza d’onda della radiazione secondo la teoria ondula- 

toria. Si può osservare che le espressioni dell’energia 5v e della quantità di moto 
bv .. 

p= di di un fotone si accordano con le formule relativistiche dell'energia 


totale e della quantità di moto di un punto materiale di massa 2 e velocità v 
(che sono: w= wme%; p= wmv), purchè si assuma v=c (come deve essere), 


by 
elem” Ta Qui # denota la massa in moto, non la « massa in quiete ». 


L’ipotesi dei fotoni di Einstein parve, in seguito, a Compton la sola capace 
di rendere ragione del fenomeno (che da Compton stesso prende il nome) sco- 
perto nel 1923. Esso ha luogo nella diffusione dei raggi X e y da parte di gas, 
liquidi e solidi, e consiste in questo. Se un sottile pennello, ad esempio di raggi X 
(fig. 40), che supponiamo di lunghezza d’onda X, attraversa una sostanza (prefe- 


Fig. 40 - Schema dell'esperimento per 


l'effetto Compton, cristallo 


ribilmente di basso peso atomico, per esempio un pezzo A di carbone), da questa 
si irradiano in tutte le direzioni i raggi X diffusi (oltre a questi esistono anche i 
raggi X di fluorescenza di cui non ci occupiamo). Se si raccolgono e si analizzano 
con uno spettrografo a cristallo quelli diffusi in una data direzione, formante un 
angolo # con la direzione dei raggi primari, si constata che i raggi diffusi hanno 
una lunghezza d’onda x’ lievemente maggiore di X: in ciò consiste l’effetto 
Compton. Dobbiamo però aggiungere che alla radiazione diffusa con effetto 
Compton è generalmente mescolata anche radiazione diffusa senza cambiamento 
di lunghezza d’onda; quindi lo spettro che si ottiene mostra due righe vicinis- 
sime, una identica a quella che si otterrebbe analizzando i raggi incidenti, l’altra 
spostata verso le lunghezze d’onda maggiori. La variazione di lunghezza d’onda 
è indipendente dalla natura della sostanza diffondente; dipende invece dall’an- 
golo ® secondo la legge: 


(2) X' —7= 0,024 (1— cos 3) 


(dove 2’ e 2 si intendono espressi in A): essa è quindi massima per la radiazione 
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diffusa all’indietro (® = 180°) e ammonta allora a 0,048 A. La teoria elettroma- 
gnetica classica è assolutamente incapace di spiegare la presenza della riga spostata. 

Secondo la teoria dei fotoni, invece, la diffusione è dovuta al fatto che i 
fotoni della radiazione incidente urtano, nel corpo diffondente, contro gli elettroni 
in esso contenuti e ne vengono deviati, alcuni in una direzione, altri in un’altra. 
Naturalmente noi non sappiamo esattamente rappresentarci l’urto di un fotone 
contro un elettrone nè dobbiamo immaginarlo identico all’urto di due corpi 
materiali, ma per spiegare l’effetto Compton non è necessario farsi di quest’urto 
un’immagine precisa; basta ammettere che valgano per esso le leggi fondamentali 
della meccanica, cioè la conservazione dell’energia e quella della quantità di moto. 
Si comprende allora, anche senza eseguire alcun calcolo, che l’elettrone urtato 
riceve un impulso, ossia acquista una certa velocità e quindi una energia cinetica, 
che viene sottratta all'energia del fotone; perciò (essendo l’energia del fotone 
by = bhe] al fotone diffuso corrisponderà una frequenza minore (e una lun- 
ghezza d’onda maggiore) che a quello incidente. 

Per una trattazione quantitativa del processo è necessario ricorrere alle leggi 
della meccanica relativistica. Applichiamo il principio della conservazione del- 
l'energia e quello della conservazione della quantità di moto, supponendo per 
semplicità che l’elettrone sia inizialmente in condizione di riposo. Detta 7 la 
velocità acquistata dall’elettrone urtato (di massa a riposo wp) e tenendo pre- 
sente (cfr. Parte II, cap. VI, $ 3) l’espressione della sua energia cinetica 


e du i dn 
hà G 1 0°/e? 
1 
s bv= hv' 6° -—_ ——=- — 1 . 
È Mini 


Rappresentando poi mediante tre vettori (fig. 41) l'impulso del quanto 


incidente (vettore AÒ = OC, di modulo 4y/e), quello del quanto diffuso (vettore 
08, di modulo 5v'/c), e quello acquistato dall’elettrone (vettore OD, di lunghezza 


1 |, avremo per il principio della conservazione dell’energia : 


Mb PA si 
e osservando che il primo vettore deve essere il risultante de- 


Vo-£ 
ce? 


gli altri due, si ha subito — dal triangolo 0BC — per il teorema di Carnot: 


my? h?y? h*y'? by hv 
(4) È — np i OE È 
12 c c r € 
POI 
Eliminando » fra le due equazioni scritte (3) e (4) si trova: 


Av= v—_— y = 


bvv' by? 
e - (1— cos 8) = por. (1— cos 9). 
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Sostituendo alle costanti che compaiono in questa relazione i loro valori nume- 


rici e facendovi comparire al posto delle freqgenze le lunghezze d’onda, cioè 
ponendo: 


e 
LI 


c 

v= Av= — — A, 
a: 

si trova 


gi 
(5) Rieedi Ae — n= VA i, 


che coincide esattamente con la relazione (2) che descrive i risultati sperimentali. 


Fig. 41 - A illustrazione del processo d'urto 
che schematizza l'effetto Compton. 


In questo ragionamento si è supposto l’elettrone completamente libero. Ma 
negli atomi vi sono anche elettroni più o meno strettamente vincolati al nucleo; 
se un fotone urta contro uno di essi, esso comunica l’impulso non solo all’elet- 
trone urtato ma a tutto l’atomo, e quindi, nel ragionamento precedente, si 
deve in quel caso sostituire la massa elettronica 7, con la massa di tutto l’atomo, 
che è migliaia di volte maggiore. Come si vede nella (5) ciò riduce di altrettante 
volte X' — A, ossia rende l’effetto inapprezzabile. Così si spiega la presenza, 
accanto alla riga spettrale spostata per effetto Compton, di una riga spettrale 
non spostata. 

Varie esperienze confermano in maniera brillante l’interpretazione di 
Compton. Una di queste è quella di Compton e Simon. In questa esperienza, 
eseguita la prima volta nel 1925, le traiettorie di particelle ionizzanti si rendono 
visibili e fotografabili come fili di nebbia. Un sottile fascetto di raggi X attra- 
versa la camera di Wilson e subisce la diffusione per opera del gas in esso con- 
tenuto; facendo scattare ripetutamente la camera, capita ogni tanto di sorpren- 
dere un atto elementare di diffusione. La fotografia in questo caso presenta 
l’aspetto schematizzato nella fig. 42 a linee piene. In essa XX rappresenta il fa- 
scio di raggi X che attraversa la camera (e che è invisibile nella fotografia): da 
un punto si vede partire la traccia DE di un elettrone, che è stato sbalzato via 
da un atomo O per urto di un fotone. Il fotone diffuso, che non lascia traccia 
della sua traiettoria per il suo basso potere ionizzante, viene rivelato se incontra 
a sua volta in P un atomo che lo assorbe, perchè da questo atomo esce allora, 
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per effetto fotoelettrico, un elettrone la cui traccia PF è visibile in fotografia. 
Dunque congiungendo P con O si ha la direzione in cui è stato diffuso il fo- 
tone. Si possono così misurare i due angoli 3, 9’. Generalmente questi angoli 
non giacciono nel piano della fotografia, come qui abbiamo supposto per 
semplicità: è necessario prendere perciò due fotografie contemporanee da due 


iaia en Fig. 42 - Osservazione dell'effetto Compton 
in camera di Wilson. 


punti diversi e da queste due proiezioni ricostruire, coi metodi della geometria 
descrittiva, la figura nello spazio. 

Un'ulteriore conferma del meccanismo dell’effetto Compton venne fornita 
da un esperimento di Bothe e Geiger, i quali riuscirono a mettere in evidenza 
la simultaneità della comparsa dell’elettrone di rinculo e del quanto di radia- 
zione diffusa. 

Così, l’effetto fotoelettrico e l’effetto Compton ci danno una prova della 
natura corpuscolare della radiazione elettromagnetica non meno convincente . 
dell’evidenza della sua natura ondulatoria fornita dalle esperienze di interferenza 
e di diffrazione. Osserviamo però che la teoria corpuscolare, da noi applicata per 
l’interpretazione dei due effetti, non permette di calcolare l’intensità dei processi. 


c) Interpretazione corpuscolare dell’ipotesi di Planck. — L'ipotesi dei fotoni 
di Einstein, pur ispirandosi a quella dei quanti di Planck, ne differisce nettamente. 
Infatti, l’ipotesi che la radiazione elettromagnetica venga emessa o assorbita 
attraverso un meccanismo che involve quantità finite di energia non intacca 
affatto la concezione ondulatoria classica della radiazione elettromagnetica; 
essa pone in crisi semplicemente il concetto di continuità che la fisica classica 
aveva implicitamente attribuito! a tutte le quantità fisiche. Ma l’ipotesi che 
questi quanti di energia viaggino localizzati nello spazio e agiscano localmente 
nella loro interazione con la materia introduce una concezione del tutto nuova 
del carattere della radiazione: come abbiamo visto, infatti, in base a tale ipotesi 
la radiazione deve essere pensata come un flusso di fotoni aventi ciascuno una 


energia 4v ed una quantità di moto p=-—. 
c 
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a) Aspetti corpuscolari. - La materia, fino a qualche decennio fa, non fu 
mai causa di grossi problemi, almeno come quelli relativi alla natura della luce; 
è sempre parso estremamente naturale che anche i costituenti più piccoli di una 
porzione macroscopica di materia siano essi stessi dei corpuscoli materiali e 
obbediscano quindi alle leggi meccaniche del moto. Del resto la chimica da una 


Val 
° VA 
a LA e 5 
# LI 
» : . 
Pa 
. ” # a ° 
P ; . è è ed » Lul . 
* è A . 
l pi Pd . 
è ® . Pd 3 ù 
i a ;. ® o . 
+3 Pe | Lar to. tg : = “ Pa ° Ò » CI 
i, «| so cotees siii. È 
F N. md 1 
. » 
Pag . Se . 
cd i». a «a - >» a 20° # ns e deruvevondiò eo % 7 
a “ l 
c » 
% 
5) e ° 
I Ò “ 
i % 
n “A 
I ‘ pese otel — 
hi Le 
| » 0000 conero e osepasnni at a. 
’ ka, "ng Li 


H ' ‘ 
» se, La - 


Fig. 43 - Traccia fotografica di un urto (non relativistico) protone-protone. (La freccia indica la 
direzione del protone incidente; le direzioni delle particelle uscenti appaiono ortogonali In confor- 
mità delle leggi classiche dell'urto elastico fra particelle di massa eguale). 


parte e la teoria cinetica della materia dall’altra avevano suggerito e confermato 
tale visione della materia. Se mai fu piuttosto discusso il problema della corpu- 
scolarità o meno dell’elettricità e fu essenzialmente negli esperimenti volti a 
verificare l’ipotesi della corpuscolarità dell’elettricità che venne ulteriormente 
confermata la struttura corpuscolare dei componenti elementari della materia 
(ad esempio, elettroni, protoni, ecc.). Ricordiamo a questo proposito il metodo 
delle parabole di J. J. Thomson per la determinazione del rapporto carica/massa 
per l’elettrone e per gli ioni, il metodo di Millikan per la determinazione della 
carica dell’elettrone, i processi d’urto osservati in camera di Wilson e, più 
recentemente, nelle lastre nucleari (fig. 43), ecc.: tutti processi nei quali è 


328 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


essenziale lo studio della traiettoria delle particelle elementari e dove in parti- 
colare si verificano le leggi di conservazione A e delle quantità di moto 


grandezze tipicamente meccaniche. 
Anzi, la scoperta del neutrone (e della sua natura corpuscolare) è stata fatta 


proprio applicando le leggi di conservazione della meccanica classica. Essa avvenne 
nel 1932, in seguito alle esperienze di Chadwick, nel modo seguente (fig. 44). 


REL i i i ; 
invisibii a idrogeno o altri atomi a riposo 


ra O a —‘————- (0 
"n Î 
— 
= . . . 
- protoni o altri nuclei 


Fig. 44 - Schema dell'esperienza per la rivelazione del neutrone. 


Una lastrina di berillio, colpita dalle particelle x emesse dal polonio radio- 
attivo, emette una « radiazione » invisibile che, incidendo su atomi di idrogeno 
o di azoto in quiete, provoca a sua volta l’emissione di protoni o di nuciei di 
azoto. Chadwick misurò le velocità di questi nuclei e suppose che il processo 
consistesse in un urto elastico tra le « particelle » componenti la « radiazione » 
incognita e gli atomi di H o di N; scrivendo semplicemente le relazioni che 
esprimono la conservazione dell’energia e delle quantità di moto nel caso di 
urto frontale (limitandosi cioè a osservare nella direzione 0) una volta con 
H, una volta con N, si ottiene elementarmente *): 


*) Consideriamo l’urto frontale neutrone — protone, ad esempio mettendoci nel si- 
stema del laboratorio. In un urto elastico, com'è noto, si conservano sia l’energia totale sia 
le quantità di moto del sistema. Sarà dunque, con ovvio significato dei simboli: 


(1) AE, +AE,=0 e Apn + 4py=0. 2) 
Esplicitiamo queste espressioni, tenendo conto del fatto che il protone ha velocità iniziale nulla 
Ca — (tei ei) im 
2 2 2 
la quale può anche scriversi ? P 
a”) — tm) (FL) = apo (14°); 
ma è: 
(29) — Apn = — (1n0n — tin0n) = Apy = (ist) —0), 
per cui dalla (1”) si ha: 
(3) vt0n=% 


Sostituendo l’espressione (3) di »,’ nella (2’), si ricava: y,= Penna) Yn; infine, sostituendo 
m 
questa espressione nella (3), si ha: #, = sa Uno uiiiitia 
Mn t #3 
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' 2% 7 
—--_ # 


| 
Il 


, velocità dei protoni emessi da H- 
Ant #p rigo 
vy = velocità dei nuclei di N 


" dove: , = velocità iniziale delle particelle incognite 
7 n 


= —— p #, = massa della particella incognita 
Wntby di p 5 


# = massa del protone 


#y= massa del nucleo di N (= 14 w,). 


Eliminando tra le relazioni così ottenute la velocità iniziale v della parti- 
cella incognita, si perviene a: 


v, _@ln+ 14m, 


UN Matt 

v 
Il rapporto ar , dalle misure eseguite da Chadwick, risultava = 7,5; così 

N 
che si arrivò infine ad ottenere per 27, il valore w,= 1,00 w,. (Da ulteriori deter- 
minazioni più accurate si pervenne, com’è noto, a un valore lievemente supe- 
‘ i Mn 1,008665 
riore, e precisamente: —— = ———_- = 1,00013). 

P My 1,007276 ) 


L’esperienza ripetuta da Chadwick, con altri elementi, confermò questo risultato. 


b) Aspetti ondulatori. - La scoperta dell’aspetto ondulatorio della materia 
avvenne in modo del tutto particolare. Questa volta, infatti, l'ipotesi della esi- 
stenza di onde materiali non fu suggerita da fatti sperimentali, ma fu formulata 
da de Broglie (1925) in base a considerazioni teoriche. Partendo dall’ipotesi che 
il dualismo ondulatorio-corpuscolare, messo in evidenza per la radiazione elet- 
tromagnetica, dovesse esistere anche per la materia, egli suppose che, come ad 
un’onda di frequenza v e di lunghezza d’onda X= c/v corrisponde un fotone, 
o un insieme di fotoni, di energia E = 4v e di quantità di moto f = £/A, così ad 
una particella o insieme di particelle di energia E e di quantità di moto p corri- 
sponda un’onda di lunghezza X= 4/p, e ne determinò la relativa equazione 
di propagazione. Naturalmente sorse subito l’esigenza di verificare sperimental- 
mente l’ipotesi formulata da de Broglie. 

I brillanti esperimenti di Davisson e Germer (1927) e, successivamente, di P. 
Thomson dimostrarono pienamente in modo diretto la validità di questa ipotesi. 

Nell’esperienza di Davisson e Germer ci si basa su un metodo per riflessione 
analogo a quello di Bragg per i raggi X (fig. 45). Gli elettroni emessi da un 
filamento Y di tungsteno incandescente vengono accelerati da un campo elet- 
trico creato tra F e il diaframma D dalla batteria B. Variando la tensione di 
questa, si può variare a piacere la velocità degli elettroni. Un sottile fascio di 
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elettroni attraverso un diaframma forato viene lanciato normalmente sul cri- 
stallo A di nichel tagliato parallelamente a una faccia di ottaedro. Gli elettroni 
vengono diffusi dal cristallo e, passando attraverso una stretta fenditura che ne 
precisa la direzione di propagazione, vengono raccolti in un pozzo di Faraday 
P spostabile lungo un arco graduato 
CC' e collegato con un galvanome- 
tro G. L’intera apparecchiatura è in 
ambiente di alto vuoto. 


Fig. 45 - Dispositivo di Davisson-Germer per Fig. 46 - Dispositivo di G. P. Thomson per 
la diffrazione degli elettroni. la diffrazione degli elettroni. 


È così possibile studiare la distribuzione angolare degli elettroni diffratti 
al variare dell'angolo 8. È pure possibile studiare la distribuzione azimutale 
facendo ruotare il cristallo. 

L'esperienza ideata da G. P. Thomson e da Rupp può essere realizzata invece 
con un dispositivo analogo (salvo alcune differenze che indicheremo) a quello 
delle esperienze per trasparenza di von Laue sulla diffrazione dei raggi X nei 
cristalli. In un ambiente di alto vuoto (fig. 46), un filamento incandescente 
F emette, per effetto termoelettronico, degli elettroni che vengono accelerati 
verso il diaframma forato D da una differenza di potenziale V graduabile e cono- 
sciuta. Oltre D essi non sono più soggetti ad alcuna forza: un diaframma forato 
D' limita un sottile fascetto che, cadendo sulla lastra fotografica L, vi produce 
un'intensa macchia circolare. Ma se sul percorso degli elettroni è interposto un 
cristallo, costituito da una sottile lamina di mica, appaiono allora sulla lastra, 
regolarmente disposte intorno alla macchia centrale, numerose altre macchie, 
caratteristiche del fenomeno di diffrazione *), la cui simmetria rispecchia la 


*) Con il medesimo dispositivo si ottengono anche figure di diffrazione in forma di 
anelli concentrici, perfettamente analoghi a quelli che si ottengono nelle esperienze di Debye- 
Scherrer coi raggi X: l’aspetto della figura di diffrazione dipende naturalmente dalla struttura 
interna del materiale diffusore, quindi dal modo con cui è stata preparata la lamina: se essa 
è stata ottenuta per taglio o martellatura di un unico cristallo, essa conserva una struttura 
cristallina e si osservano delle macchie puntiformi (von Lauc); se invece si è ottenuta per de- 
posizione elettrolitica 0 per evaporazione del cristallo nel vuoto su un supporto di colloide, 
se è x aggregato di microcristalli (una polvere cristallina) e si osservano gli anelli (Debye- 

erret). 
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simmetria del reticolo cristallino della mica. In questa esperienza si deve usare, 
per ragioni tecniche, un cristallo in forma di lamina sottile, mentre coi raggi X 
(che sono più penetranti) si usano generalmente cristalli di notevole spessore. 
Da ciò provengono le principali differenze di questa esperienza da quella di 
von Laue: in questo caso, infatti, il cristallo funziona da reticolo a due dimensioni 
invece che a tre, il che permette di usare onde di de Broglie « monocromatiche » 
(cioè elettroni tutti della stessa velocità), mentre nell’esperienza 
di von Laue si usano raggi X a spettro continuo. I risultati che va 
si ottengono con l’uno o l’altro dei procedimenti descritti h 
(fig. 47) sono assai simili a quelli che si ottengono dalle corri- 
spondenti esperienze coi raggi X. 

L’esame delle figure di diffrazione ottenute permette di 


determinare la lunghezza d’onda degli elettroni e si trova che 74 o 
la relazione di de Broglie è perfettamente verificata. 
La scelta degli elettroni come primo oggetto di prova fu e 


suggerita essenzialmente dalla considerazione seguente. Dalla 
relazione di de Broglie tra la lunghezza d’onda e la quantità 
di moto di una particella è chiaro che, dato il piccolissimo 
valore numerico di 4(6,625-10-? erg*s), si ottengono X osser- 


Fig. 47 - Spettro di diffrazione ottenuto da un cristallo d'oro per mezzo di 
elettroni di lunghezza di onda di de Broglie X = Lu 0.55 A i: 
(da confrontare con la fig. 39). pri 


vabili solo per particelle dotate di quantità di moto relativamente piccola, quindi 
di massa molto piccola e (0) relativamente lente. La difficoltà di ottenere dei fasci 
collimati di particelle cariche a velocità basse (difficoltà dovuta allo sparpaglia- 
mento prodotto dalla mutua repulsione elettrostatica e dalla disordinata agita- 
zione termica) orientò in un primo tempo l’attenzione degli sperimentatori sugli 
elettroni. 

In seguito si riuscì ad eseguire questi tipi di esperienze anche con altre 
particelle elementari e perfino con atomi e molecole, e si ebbe una conferma com- 
pleta dell’ipotesi di de Broglie, che si mostrò valida per la materia in generale. 
Nella tabella sono riportati, ad illustrare l’ordine di grandezza di queste lunghezze 
d’onda, i valori di X per alcune particelle con velocità di agitazione termica alla 
temperatura ambiente (— 18 °C): 


atomo di idrogeno: = 1,14 - 10-85 cm 
molecola di idrogeno: X= 0,80 - 10-8 cm 
atomo di elio: x= 0,57 - 10-8 cm 


atomo di mercurio: X= 0,08 - 10-8 cm. 
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A titolo di esempio si osservi che la lunghezza d’onda associata all’elettrone per 
un’energia 7 = 100 eV (ossia circa 4000 volte l’energia di agitazione termica) è: 


b SO Li À, 


i= — = 
V 2ynT Tor 


quindi confrontabile con quella dei raggi X. 

Particolare interesse presentano le esperienze eseguite da Enrico Fermi e 
Leona Marshall (1947) allo scopo di dare una dimostrazione sperimentale delle 
proprietà ondulatorie di un fascio di neutroni. In tali esperienze un fascio di 
neutroni, prodotto da una pila nucleare, emerge (fig. 48) attraverso un canale 


colonna 


CaF, 
o 
% Fig. 48 - Esperimento di diffrazione 
termica \ dei neutroni. 


praticato nel materiale schermante del reattore e riempito di grafite (colonna ter- 
mica). I neutroni contenuti in detto fascio, che sono stati rallentati nel blocco 
di grafite fino ad assumere quelle velocità che loro competono in condizioni di 
equilibrio termico (energia media 0,025 eV a 20 °C), posseggono all’uscita una 
distribuzione maxwelliana delle velocità (cfr. $ 8, cap. III parte I). Il fascio 
proveniente dalla colonna termica incide poi sulla faccia di un cristallo (ad 
esempio CaF.), dal quale vengono diffusi attraverso un processo del tutto ana- 
logo a quello che si verifica per i raggi X nelle esperienze di Bragg. Delimitando 
allora, con un sistema di opportuni diaframmi, un fascetto di neutroni diffusi 
contenuti entro uno stretto angolo solido, esso verrà ad essere costituito da neu- 
troni aventi praticamente tutti la stessa velocità. Dal punto di vista ondulatorio 
tale fascetto, praticamente monocinetico, si dovrà comportare come un fascetto 
di radiazioni monocromatiche. Ed invero Fermi e Marshall hanno potuto di- 
mostrare, con una serie di brillanti esperienze, che con esso si può ottenere tutta 
una classe di fenomeni (diffusione, riflessione sotto incidenza radente, ecc.) 
completamente simili a quelli che si ottengono ordinariamente con i raggi X. 
In tali esperienze rimane in particolare provato che un fascetto di neutroni mo- 
nocinetici di quantità di moto $ = #9 si comporta come un fascetto di radiazioni 


i h 
monocromatiche di lunghezza d’onda X= "i proprio come richiesto dalla for- 
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mula di de Broglie. Possiamo anzi aggiungere che oggigiorno, sfruttandone 
appunto le proprietà ondulatorie, si utilizzano i neutroni nella tecnica per ricer- 
che di struttura di cristalli, molecole, ecc. 


c) Iuterpretazione ondulatoria dell’ipotesi di Bohr. - Come l’ipotesi di Planck 
è suscettibile di un’interpretazione corpuscolare tramite i fotoni di Einstein, 
così l’ipotesi di Bohr è suscettibile di un’interpretazione ondulatoria tramite le 
onde materiali di de Broglie. 


Si consideri infatti l'atomo di H, così com’è stato semplicemente schematiz- 
zato da Bohr nel suo primo tentativo di interpretarne la struttura (fig. 49). 


Fig. 49 - Schematizzazione dell'atomo 
di idrogeno secondo il mo- 
dello di Bohr. 


Nell’ipotesi che il raggio di curvatura sia abbastanza grande, si può estendere 
all’onda, associata all’elettrone che si muove sull’orbita di raggio r, la relazione 


X= rà che connette la lunghezza d’onda di una particella libera (in moto retti- 


lineo) con la sua quantità di moto. Perchè lungo la circonferenza si stabilisca 
un treno d’onde stazionarie (in corrispondenza degli stati stazionari dell’atomo), 
è chiaro che dovrà verificarsi la condizione: 


(6) m=2xr, 


ossia ad ogni punto dell’orbita, dopo un giro completo, dovrà corrispondere 
sempre la stessa fase (fig. 50). 


Essendo X= + la (6) si può scrivere anche: 


1 = pr= mvr 
2r 


la quale non è altro che la condizione di quantizzazione di Bohr. 
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$ 3. - Equazione delle onde materiali. 


a) Necessità di formulare un'equazione per le onde materiali. — L’esame dei fatti 
sperimentali da noi condotto nel paragrafo precedente ha mostrato come le 
proprietà della radiazione e quelle della materia (costituita da particelle di vario 
tipo) non siano affatto così distinte come deriva dal modello che di tali entità 


ci fornisce la fisica classica. 


Fig. 50 - Per l'interpretazione ondulatoria 
del processo di quantizzazione. 


Un siffatto comportamento appare, almeno alla luce del modello del mondo 
fisico fornito dalla fisica classica, come contraddittorio. Proprio nel tentativo di 
superare tale situazione apparentemente paradossale è stata sviluppata la teoria 
quantistica. Vogliamo però, prima di affrontare questo argomento d’importanza 
fondamentale, completare le nostre considerazioni sul dualismo ondulatorio- 
corpuscolare della materia e della radiazione con qualche ulteriore osservazione. 
Indubbiamente, come già s’è detto, i risultati sperimentali che abbiamo prece- 
dentemente discusso danno una immagine della materia assai più simile alla 
radiazione di quanto si potesse dedurre dalla fisica classica. Sarebbe però errato 
pensare che materia e radiazione siano da considerarsi come dotate di proprietà 
identiche. Infatti, mentre ad esempio la radiazione si propaga nel vuoto sempre 
con velocità esattamente uguale a c, le particelle (e le onde a queste associate) 
possono assumere velocità variabili, comunque sempre inferiori a e. È quindi 
presumibile che le proprietà ondulatorie manifestate dalla materia dovranno 
essere descritte da un’equazione di propagazione diversa dall’ordinaria equazione 
delle onde valida per la radiazione (cfr. $ 7, cap. II, parte I). Ci si pone allora 
il problema di stabilire l’equazione delle onde da associare alle particelle : questa 
equazione dovrà ovviamente essere tale da dar ragione del risultato, mostrato 
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dall’esperienza, che l’onda associata ad una particella di quantità di moto fp = wmv 
h 
ha una lunghezza d’onda \= —. È, d’altra parte, solo conoscendo l’equa- 


zione che descrive il comportamento ondulatorio della materia, che si può cal- 
colare la distribuzione di intensità che si osserva nelle esperienze di diffrazione 
delle particelle da noi precedentemente discusse e procedere quindi ad un più 
accurato confronto con i dati sperimentali. 

Mostreremo ora, rielaborando un procedimento introdotto per la prima 
volta da de Broglie (1924) e completato successivamente da Schròdinger (1926), 


come si possa procedere per stabilire l’equazione di propagazione delle onde 
materiali. 


b) Analogie fra il moto di nn panto materiale e la propagazione di un gruppo 
d’onde. - Riprendiamo in considerazione lo studio della propagazione di un grup- 
po d’onde emesso da una sorgente, nell’approssimazione dell’ottica geometrica, 
cioè quando si ritengano trascurabili i fenomeni di diffrazione. Se il mezzo entro 
cui il gruppo d’onde si propaga è omogeneo, il gruppo d’onde, che supporremo 
di frequenza media v assegnata, si muoverà di moto rettilineo uniforme, come si 
può facilmente dedurre dal principio di Fermat; se il mezzo invece non è omo- 
geneo, il gruppo d’onde seguirà una traiettoria curvilinea. Completamente ana- 
logo è il comportamento di un punto materiale (a cui si suol assimilare una pic- 
cola porzione o particella di materia), che supporremo di energia IV assegnata, 
soggetto alle ordinarie leggi della meccanica classica (newtoniana), quando si 
muova in un campo di forze derivanti da un potenziale: se il potenziale è costante 
(campo omogeneo) il punto materiale descrive una traiettoria rettilinea; se il 
potenziale è variabile (campo non omogeneo) tale punto descriverà una traiet- 
toria curvilinea. Anzi per dare maggior risalto all’analogia fra il moto di un 
punto materiale e la propagazione di un gruppo d’onde si osservi il seguente 
specchietto: 


Meccanica classica Ottica geometrica 


— punto materiale — gruppo d’onde 
— traiettoria (principio della minima |-— raggio luminoso (principio di 
azione) Fermat) 


— legge del potenziale del campo di | — legge di rifrazione del mezzo in cui 
forze in cui si muove il punto si propaga il gruppo: 
materiale U= U(x,1,% v=v(x,Y.D 


— energia del punto in moto: W — frequenza media del gruppo d’onde: y 


— velocità di spostamento del punto | velocità di propagazione del gruppo 
materiale: V, = V,(x,J.%; W) d'onde: V,= V. (x.y. ZiY) 
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Consideriamo ora il moto di un punto materiale in un campo di forze carat- 
terizzato dinamicamente dalla funzione potenziale U(x,_y, z): per un dato valore 
dell’energia W il punto percorrerà una certa traiettoria con velocità TW, calcola- 
bile punto per punto mediante le leggi della meccanica. In corrispondenza con- 
sideriamo la propagazione di un gruppo d’onde in un mezzo rifrangente, carat- 
terizzato officaziente dalla velocità di fase v(x,_y, z): per un dato valore della fre- 
quenza media v il gruppo di onde percorrerà un certo raggio con velocità W, 
calcolabile punto per punto mediante le leggi dell’ottica. Ci proponiamo di de- 
terminare quali condizioni devono essere soddisfatte affinchè la traiettoria per- 
corsa dal punto materiale e il raggio percorso dal gruppo d’onde coincidano e 
affinchè in ogni punto la velocità di spostamento del punto mobile coincida con 
la velocità di propagazione del gruppo d’onde. Imponiamo anzitutto la prima 
condizione, e cioè la coincidenza della traiettoria percorsa dal punto mobile e 
del raggio lungo il quale si propaga il gruppo d’onde. Questi elementi si possono 
derivare entrambi da un principio variazionale. La traiettoria del punto mobile 
fra due punti A e 8 del campo di forze è infatti determinata dal principio della 


minima azione: 
B 

07) dl VW-U(x,y, 3)d=0, 
A 


il raggio luminoso fra due punti medesimi nel mezzo rifrangente dal principio 
di Fermat: 


B 
ds 
8 ————- = 0. 
di Lasa 


Per realizzare la coincidenza richiesta, occorre fare in modo che le due con- 
dizioni scritte si identifichino, il che si ottiene ponendo: 


(9) L= eVi7=0, 


dove c è un fattore di proporzionalità, costante rispetto ad x, _y, z, ma che può 
dipendere da v e da I. Ricordando però la corrispondenza stabilita fra l’ottica 
e la meccanica classica, avremo che la frequenza v dovrà essere funzione dell’e- 
nergia IW, onde c potrà essere espresso in funzione della sola v; potremo cioè por- 
rec= f (v). La condizione (9) che si deve soddisfare, si può quindi scrivere: 


=fMVWW-Ux,), 2). 


1 
9’ SETTA. RO 
0) v(x, z) 


Imponiamo ora la condizione che la velocità del punto materiale mobile e quella 


CAP. II - DUALISMO ONDULATORIO-CORPUSCOLARE 337 


del gruppo d’onde siano eguali in ogni punto della traiettoria (raggio); allo 
scopo ricordiamo che la velocità del punto materiale è data dalla: 


2 
(10) V,= Vi W_U) 


(che si ricava immediatamente dal principio della conservazione dell’energia), 
e quella del gruppo d’onde (cfr. Parte I, cap. II, $ 10) dalla: 


1 
4 


d(1/v) 
dv 


1 
= — tv 
v 


Sostituendo in questa relazione l’espressione di -— data dalla (9'), si ricava 
che si dovrà soddisfare alla condizione: a 


dW]|dy 
2VWw—=U| 


W-__ is v I ve=o Vil’ sd 
(ze 


Dovendo questa eguaglianza verificarsi in ogni punto dello spazio, essa sarà 
un’identità rispetto alle variabili x, y, z. Siccome queste variabili figurano solo 


attraverso l’espressione VW_—U, a tale scopo è necessario che i coefficienti 
del fattore VW — U nel primo e nel secondo membro dell’eguaglianza siano 


. Si dovrà di conse- 


eguali fra loro, e così pure quelli del fattore 
guenza soddisfare alle: VW — 


dj vf dW 77, 
(11) f+vÈ=0; LE-V+- 


La prima condizione ci dà: LA (fv)= 0 e quindi /y=<, con « costante. 
dW de ° V2wm 
a 


= bh, da cui W= Av, dove si è posto 


La seconda ci dà = hesi 


v 
» assunta la costante additiva d’integrazione uguale a zero in relazione col fatto 
che, com’è noto, l’energia del punto materiale è sempre determinata a meno di 
ina costante. Con queste condizioni, cioè assumendo: 


12) W= by; e f= 1 (13) 
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il moto di un punto materiale descritto secondo la meccanica classica si identifica 
con la propagazione di un gruppo d’onde nell’approssimazione dell’ottica geo- 
metrica. Rileviamo che la (12) è formalmente analoga alla relazione di Planck. 

Per concludere si osservi che, tenendo conto della relazione (9’) e delle (12) 
e (13) ora introdotte, possiamo ritenere un punto materiale, che si muove in un 
campo di forze derivanti da un potenziale U(x,_Y, %), assimilabile ad un gruppo 
d’onde, che si muove in un mezzo rinfrangente non omogeneo caratterizzato 


dalla seguente legge di dispersione: 

by 1 
14 pra —PT —-—- fg 
I V2m Viy—U 


c) Relazione di de Broglie. Formulazione dell'equazione delle onde materiali. — 
Abbiamo visto che le leggi della meccanica classica del punto materiale sono, 
sotto opportune condizioni, formalmente identiche a quelle dell’ottica geome- 
trica. Questa d’altra parte vale solo approssimativamente : è noto che tale appros- 
simazione diventa insufficiente (anzi lo stesso concetto di « raggio luminoso » 
perde significato) se, per esempio, la luce è fatta passare attraverso un’apertura 
di dimensioni confrontabili con la sua lunghezza d’onda, poichè allora diventa 
predominante il fenomeno della « diffrazione », e lo stesso avverrebbe se si cer- 
casse (mediante una forte disomogeneità dell’indice di rifrazione) di dare al 
raggio luminoso un raggio di curvatura confrontabile con la sua lunghezza d’onda. 

L’ottica ondulatoria rende invece conto perfettamente di tutti questi feno- 
meni e comprende in sè, in particolare, l’ottica geometrica, le cui leggi si possono 
dedurre, come abbiamo visto (Parte I, cap. II, $ 11), con metodi di approssima- 
zione da quelle di propagazione delle onde. Una situazione analoga si presenta 
nella meccanica delle particelle. Le leggi della meccanica newtoniana si sono in- 
fatti dimostrate inapplicabili allo studio del comportamento degli elettroni 
contenuti negli atomi, se pensati come dei punti materiali (le cui traiettorie, cal- 
colate con le leggi della meccanica ordinaria verrebbero ad avere raggi di curva- 
tura piccolissimi, dell’ordine di 10-8 cm); tale comportamento è invece interpre- 
tabile, come abbiamo visto, in base all’ipotesi dell’esistenza delle onde materiali. 

Si pone pertanto il problema di scrivere l'equazione che descrive il comporta- 
mento ondulatorio del « fluido » costituito dall’insieme di una o più particelle 
di massa 77. Inspirandoci ai celebri lavori originali di de Broglie e di Schrédinger, 
cercheremo di costruire un’equazione per il moto ondoso del fluido materiale che 
stia all’equazione del moto del punto materiale (singola particella) della meccani- 
ca newtoniana nello stesso rapporto in cui l’equazione di propagazione delle onde 
dell’ottica fisica sta a quella del moto del gruppo d’onde dell’ottica geometrica. 

i Dalla descrizione in termini ottici della propagazione di una particella assi- 
milabile a un punto materiale abbiamo ricavato che le onde materiali, in base 
alle quali si dovrà descrivere il comportamento ondulatorio della materia, si 
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propagano in un « mezzo » caratterizzato dalla legge di dispersione (14). Ne 
deriva che a tali onde compete una lunghezza: 


v bh 1 
\m-_=-_= —_—— 


V2mn VWE—= 0 


dove 7 è la massa di una singola particella, W la sua energia. 
Ricordando l’espressione di questa: 


W=U+}nVî, 


dove V, è la velocità di una singola particella, si ha che la formula precedente 
coincide con la relazione di de Broglie: 


bb 


ii mV,  Dd 


ben verificata sperimentalmente (cfr. $ 2 4) nei fenomeni di diffrazione di parti- 
celle, pur di assumere per la costante £, introdotta nella integrazione della seconda 
delle equazioni (12), il valore della costante di Planck, come del resto era da 
attendersi. 

La (14) comporta che le onde materiali si propagano in un mezzo disper- 
sivo non omogeneo. Mostreremo, però, che tale legge di dispersione è pro- 
prio di un tipo particolare per cui è possibile scrivere un’unica equazione dif- 
ferenziale, valida per ciascuna delle componenti monocromatiche nelle quali 
si può scomporre la vibrazione e, quindi, anche per la stessa grandezza vibrante 
composta (cfr. Parte I, Cap. II, $ 9). 

Ricordiamo allo scopo che la funzione @(x,_y, %; #), che supporremo rappre- 
sentare la grandezza vibrante, si può sviluppare secondo la serie *): 


(15) P(x, Va Xi #) = Enna I Ki 5), 


in cui ciascuna componente ha una frequenza determinata, e cioè (usando la 
rappresentazione esponenziale) è del tipo: 


(16) pu, Zi )= (I, 3) P_i), 
e quindi soddisfa all’equazione: 

1 LATI 
Si den gv) ar” 


*) Se lo spettro è continuo alla serie si sostituirà un integrale. 
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Osservando che, come si ricava dalla (16): 


"Pn 2 
d/? = — 4rVipn 


ed esplicitando l’espressione della velocità di fase », data dalla (14), l'equazione 
(17) si scrive: 

8x%% 
(18) Aspn + TE [iva — UD] Pn = 0. 


Osservando ancora che dalla (16) si ricava: 


dn 


e Sia 2riv n? n 
si ottiene in definitiva: 
Br? drim dp 
benq Vent 7 a” 


Essendo i coefficienti di questa equazione lineare indipendenti dall’indice 7, 
essa sarà soddisfatta da qualsiasi componente monocromatica, cioè da qualsiasi 
P,, € quindi anche dalla grandezza vibrante composta g. Possiamo pertanto con- 
cludere che le proprietà ondulatorie della materia sono descritte associando a 
questa una grandezza vibrante, che soddisfa all’equazione delle onde materiali 
(di Schrédinger): 

8r*wU 4nim do 


Si noti che questa equazione contiene esplicitamente l’unità immaginaria ;, il 
che ci indica che la rappresentazione delle gp, in forma esponenziale nel tempo è 
essenziale agli effetti di ottenere la nostra grandezza vibrante g come soluzione 
di un’unica equazione. Inoltre, essendo in generale la p una grandezza com- 
plessa, varrà per la sua coniugata p* l’equazione analoga: 


8727 4nim èp* 
19° Axp* — Ug* — = 
(19) 29 Olii gn 


Si ammette, per ovvie ragioni, che il potenziale U sia reale. 


d) Equazione di continuità. — Nell’interpretazione originale di Schròdinger 
delle onde materiali si fa l’ipotesi che la grandezza 


P*(7, #) P(F, )=p(7, A) 


# 
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rappresenti la densità della materia in un punto 7, all’istante #. Perchè questa 
interpretazione sia plausibile è però necessario che la grandezza p soddisfi alle 
seguenti due condizioni: 


1) essa deve essere definita positiva; 


2) deve valere un teorema di conservazione per la quantità totale di materia 


| pdV 
v 


V essendo una regione finita dello spazio. 


La prima condizione è senz’altro soddisfatta (per definizione); per mostrare 
la seconda, scriviamo le equazioni a cui soddisfano la 9 e la sua coniugata p*: 


87% 4rim dp 
dial n Be da 
Bre? 4rim èdp* 
e_N -_ RO, 


moltiplicandole rispettivamente per g* e per g e sottraendo si ha: 


î * 
p*Ax9 — pAgp* + - sad = 0. 


Moltiplicando per 4V e integrando su un volume V, si ha: 


4rnim è 


| (p*A,p — pAsp*) dV = — x z| p*p dV. 
V P. 


Essendo, per un noto teorema di Green, 
[ (p*A,p — pA,p*) dV = | (9* grad 9 — 9 grad p*)-d3" 
14 s 


(S essendo la superficie che racchiude la regione di volume V), la relazione 
precedente si può scrivere: 


ò b 
de to dm —— * erad o — dp*).dS, 
e [e gd "E | e grad 9 — 9 grad 9*) 


cioè: z| eav=— | Td --| div 7 dV 
y Ss L4 


òf 
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ove si è posto: 
b 
7 = Tin * grado — 9 grad o*). 


Ma, dovendo la relazione precedente essere valida per qualunque volume T, 
si avrà: 


òp i lt 
Frà div7 = 0. 


È questa un’equazione del tutto analoga all’equazione di continuità della fluido- 
dinamica: il vettore 7 è ovviamente da interpretarsi come vettore della densità 
di corrente della materia. 


e) Limiti dell’interpretazione classica delle onde materiali. —- Vogliamo osser- 
vare come nella descrizione dell’aspetto ondulatorio della materia per mezzo 
di un’equazione del tipo di quella delle onde materiali, precedentemente sta- 
bilita, non abbia più, a rigore, alcun senso parlare di particelle, per cui i para- 
metri e (contenuto eventualmente nel potenziale) ed 7; che in essa compaiono 
vanno intesi unicamente come costanti fisiche che caratterizzano il tipo di 
« fluido materiale » (ad es. fluido elettronico) associato all’insieme di una o 
più particelle. 

L’applicazione dell’equazione delle onde materiali di Schròdinger ai vari 
problemi fisici si è dimostrata in buon accordo con l’esperienza. Applicata, ad 
esempio, ad un fascio di particelle incidenti su di un cristallo, essa ha permesso 
di calcolare l’intensità dei fasci diffratti in esperienze del tipo di Davisson-Germer 
o di Thomson-Rupp. Applicata all’elettrone dell'atomo di idrogeno, essa ha 
permesso di dedurre l’esistenza dei livelli energetici, in accordo con l’esperienza, 
e altre proprietà di questo atomo. 

In tali applicazioni si presenta però una difficoltà concettuale. Infatti, il 
potenziale YU dovrebbe consistere della somma di due termini: uno, U,, do- 
vuto al campo esterno, l’altro, U;, dovuto all’interazione tra porzioni elemen- 
tari di materia *). Affinchè i risultati teorici coincidano con quelli speri- 
mentali è invece necessario porre senz’altrto U= U, e ciò, nell’interpretazione 
classica delle onde materiali, risulta difficilmente spiegabile. L’origine di ciò 
va ricercata nel fatto che, come vedremo, la descrizione classica delle onde mate- 


*) Il significato di U, e di U/; risulta più chiaro se si fissa.l’attenzione su di un sistema co- 
stituito da molte particelle: in tal caso, il potenziale U, è ovviamente quello dovuto ai campi 
esterni agenti sull'insieme delle particelle che costituiscono la materia, mentre il potenziale 
U; sarà dovuto prevalentemente all’interazione tra le diverse particelle dell'insieme: se. ad 
esempio, si tratta di interazione elettrostatica, esso sarà determinato dall’equazione: 
Axl — — 4re*9*9; nel caso di un'unica particella, U; trae origine esclusivamente dall'intera- 
zione tra le varie porzioni dell'onda materiale associata alla patticella stessa. 
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riali è valida solo asintoticamente, come un valore asintotico ha la descrizione 
corpuscolare. Queste due descrizioni vengono conciliate nell’odierna teoria 
quantistica e da questa risulterà anche chiara la ragione della posizione U = U.. 


$ 4. - Il problema fondamentale dell’odierna teoria quantistica. 


La formulazione dell’equazione delle onde materiali ha completato il modello 
ondulatorio della materia, proposto da de Broglie, allo stesso modo che l’ipotesi 
di Einstein completava il modello corpuscolare della radiazione, sorto con l’ipo- 
tesi di Planck. Entrambi i modelli ondulatorio e corpuscolare hanno però una 
validità limitata, o come si suol dire asintotica, ed inoltre, alla luce almeno dei 
concetti che stanno alla base della fisica classica, essi appaiono in contraddizione 
l’uno con l’altro. Si presenta pertanto un duplice problema: 


1) eliminare la contraddizione fra il modello corpuscolare e quello ondu- 
latorio, sia per la materia, sia per la radiazione; 


2) estendere il formalismo matematico in modo da poter descrivere qual- 
siasi situazione realizzabile sperimentalmente. 


Questo obiettivo è stato raggiunto attraverso l’elaborazione dell’odierna 
teoria quantistica, che si deve all’opera congiunta di numerosi scienziati, fra i 
quali ricorderemo in primo luogo Heisenberg, Born, Pauli, tutti facenti capo 
alla scuola di Bohr a Copenaghen, e Dirac. 

In tale teoria si possono distinguere diversi stadi, tutti d’altronde organica- 
mente fusi in un unico corpo, e cioè: 


a) la meccanica quantistica di una singola particella; 

b) la meccanica quantistica di un numero finito di particelle; 

c) l’elettrodinamica quantistica; 

d) la teoria quantistica dei campi. 
L’ultimo stadio, il più generale, consiste in un formalismo atto a descrivere il 
comportamento completo (e in maniera relativisticamente invariante) di un 
sistema costituito da un numero qualsiasi di particelle di tipo diverso, in inte- 


razione fra di loro in modo tale che si possano anche avere trasformazioni di 
particelle da un tipo all’altro. 


Nel presente Corso ci limiteremo ad esporre, abbastanza particolareggiata- 
mente, i punti 4) e 5) e a dare solo qualche cenno dei punti c) e d). 
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CarrroLo III 


L’EQUAZIONE DI SCHRODINGER 
PER LA MECCANICA QUANTISTICA 
DELLA PARTICELLA SINGOLA 


$ 1. - Complementarità. 


Il problema fondamentale della teoria quantistica consiste dunque nella ri- 
cerca di un formalismo matematico, al quale sia possibile associare un’interpre- 
tazione fisica capace di conciliare, anche nel quadro della nostra intuizione, 
l'apparente dilemma onda-corpuscolo. Come hanno indicato Bohr e Heisenberg, 
è possibile raggiungere tale obiettivo proprio accentuando l’antagonismo fra 
la concezione ondulatoria e quella corpuscolare. In altri termini, come mostre- 
remo analizzando a fondo le situazioni che si presentano nello studio dei feno- 
meni fisici su scala atomica, i concetti di spazio e di tempo da una parte e quelli 
di quantità di moto e di energia dall’altra sono in relazione ai due diversi aspetti 
dei fenomeni che, benchè entrambi essenziali, si escludono a vicenda. Ne sca- 
turisce un rapporto fra concetti del tutto nuovo o anche, come dice Bohr, una 
nuova categoria logica cui è stato dato il nome di « complementarità », la quale 
rende illusorio il tentativo di trasportare nel mondo atomico i concetti intro- 
dotti sulla base dell’esperienza macroscopica ordinaria. Questa infatti induce a 
pensare che la linea di separazione tra il concetto di onda e quello di corpu- 
scolo stia nell'oggetto stesso. 

Il fatto invece che, a seconda delle condizioni di osservazione, si possano 
presentare l’uno o l’altro dei due aspetti ondulatorio-corpuscolare sia per la 
« radiazione » sia per la « materia », porta a ritenere che la realtà degli enti 
elementari.della natura sia onda e corpuscolo insieme, o per lo meno tale da 
rendersi osservabile sotto entrambi questi aspetti. La relazione che tra questi 
intercorre fu qualitativamente indicata — come s’è detto — da Bohr, il quale 
osservò che in ogni caso i due aspetti si escludono (ogni dispositivo sperimen- 
tale atto a mostrare un aspetto preclude la possibilità di osservare l’altro; 
quindi i due aspetti non si possono osservare simultaneamente) e sono com- 
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plementari (ognuno dei due modelli rende conto soltanto di certe grandezze 
caratteristiche di un processo che sono complementari a quelle descrivibili 


con l’altro). 


$ 2. - Le relazioni e il principio d’indeterminazione di Heisenberg. 


Heisenberg precisò ed espresse quantitativamente il pensiero di Bohr at- 
traverso un esame critico dei procedimenti che, anche solo da un punto di vista 
puramente concettuale (cioè prescindendo dalla effettiva possibilità pratica di 
una loro realizzazione), possono essere usati per determinare le varie grandezze 
fisiche sulle quali si fonda la descrizione classica dei fenomeni. 

Le due grandezze che, nella fisica classica, caratterizzano ad esempio il 
comportamento di una particella sono la posizione (individuata da una terna 
di valori delle coordinate x, y, x) e la quantità di moto (individuata dalle tre 
componenti )., f,» f: della quantità di moto o impulso cinetico $ secondo 
i tre assi cartesiani x, _y, z). Nella fisica classica si era sempre tacitamente ammesso 
che, in linea di principio, fosse possibile misurare simultaneamente qualunque 
coppia di variabili dinamiche, in particolare posizione e impulso, con infinita 
precisione. Per provare la validità o meno di questa asserzione esamineremo, 
seguendo Heisenberg, due particolari dispositivi (realizzabili concettualmente) 


atti a determinare queste grandezze. 


a) Esperienza di diffrazione. —- Supponiamo (fig. 51) che un fascio paral- 
lelo di particelle venga lanciato perpendicolarmente contro uno schermo AB 


Fig. 51 - Schema di un'esperienza 
di diffrazione di particelle. 


munito di una fessura di larghezza 4. Ogni volta che una particella attraversa 
la fessura, la sua coordinata y verrà ad essere determinata con un’incertezza: 


(1) Ay = d. 
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D’altra parte, come s'è visto, l’esperienza dimostra che un fascio di particelle 
materiali di impulso subisce dei fenomeni di diffrazione come se ad una parti- 


cella fosse associata un’onda di lunghezza X= > ; quindi al di là della fenditura 


il fascio non sarà più parallelo, ma avrà nella direzione y un’ampiezza angolare 
2x, data, in conformità alle leggi della diffrazione, da: sen a = > = LA . Ciò 
significa che la particella, attraversando la fessura, potrà essere deviata dalla di- 
rezione primitiva di un angolo «, compreso all’incirca tra — xy e + ay; perciò 
la componente p,= $ sen « del suo impulso, che originariamente era nulla, ha 
ora un valore indeterminato entro i limiti + f sen ay e quindi risulta nota 
con un’incertezza dell’ordine di: 


2) ie la 


fo 


Da questa e dalla (1) si ha allora: Ay-Ap, = 4. Analogamente si potrebbe 
ragionare per le coordinate x e x. 


b) Esperimento di localizzazione. - Con una lente (fig. 52) si cerchi di de- 
terminare la posizione di una particella P che supporremo inizialmente ferma 


Fig. 52 - Localizzazione di una par- x è 
ticella mediante osser- è «to; 
vazione col microscopio. 


I 


(p= 0) illuminandola con un fascetto di luce monocromatica (che si propaga 
nella direzione indicata). Un quanto di radiazione elettromagnetica diffuso dalla 
particella P darà luogo ad un’immagine P' sullo schermo $'. Come è noto dalla 
teoria dell’ottica ondulatoria (o anche come risulta dall’esperienza) nelle con- 
dizioni migliori si avrà in /' una macchiolina di diffrazione che permetterà 
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di raggiungere un’accuratezza: 
À 


sin 


(3) Ax = 


nella determinazione della posizione (A è la lunghezza d’onda della radiazione 
usata, e è il semiangolo sotto il quale da si vede la lente). A causa dell’apertura 
finita della lente non è possibile conoscere con esattezza la direzione lungo la 
quale è stato diffuso un quanto della radiazione che produce l’immagine in P'. 


‘ s_& ‘ e ‘ ‘ 
Siccome a un quanto incidente di frequenza v= ca corrisponde (come abbia- 
mo visto a proposito della teoria dell’effetto Compton) una quantità di moto 


by b ; o 
i Resi", l’incertezza della componente , del vettore quantità di moto del 
c 
quanto diffuso sarà approssimativamente = sen e. Poichè in questa esperienza 


la quantità di moto del sistema totale (particella, fotone, microscopio) dovrà 
risultare costante, ne deriva che l’incertezza Ap, nella componente x della quan- 
‘tità di moto della particella, dopo la diffusione di un fotone che ha permesso la 
misura della posizione della particella con l’indeterminazione Ax, sarà eguale 
alla corrispondente incertezza per il fotone stesso. Avtemo così: 


b 
Ap, = 7 sine. 


Combinando questa relazione con la (3), vediamo che subito dopo il processo 
di diffusione anche nelle condizioni migliori si dovrà avere: 


(4) fida: 


* * * 


Una situazione analoga si ha quando si tenti di determinare a un dato istante 
l'energia di una particella. Faremo precisamente vedere, esaminando un esempio 
tipico, che le due suddette grandezze (£ e #) sono soggette alla relazione di 
indeterminazione AFE-A? = bh, essendo AF l’indeterminazione nella misura del 
valore dell’energia E della particella e A? l’indeterminazione dell’istante # in 


cui tale misura viene eseguita. 


c) Misura del’energia di im elettrone în in campo magnetico. — Si consideri 
la celebre esperienza di Stern-Gerlach per la determinazione del momento ma- 
gnetico di un atomo e quindi dell’energia da questo posseduta in un campo 
magnetico (fig. 53). 

Un fascio di atomi dotati di momento magnetico (ad esempio atomi di 
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argento) vien fatto passare attraverso un campo magnetico non uniforme. Il 
fascio, che supporremo delimitato da un diaframma circolare di diametro 4, 
subirà quindi una deviazione a; dalla conoscenza di questa si può ricavare il 
valore dell’energia magnetica di un atomo. L’indeterminazione di questa ener- 


Fig. 53 - Determina- 

zione dell'energia di 
un elettrone in un 
campo magnetico. 


gia risulta legata all’indeterminazione della direzione lungo cui l’atomo si pro- 
paga ed è vincolata solo dal fatto che l’atomo deve attraversare il cerchio di 
diametro 4. Ed infatti se si trasporta, nel campo magnetico, un atomo attraverso 
una sezione normale al fascio, il lavoro esercitato dalla forza di deviazione tra- 
versale Fè = Fa. A questo lavoro corrisponde un’indeterminazione £ dell’ener- 
gia dell’atomo. Si ha quindi: 

AE = Fa. 


D'altra parte, se l’atomo resta nel campo per un tempo A? riceve dalla forza 
F un impulso traversale 


AE 
FAt = — At. 
a 


(si noti che A? è l’intervallo di tempo necessario per eseguire la misura e quindi 
dà un’indicazione dell’incertezza sull’istante in cui l'atomo possiede l’energia E). 
Indicando poi con la quantità di moto lungo la direzione in cui il fascio si 
muove prima della deviazione, si ha che l’angolo « di deflessione risulta evidente- 
mente dato da: 


FA? 1 AEAI 
d dp_ a 


> 


da cui si vede che il prodotto AF A? può essere reso tanto più piccolo quanto 
minore è l’angolo « di deflessione. Ma perchè una misura di deflessione sia 
possibile, « dovrà risultare maggiore dell’angolo entro il quale il fascio di atomi 
(equivalente dal punto di vista ondulatorio a un fascio di onde di lunghezza 
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X= 4) viene diffratto passando attraverso il diaframma di apertura 4. Essendo 
À 
quest’angolo, com'è noto, dell’ordine di grandezza di ra si dovrà avere: 


+ Bei, A h 
d a a pa’ 


a 


da cui si deduce la relazione 
(5) AEAt> b. 


Principio di indeterminazione. — Sebbene le relazioni (4) e (5) — dette rela- 
zioni di indeterminazione o di incertezza di Heisenberg — siano state ottenute 
solo esaminando dei particolari procedimenti di misura, la loro validità è del 
tutto generale: tutti gli sforzi dei fisici per escogitare un procedimento di misura, 
anche solo concettuale, che eludesse tali limitazioni sono stati vani. Inoltre, 
come si vede dagli esempi riportati, per la determinazione delle grandezze com- 
plementari (x, f.; ...; £, #) è necessario in ogni caso ricorrere contempotra- 
neamente al comportamento ondulatorio e al comportamento corpuscolare delle 
particelle, ed è anzi proprio questa necessità che introduce l’indeterminazione. 

Concludendo, nella sua critica alle basi concettuali della fisica classica e in 
particolare alla nozione di « osservabilità », Heisenberg arrivò a formulare il 
seguente principio: è impossibile determinare esattamente e contemporaneamente una 
coordinata x della posizione di una particella e la corrispondente componente p, della 
sua quantità di moto; ma ogni determinazione che fornisce la misura di x con una impre- 
cisione contenuta entro un limite Ax implica una corrispondente imprecisione Ap, nella 
conoscenza di p, allo stesso istante (e viceversa). 

Lo stesso si dica per le altre coppie di grandezze y, d, € %, di; 

In modo analogo il principio di indeterminazione afferma che è impossibile, 
mediante un'osservazione che duri nn tempo At, determinare l'energia di na particella 
con un’incertezzga inferiore a AE, legata a At dalla relazione: 


AEAt = Bb. 


Si osservi che il principio enunciato non afferma che sia impossibile conoscere 
ad esempio la posizione della particella oppure il suo impulso (e quindi la sua 
velocità) con tutta la sua precisione, ma che non si possono conoscere sim/ta- 
meamente, con precisione assoluta, una coordinata e la corrispondente compo- 
nente dell’impulso (o della velocità). Questa indeterminazione è legata, come 
già abbiamo osservato, all’inadeguatezza del modello meccanico-corpuscolare 
nella descrizione del comportamento cinematico delle particelle elementari e 
segna anzi i limiti di validità di detto modello. Si noti ancora che il principio 
di indeterminazione è valido a rigore per qualsiasi corpo, ma in pratica ha con- 
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seguenze importanti solo se applicato a particelle di dimensioni atomiche e 
subatomiche, perchè quando si tratta di corpi ordinari, data la piccolezza della 
costante %, che figura nelle relazioni di indeterminazione, le incertezze Ax, A VA 
Az, ecc., inevitabili per il principio di Heisenberg, scompaiono di fronte a quelle 
ben più notevoli derivanti da errori accidentali di misura o dalla imperfetta 
definizione dei punti di riferimento. Ciò giustifica l’assunzione della fisica clas- 
sica circa la simultanea misurabilità di queste coppie di variabili associate a 
corpi macroscopici. 


$ 3. - Interpretazione probabilistica di Born. Condizioni imposte alla 
funzione . 


Sulla base delle considerazioni precedentemente esposte, che hanno portato 
al principio di indeterminazione, Born è riuscito ad eliminare il dualismo ondu- 
latorio-corpuscolare semplicemente reinterpretando l’equazione delle onde di 
Schròdinger, che scriveremo nella muova variabile vv: 


Br? 4nim db 
6) ag yy 4 II 


Precisamente con Born si suppone che la (6), che si ritiene valida per U funzio- 
ne, oltre che di x, y, x, anche di #, abbia una validità generale nel descrivere il 
comportamento di una particella e che il quadrato dell’ampiezza dello scalare 
ù e cioè: 


I9P=4y= P(x, 7, z; 5) 


dia la misura della densità di probabilità di trovare il corpuscolo all’istante # in 
un punto di coordinate x, y, z; in altri termini con Born si ammette che la pro- 
babilità che ad un dato istante # la particella si trovi in un elemento di volume 


dV = dx dy dg (compreso tra le coordinate x, x + dx; y_y+dY;%Z+ 4) 
sia data da: 


P(x, y, %; #)dV= y*(x, , x; A) 4», y, X; #) dedyd. 


In altre parole, l'equazione di Schròdinger, interpretata come eguagione delle 
onde di probabilità, viene assunta come equazione fondamentale della meccanica 
quantistica di una singola particella. Si noti che secondo questa interpretazione 
la particella può venire considerata ancora come puntiforme; in relazione a 
ciò si suppone che il potenziale U che compare nella (6) coincida, a differenza 
di quanto avviene per l’equazione delle onde materiali, con il potenziale ester- 
no alla particella U.. 
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Come si è visto, l’interpretazione probabilistica trae la sua origine concet- 
tuale dal principio di indeterminazione di Heisenberg: vedremo a suo tempo 
come dall’equazione di Schròdinger sia possibile dedurre le relazioni di inde- 
terminazione precisandole anche dal punto di vista quantitativo. Vedremo inol- 
tre come tutte le informazioni possibili relative allo stato fisico di un sistema 
(e in particolare di una particella) siano deducibili dalla conoscenza della 
funzione y. In questo senso si suol dire che lo stato del sistema è, nella teoria 
quantistica, caratterizzato dalla funzione vd. Questa, obbedendo a un’equazione 
differenziale del primo ordine nelle derivate temporali, risulterà completa- 
mente determinata quando sia noto il suo valore iniziale Y(x y z, 0). Discu- 
teremo in seguito quale tipo di osservazione sia necessario per ricavare questo 
valore. 

In relazione a quanto detto possiamo dunque precisare che la meccanica 
quantistica è una teoria probabilistica (o anche, come si suol dire, indetermi- 
nistica) nel senso che, se si vuole caratterizzare lo stato del sistema per mezzo 
dei valori delle variabili canoniche classiche g;, f;, ciò che si può prevedere è 
solo la probabilità che le predette variabili abbiano a un dato istante un determi- 
nato valore. Se però, contrariamente a quanto siamo abituati a fare nella fisica 
classica, rinunziamo alla descrizione del sistema in termini delle suddette va- 
riabili e ci limitiamo a caratterizzare gli stati per mezzo della funzione +, que- 
sti stati ad un istante qualsiasi risulteranno determinati univocamente e com- 
pletamente dalla conoscenza dello stato del sistema all’istante iniziale, consegui- 
bile attraverso un’opportuna osservazione. Riprenderemo fra breve la discus- 
sione più approfondita dell’ufficio svolto dal calcolo delle probabilità nella teo- 
ria quantistica. 

Perchè l’interpretazione di Born sia fisicamente accettabile occorre natural- 
mente che la funzione W, soluzione della (6) che descrive il comportamento della 
particella, soddisfi a condizioni di regolarità e al contorno atte a determinare in 
modo univoco la densità di probabilità di trovare la particella in un dato punto 
dello spazio ad un istante dato. Queste condizioni, almeno nei problemi più 


comuni, sono: 


a) la funzione d deve essere continua e ad un solo valore in tutti i punti 
dello spazio; solo nei punti di discontinuità della funzione potenziale U(x, 
J» X; #) le derivate della V possono essere discontinue; 


b) negli eventuali punti di singolarità della funzione potenziale U (se, 
J» Z; #) si potranno presentare anche delle singolarità per la W; queste devono 
però essere al più poli di ordine inferiore al primo; 


c) la funzione y deve essere infinitesima all’infinito di ordine sufficiente- 
mente elevato nel caso che essa abbia un andamento monotono, o mantenersi 
limitata se il suo andamento è di tipo oscillante. 
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Per precisare il significato di quest’ultima condizione, ricordiamo che la 
+, come soluzione dell’equazione di Schròdinger, soddisfa all’equazione di con- 
tinuità: 


ò 
3 eew[7a 


ove: 


e 
= 


b 
Î= 7 4 grady—Y grady*). 


Supposto che la y si annulli all’infinito di ordine tale per cui: 


| j dI = 0, 
g 


sarà 
To] 


pera |, d4d4V= 0; 


cioè, in altri termini, | 4y* L AV sarà costante al variare del tempo. 
p 


Tenendo presente che l’equazione di Schròdinger è omogenea, onde la 
Y risulta determinata a meno di una costante moltiplicativa arbitraria, sarà al- 
lora sempre possibile determinare questa in modo che risulti: 


| dpdV=1. 
p 


Questa condizione, che matematicamente viene chiamata condizione di normaliz- 
zazione della Y, assicura che la probabilità di trovare la particella in un punto qual- 
siasi dell’intero spazio è uguale a 1, cioè coincide con la certezza. Vogliamo os- 
servare che se la y non è normalizzata si avrà in generale: 


| wydV= C, 
p 


per cui la normalizzazione potrà essere ottenuta moltiplicando la Y (e quindi 
anche la y*) per 7: questo fattore si chiama fattore di normalizzazione ed 


evidentemente risulta determinato a meno di un fattore exp (ix) di modulo 1. 
Vedremo a suo tempo che, anche alle soluzioni dell’equazione di Schròdinger 
che presentano un andamento oscillante, è possibile attribuire un’analoga inter- 
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pretazione fisica, pur di normalizzare tali funzioni con criteri diversi dai prece- 
denti e ai quali accenneremo più oltre. 

L’interpretazione della meccanica quantistica esposta in questo paragrafo, 
basata sulla ipotesi di Born, è quella che comunemente viene chiamata « orto- 
dossa » o di Bohr-Heisenberg o di Copenaghen (città di residenza di Bohr e 
sede della scuola dove la teoria quantistica ha trovato una completa formula- 
zione). Tale interpretazione è oggi accettata dalla stragrande maggioranza dei 


fisici. 


$ 4. - Osservazione sull’ufficio del calcolo delle probabilità nella teoria 
quantistica. 


Nella meccanica quantistica di una particella, basata sull’equazione di Schré- 
dinger e sull’interpretazione di Born, le leggi rigidamente deterministiche della 
meccanica classica sono sostituite, come abbiamo detto, da leggi probabilistiche. 
È ben noto che l’impiego della nozione di probabilità era già stato introdotto 
nella formulazione delle teorie classiche della costituzione atomica dei corpi, 
quali la teoria cinetica dei gas e la meccanica statistica, allo scopo di descrivere 
il comportamento medio di sistemi composti da miriadi di particelle e che era 
quindi impossibile studiare esattamente. In queste teorie classiche l’impiego 
del calcolo delle probabilità era essenzialmente suggerito da ragioni pratiche 
(non di principio) e lasciava intatto il principio di causalità del determinismo 
classico. Secondo l’interpretazione corrente della teoria quantistica, invece, l’esat- 
to risultato di un esperimento (si pensi ad esempio alla determinazione della po- 
sizione di una particella a un dato istante) è in generale imprevedibile, in Zinea di 
principio, e la probabilità ha in essa il ruolo di una nozione primitiva imposta 
non dalla nostra ignoranza di cause concettualmente conoscibili con esattezza, 
ma dal fatto che le nostre possibilità stesse di analisi causale sono limitate dalle 
leggi fondamentali che governano i fenomeni del mondo atomico e che si ri- 
specchiano nel principio di indeterminazione di Heisenberg. Inoltre, attraver- 
so la teoria quantistica, si è pervenuti all’introduzione nella fisica di con- 
cetti probabilistici di un ordine diverso da quello dei concetti di cui fa uso la 
meccanica statistica classica. Infatti, mentre il concetto di probabilità di cui fa 
uso la teoria quantistica è quello tradizionale, le leggi quantistiche di composi- 
zione delle probabilità non sono quelle dell’ordinario calcolo delle probabilità. 
Per illustrare queste leggi di composizione esaminiamo il seguente semplice 
esperimento (fig. 54), che è sostanzialmente quello di Young, in cui si è sosti- 
tuita la sorgente di luce con una sorgente di particelle (ad esempio elettroni) 
e lo schermo con un rivelatore di particelle singole. Si abbia una sorgente S di 
elettroni: gli elettroni uscenti da S abbiano tutti la stessa energia, siano emessi 
in tutte le direzioni e vadano a colpire lo schermo Z,, che possiede due fen- 
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diture, 1 e 2, attraverso le quali gli elettroni possono passare. Dietro lo scher- 
mo, su un piano X,, c'è un piccolo rivelatore M di elettroni, che può essere 
collocato a varie distanze x da un punto prefissato. Se il rivelatore è estrema- 
mente sensibile (si pensi ad esempio a un contatore di Geiger), ci si accorgerà 
che la corrente che arriva nel punto M alla distanza x non è continua, ma è 


M 
1 
i 

s 2 
Fig. 54 - Adillustrazione della legge 
quantistica di composizio- 

ne della probabilità. 
Zi Do 


costituita da una « pioggia » di particelle. Se l’intensità della sorgente S è assai 
piccola, il rivelatore darà dei segnali, intervallati nel tempo, rappresentanti ognuno 
l’arrivo di una particella. Ricordiamo anzi, incidentalmente, che è proprio questo 
uno dei motivi in base al quale si attribuiscono agli elettroni delle caratteristi- 
che corpuscolari. Se avessimo molti rivelatori distribuiti su tutto lo schermo e la 
sorgente S fosse molto debole, a un certo istante avremmo un segnale da un 
rivelatore (e da uno solo); poi, dopo un po’ di tempo, un altro rivelatore regi- 
strerebbe l’arrivo di un altro elettrone, e così via. Inoltre non si avrebbero due se- 
gnali simultanei da parte di due rivelatori (a meno che la sorgente non venga ad 
emettere due elettroni in un intervallo di tempo inferiore o uguale al tempo di ri- 
soluzione dei rivelatori; mala probabilità di un tale evento può convenientemente 
diminuirsi diminuendo l’intensità di $S). In tali condizioni il rivelatore registra 
il passaggio di una singola « entità corpuscolare » viaggiante da S fino a M. 
Misuriamo ora, in corrispondenza a varie posizioni x del rivelatore, il numero 
medio di segnali al secondo: esso sarà proporzionale alla densità di probabilità 
(relativa) P che l’elettrone vada da S a M, funzione di x. L’andamento di 
questa densità di probabilità in funzione di x, quale viene sperimentalmente 
osservato, è qualitativamente illustrato nel diagramma di fig. 55A. Se si cerca 
di scoprire le leggi che determinano la struttura di questa curva facendo l’ipotesi 
che ogni elettrone che va da S a M debba passare o attraverso la fenditura 1 o 
attraverso la fenditura 2 e che di conseguenza la probabilità P che un elettrone 
arrivi in 4 debba essere P= P, + P., dove P, è la densità di probabilità che 
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l’elettrone arrivi passando per la fenditura £ (£ = 1, 2), si perviene ad una con- 
clusione nettamente in contrasto con la curva di fig. 55A. Infatti, se si sottopone 
questa ipotesi ad una verifica sperimentale, chiudendo prima l’una e poi l’altra 
delle due fenditure e tracciando separatamente il diagramma dell’andamento 
di P, e P, in funzione di x, si ottengono curve del tipo di quelle in fig. 55B 


A B Cc D 
Flg. 55 - Distribuzione di probabilità in un esperimento di tipo Young. 


e 55C. Dal confronto del diagramma D, ottenuto sommando le funzioni P, e 
P., con la curva sperimentale A, si deve concludere che l’ipotesi « classica » di 
composizione delle probabilità (o densità di probabilità) da cui siamo partiti 
è sbagliata e che è P# P, + P.. Questa ipotesi implica infatti l’esistenza di una 
traiettoria della particella, determinata dall’osservazione di due suoi punti (la 
fenditura e la posizione del rivelatore); ma, com’è ormai stato ribadito più volte 
in questo capitolo, l’osservazione di uno dei due aspetti alternativi ondulatorio- 
corpuscolare distrugge l’altro. Se effettivamente, essendo aperte entrambe le 
fenditure, si impiegasse un dispositivo atto a rivelare da quale di esse passino gli 
elettroni che vanno da S a M, si osserverebbe la distribuzione di intensità di fi- 
gura 55 D, ossia P= P, + P.; ma non avrebbe più alcun senso confrontare 
questo esperimento con quello di interferenza alla Young. 

I risultati precedenti si spiegano sulla base dell’equazione quantistica di 
Schròdinger e dell’interpretazione probabilistica di Born. Infatti, la soluzione 
dell'equazione di Schròdinger che dà la distribuzione delle particelle sul piano 
del rivelatore sarà data, in generale (a un dato istante), da: 


(ae) = da (x) + da (x), 
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essendo y,.(x) l'ampiezza di probabilità di arrivo dell’elettrone attraverso la 
fenditura £ (£K= 1, 2). Nel caso quindi in cui sia aperta solo la fenditura 1, si 


avrà: 
da) =0 e quindi —  P.()=|W%)P; 

nel caso invece in cui sia aperta sola la fenditura 2 si avrà analogamente: 
$()=0 = e quindi = P.()=|M@)P. 

Nel caso infine in cui siano aperte entrambe le fenditure: 
b=ditto e PR)=]Y)P= dtd 


Si vede quindi che, come è dimostrato dall’esperienza, è P# P,+ P.. Si os- 
servi infine che la curva A è del tipo che rappresenta l’intensità di distribuzione 
di quel fenomeno interferenziale che si verifica quando da $S partano delle onde 
che, attraverso le due fenditure, arrivano sul piano X, del rivelatore. Essa è 
quindi un risultato tipico dell’aspetto ondulatorio della materia. D'altra parte, 
in base a quanto abbiamo detto, l’intensità delle onde y ci dà esattamente la pro- 
babilità che una particella arrivi sul piano X., quando consideriamo il fenomeno da 
un punto di vista corpuscolare. 

Da queste considerazioni si vede quindi che l’impiego dei concetti d’onda 
e di corpuscolo sono conciliabili fra di loro e come essi siano in relazione alla 
limitazione intrinseca della nostra possibilità di analizzare l’effettiva situazione 
sperimentale. È proprio nel tentativo di eseguire delle osservazioni a questo pro- 
posito che si producono, come del resto s’è già detto, delle perturbazioni che 
hanno il risultato di alterare la distribuzione dell’intensità da quella di fig. 55A 
a quella di fig. 55D. 


$ 5. - Integrazione dell’equazione temporale di Schròdinger. Equazione 
degli stati stazionari. Livelli energetici *). 


Vogliamo ora precisare le condizioni iniziali che permettono la determina- 
zione completa delle soluzioni dell’equazione di Schròdinger. Questa equazione 
non è altro che un caso particolare della seguente: 


db è è") 
dee? dy’ 20093 dad 'àg? . * 


(7) So Q(4 3 I 1) 
È facile vedere che la soluzione di un’equazione di questo tipo è completamente 


*) Per tutte le nozioni matematiche di cui si fa uso in questo $ si rinvia al corso di « Me- 
todi matematici per la Fisica» (vedasi ad es. F. G. Tricomi op. cit. in Bibliografia). 
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determinata quando si assegni la y all’istante iniziale #= 0, cioè quando si dia 


la: 
(x, %; 0)=/(x %). 


Infatti, assegnata questa funzione, è possibile calcolare l’espressione all’istante 
#= 0 della funzione Q che costituisce il secondo membro dell’equazione (7) 


e quindi, mediante detta equazione, ricavare la ($) . All’istante #= x (tr è 
o 


un tempuscolo elementare) la y sarà di conseguenza data da: 
| ve 
VICA I Zi t) tà y(x, >. Zi )+ T è LS 


Applicando successivamente questo procedimento, si potrà pervenire alla de- 
terminazione della funzione y in un istante qualsiasi. Se ne deduce che l’integrale 
generale della (7), e quindi in particolare dell’equazione temporale di Schré- 
dinger (6), risulta dato da un’espressione in cui figura di arbitrario il solo valore 
della W all’istante iniziale #= 0. 

Un procedimento pratico per integrare l'equazione temporale di Schròdin- 
ger, applicabile quando la funzione potenziale U non dipenda dal tempo, con- 
siste nel cercare anzitutto le soluzioni che possono essere espresse come prodotto 
di due funzioni, una che dipende dal solo tempo # e l’altra dalle sole coordinate 
spaziali x,y, z: è questo il classico metodo di integrazione detto della separazione 
delle variabili. Si ha allora: 


(x, Zi #Î)= P(£) #07, 2)- 


Introducendo questa espressione nell'equazione (6) e dividendo poi per 
uo, si ricava: 
1 he b_1 de 

8 _ ‘— A =— — — 
(8) “ Î Brim Li Und Zi @ di 


Il membro di destra di questa equazione è una funzione del solo tempo #, e 
quello di sinistra è una funzione delle sole coordinate spaziali x, J, z. Di conse- 
guenza è necessario che il valore della quantità a cui ciascun membro è uguale 
non dipenda nè dalle variabili spaziali nè dal tempo: esso deve essere pertanto 
una costante, che denoteremo con W. L’equazione (8) si scinde così nelle due: 


do 2ri 
9 — — —P»!— 
0) di ge 


KR 
(10) _ Bn St Un = Wu. 
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La (9) può essere immediatamente integrata e dà: 
p(1)= A exp[(— 27/5) f] 


essendo .A una costante (complessa) arbitraria. Se quindi #(x, y, z) è la solu- 
zione (ammesso che esista) della (10) per un dato valore del parametro W, 
la quale soddisfi alle condizioni ai limiti imposte alla Y (e quindi alla 4), avremo 
una soluzione particolare dell’equazione temporale di Schròdinger data da: 


(11) px, J z) = #0, x) exp[(—2xilV]4) #) 


dove, per semplicità di scrittura, si è conglobato il fattore A nella stessa x, che, 
essendo la (10) omogenea, è sempre determinata a meno di una costante molti- 
plicativa arbitraria. 

Un esame della soluzione (11) ci mostra immediatamente che la grandezza 
vw è la frequenza dell’onda Y e quindi, per quanto abbiamo visto a suo tempo 


(cfr. $ 2 d)), la grandezza W rappresenta l’energia della particella quando il 
suo stato, nella descrizione quantistica, è rappresentato dalla funzione data 
dalla (11). 

Naturalmente rimane ancora il problema di vedere sotto quali condizioni 
la (10) ammetta soluzioni e se è possibile (e vedremo che effettivamente lo è), 
per mezzo di combinazioni di soluzioni del tipo (11), costruire l’integrale gene- 
rale dell'equazione (6). 

Si noti che la (10) si scrive ordinariamente nella forma equivalente: 


8r%w 
h* 


(12) Az + (WP_U)a=0 


e viene chiamata equazione delle onde di Schròdinger o anche, per una ragione 
che vedremo, equazione di Schròdinger degli stati stazionari. 

La (12) è un’equazione differenziale lineare del 2° ordine; il coefficiente del 
termine in x di questa equazione dipende linearmente dal parametro W a priori 
arbitrario. Nella teoria delle equazioni differenziali (cfr. Appendice del Cap. IV) 
si dimostra che l’equazione (12) ammette soluzioni che soddisfano alle condizioni 
ai limiti del $ 3, solo in corrispondenza di determinati valori di W, detti autovalori ; 
questi possono essere discreti (in tal caso si suole indicarli con W,, W., ..., 
W,. -.., essendom un numero o un gruppo di numeri interi) oppure possono 
variare con continuità entro un intervallo (si indicano allora semplicemente con 
W, intendendo con questo simbolo un parametro variabile con continuità tra 
gli estremi, W, e W,, dell’intervallo). Le soluzioni corrispondenti ai vari auto- 
valori possibili si dicono aufofanzioni; esse si indicano nel primo caso con 
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Hg, Ha, «++, Un... rispettivamente e nel caso di uno spettro continuo di auto- 


valori W con (x, y. %; WI). 
Il caso più generale che possa presentarsi è quello di un potenziale U in cor- 


rispondenza del quale la (12) ammette sia una successione di autovalori discreti 
sia un intervallo di autovalori continui. L’insieme di ##fe le autofunzioni (relative 
all’infero spettro di autovalori, discreti e (0) continui) che soddisfano a determi- 
nate condizioni al contorno costituisce un sistema completo di autofunzioni orfogo- 
nali normalizzabili. Si può cioè dimostrare che, data una funzione f(x, _y, %) qual- 
siasi che soddisfi alle stesse condizioni ai limiti delle autofunzioni e a certe con- 
dizioni qualitative assai poco restrittive *), è possibile svilupparla (con un pro- 
cesso che è una generalizzazione del noto sviluppo in serie di Fourier per una 
funzione f(x) data in un intervallo (—/, /) con le condizioni f(/) = f(_ /); 
f'(A)=f'(2) oppure, nel caso di spettro continuo, dello sviluppo in integrale 
di Fourier) in serie o in integrale di queste autofunzioni. 
Nel caso più generale questo sviluppo è dato da: 


si W 
(13) S(:9 3) = Dinfn(%9» %) + | SM) (x, % W') dW” 


” Wa 


dove i coefficienti f, e f(W') dello sviluppo sono: 


(14) Éire [1600 x) ey) 


(15) fw)= [160 2) #4 (%,9, % W) dV.. 


Si dimostra che sia le 4, sia le #(x, y, z, W) soddisfano a condizioni di orzogo- 
nalità, ossia: 

ua, dV = 0 per #7 

p 


[ u* 1(x,I,%&W')dV=0 
p 


[ (x, W') (x W")dV=0 per W'aW". 
p 


*) f(x, y, %) deve essere: 1) continua e derivabile, con derivata a quadrato sommabile, 
ossia tale che: L 1f" (>, y, zo |* AV = quantità finita, Oppure 2) presentare un numero finito 
di discontinuità di prima specie, oppure 3) essere semplicemente a quadrato sommabile, ossia 
tale che: { S*YdV= Î, |f|} 4V = quantità finita, 
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Nello sviluppo (13) si è poi supposto che le autofunzioni siano anche wor- 
malizzate, ossia che valga per le 4, la condizione 


[ aadV= 1 
ld 


e una condizione analoga per le 4(x,.y, %, W), il che si può sempre ottenere poichè, 
per la omogeneità della (12), le autofunzioni sono individuate a meno di una 
costante moltiplicativa arbitraria ed inoltre, anche nel caso in cui le autofunzioni 
non siano a quadrato sommabile, esistono dei criteri per poter formulare una 
condizione di questo tipo. Infatti, come abbiamo già visto (cfr. $ 3), la normaliz- 
zazione nel caso dello spettro discreto si ottiene molto semplicemente poichè 


in tal caso le #, sono sicuramente a q.s., ossia è sicuramente | «*,dV = 


q.f.= N, da cui si ottengono immediatamente, dividendo per VN, le auto- 
funzioni normalizzate. In tal caso le relazioni di ortogonalità e di normalizza- 
zione si esprimono sinteticamente nel modo seguente: 


| ata dl = Bas 
p 


dove il simbolo è,n, detto simbolo o delta di Krénecker, è 


=1 perm=» 


=0 permx##». 


Osserviamo che talvolta a un sol autovalore della (12) corrispondono f > 1 
autofunzioni linearmente indipendenti. Si dice allora che l’autovalore è degenere 
di grado p. È però sempre possibile, con opportune combinazioni lineari, sce- 
gliere le » autofunzioni tra loro ortogonali; ciò rende possibile l’estensione dei 
risultati riassunti in questo paragrafo anche al caso di presenza di autovalori 
degeneri. 

Nel caso di spettro continuo il processo di normalizzazione e anche la di- 
mostrazione dell’ortogonalità tra autofunzioni relative ad autovalori distinti ri- 
chiedono un procedimento alquanto diverso, essendo in tal caso le #(x,_y, z, W) 
non a quadrato sommabile. 

Ci limitiamo in questa sede a riportare solo i risultati di tale procedimento 
(per la cui esposizione si rinvia al Corso di « Metodi matematici per la Fisica » 
e all’Appendice II di questo Capitolo). Esso è reso agevole dall’impiego *) 
della funzione impropria delta di Dirac, della quale in Appendice I sono rias- 
sunte le principali proprietà. 


*) L’impiego della 8 di Dirac non è a rigore necessario, ma introduce un formalismo 
conveniente per lo snellimento dei calcoli. 
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Nel caso di uno spettro continuo si dirà che le autofunzioni sono norma- 
lizzate se: i 
(16) [ (x, W') 4x7 W"')dV = è(WV'-W") 
p 


0 per V'aW' 


dove: , va? 
è —-—W")= +00 per Vi=- PV" 


con + 
[ ser—W")dV'=1 
A 


W 


essendo AW un intervallo che contiene W”. 
Date le proprietà della è di Dirac, se le #(x,_y, %, W) sono tali che 


[ (x, W') (Ig W)dV= N èd(V'-W"), 
p 


il processo di normalizzazione è in questo caso perfettamente analogo a quello 
per il caso discreto. Si consideri ad esempio un sistema di autofunzioni della forma: 
u(x, kK)= A exp(ikx) con &£ parametro continuo; la condizione di ortonorma- 


lità, in base alla (16), si scrive: 


f u*(x, kE) u(x, k) de = S(&K—&') 


cioè: (ca) 
A [ exp [il&A—R')x] dx= B(k— #'). 


| Tenendo presente lo sviluppo di Fourier della funzione 3(4K— #'): 
1 (e) 
(16) SA) = = | exp [i(kK — £')x] dx 
si ha: . 
A= Re: 20 onde (x, k)= spe), 
V2r vV2r 
È semplicissimo estendere il procedimento al caso tridimensionale: il coeffi- 


ciente di normalizzazione risulta allora Sr 
TC = 


Riprendiamo in esame l’equazione temporale (6). Come abbiamo visto essa 
ammette integrali particolari del tipo (11). Pertanto, determinata la serie completa 
degli autovalori I, e delle corrispondenti autofunzioni n della (12), è evidente 
(ammesso per semplicità che esista solo uno spettro discreto di autovalori) che la: 


(17) (3,1 Z; #) sa Di Antn = di AnHn (x, 2) exp(— 2riW,t/h) 
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(in cui le 4, sono dei coefficienti costanti) è pure un integrale della (6). 
Ricordiamo d'altra parte che l’integrale della (6) che soddisfa alle condi- 

zioni iniziali: 

(18) VOI %; 0)=f% y 2) 


è univocamente determinato. Ma dalla (17) si ricava: 

(19) Y(6,9, 830) = Di an (13, 2). 
Dovrà quindi valere la condizione iniziale: 

(20) 109%) = Yin an Mn (39,3). 


Ma questo è lo sviluppo in serie delle x, della funzione f(x, _y, x). Orbene, 
tale sviluppo è unico e, in virtù della (14), i coefficienti 4, risulteranno dati da: 


(21) An = |, Fx, I Z) (x, J, 2) dV. 


L’integrale (17), quando i coefficienti 4, sono dati dalla (21), è quindi la 


Osserviamo che il simbolo £ usato in questo paragrafo può anche consi- 
derarsi, più generalmente, come indicante una somma sui valori discreti di x, 
o come un’integrazione sullo spettro continuo di tali valori, o anche l’una e 
l’altra nel caso che si abbia uno spettro in parte discreto e in parte continuo. 

Da un punto di vista fisico i risultati trovati hanno una particolare impor- 
tanza: infatti l’esistenza di una successione di autovalori mostra come in un 
microsistema (quale un atomo, una molecola, ecc.) l'energia W può assumere solo 
una successione (discreta o continua) di valori che costituiscono i cosiddetti 
livelli energetici. L'esistenza di questi livelli, che nella vecchia teoria di Bohr- 
Sommerfeld, veniva accettata — in maniera non del tutto soddisfacente — come 
uno dei postulati fondamentali, nella meccanica quantistica è invece dedotta come 
conseguenza di un postulato concettualmente più semplice costituito dal complesso 
di condizioni che si impongono alla funzione Y perchè essa possa essere ritenuta 
come una soluzione fisicamente significativa dell’equazione di Schròdinger. 

Ricordando che la funzione % è tale che WW* 4V misura la probabilità di 
trovare la particella nel volume elementare 4I/, se lo stato del sistema è rappre- 
sentato da una +, soluzione semplice dell'equazione di Schròdinger: 


dp, = n exp(— 2ri W_tfb) *), 


*) Si noti che, essendo la ) determinata a meno di un fattore explig), di modulo 1, 
uno stato stazionario è indifferentemente rappresentato sia dalla y, che dalla sn. 
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detta probabilità risulta indipendente dal tempo, essendo y,4*= #,4*; un 
tale stato è pertanto chiamato uno sza/0 stazionario. Se invece lo stato del sistema 
è rappresentato da una funzione ù non semplice, e cioè del tipo: 


(22) p= En api exp(—2ri Watlh) 


la densità di probabilità risulta data da: 
(23) wdo= En ara in + En Eno Am lin EXP [278 (77m — W)t{h)] 


ed è quindi variabile col tempo: lo stato non è perciò stazionario. 
La (17) si può interpretare dicendo che uno stato non stazionario è sempre 


realizzato mediante la sovrapposizione di stati stazionari ad energia diversa, 


ognuno dei quali è preso con un peso diverso. 
Tenendo conto che la » soddisfa alla condizione di normalizzazione: 


[ d*ydV=1 
p 


e supponendo che le x,, le quali come autofunzioni della equazione (12) sono 
ortogonali, siano pure normalizzate, per cui: 


| stud n Bo 
p 


ne viene, integrando la (23) su tutto il volume 7, che i coefficienti 4, soddi- 
sferanno alla relazione: 

(24) Dn |etan ]=1 

il cui significato fisico è evidente: |4, f rappresenta la probabilità che la parti- 
cella si trovi nello stato 4, di energia W,. Lo stato definito dalla (17) è quindi 


uno stato di energia non determinata. 
Comè ovvio, nel caso che gli autovalori costituiscano una successione con- 


tinua fra W, e W,, la (17) si scrive: 
W 
(17‘) py= | a(W) u(WV) exp(— 2ri W#/b) dW”; 
Wa 
in questo caso la |4(W) f rappresenta la densità di probabilità nello spettro 


continuo di energia: vale a dire la |4(W) f 47 ci dà la probabilità che l’energia 
sia compresa fra IV e W + dI. 
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APPENDICE I 


«FUNZIONE» DELTA DI DIRAC* 


Una « funzione » speciale di grande importanza per trattare in modo corretto 
certe quantità infinite è la cosiddetta funzione delta di Dirac è(x— a). 

In realtà non si tratta di una funzione vera e propria in stretto senso matematico ma 
di una quantità detta dai matematici moderni « distribuzione » (secondo L. Schwartz). 
Si suol anche chiamarla funzione impropria. 

Essa può essere definita dalle seguenti condizioni: 


(1) è(x—-a)=0 per xXa 
c =1 se 4 è contenuto nell’intervallo (4 |—| e) 
(2) i d(x—a) dx 
b = 0 se 4 non è contenuto nell’intervallo 4|—| e 
(Se 4 coincide con un estremo dell’intervallo è |—| c, l’integrale per definizione 


viene assunto eguale a 3). La funzione delta di Dirac può essere anche definita come 
forma limite di una curva molto stretta in modo che l’area sotto la curva si mantenga 
costante: ne daremo più oltre alcuni esempi. Dalle condizioni di definizione della fun- 
zione delta di Dirac discende anche che, sebbene essa non abbia un valore ben defi- 
nito, lo ha invece un integrale in cui essa si presenti nell’integrando come fattore. Il 
suo uso rende semplice il calcolo di certe espressioni; ma a tutto rigore esso non è 
necessario. 


Dalle relazioni di definizione della funzione delta di Dirac si possono dedurre 
facilmente le seguenti proprietà: 


Sf) d(x — a) dx = f(a) se l'intervallo d’integrazione contiene 4 


ò(-—x)=d(x) 
xS(x)=0 
d(ax) = a18(x) (a> 0) 
S(x°—a2)=}41{8(x—a)+3(x + a)} (a> 0) 


SS(a—-x)dxd(x-b)= d(a—b) 
Sx) 3(—a)>f(a) èx— a). 
Inoltre se con $!"(x— z) si indica la derivata n-esima di $(x — a) rispetto all’argo- 


mento, si ha: SS(x) SM (ea) = (1) ff (2) 


Nar. SP 
SS) [y(x)] di NUDI], 


dove i punti x; sono le radici reali di y(x)=0 nell’intervallo di integrazione. 


*) Per uno studio più particolareggiato della funzione delta di Dirac si rinvia al Corso 
di « Metodi matematici per la Fisica », 
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La funzione delta può essere anche definita in uno spazio a più dimensioni. Così 
Meo * apatia 


e gli integrali contenenti la è(F—#) saranno definiti in un campo a tre dimensioni. 
Quando si usano coordinate qualsiasi €,, Es, 3, anche non ortogonali, si ha: 


B(F —7') dre dica des = B(E1— E1) B(E — Ea) BE — E2) dE, de, des; 


ciò comporta che: 


BET TERA BET) EE) 
dove /(x;, &;) è il determinato jacobiano della trasformazione. Per esempio, in coordi- 


nate sferiche si ha 1 
s—r')= 77 dle!) $(cosO — cos®') B(e—o'). 


Diamo qualche esempio di funzioni ordinarie $'(x) contenenti un parametro / tali che 


(x) = lim 3!(x): 


a) 3) = SPE 

dI) BG) = 7 pa) 
(ua) 3) — SS 

av) 0) = ITS 


È possibile inoltre, utilizzando le funzioni ordinarie $‘, ricavare con opportuno 
passaggio al limite delle rappresentazioni integrali della funzione delta di Dirac. Per 
esempio dalla relazione: 

Le) g i —_ 
fl exp[i(£, — /,)] dx = lim I expli(£, — 1) x] &e= lim 2 24&— 4%) 
—%m +04 —g A, — ly 


g-+0 


=2rè (£  — L.) 
si ottiene la rappresentazione in integrale di Fourier: 
1 co 
B&—4)=7 | Spli@—1) x] de. 
TE —m 
In modo del tutto analogo si ha per la funzione tridimensionale: 


1 vio 
S(A—-7) = Gr È, exp[i(£—7)-7] dV. 
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APPENDICE II 


AUTODIFFERENZIALI E CONDIZIONI DI ORTONORMALITÀ 
PER UN SISTEMA DI FUNZIONI A SPETTRO CONTINUO * 


Dato un sistema di funzioni (x, £) della variabile x (con —00<x<00) e 
dipendenti da un parametro £ variabile con continuità nell'intervallo 4, |—| #,, abbia- 
mo assunto (cfr. $ 5) la seguente condizione di ortonormalità: 


(1) RCS k') u(x, k'')dx = $(k'— A") 


essendo 3(£) la funzione impropria di Dirac. La giustificazione di tale assunzione e il 
suo legame con la corrispondente relazione per i sistemi di funzioni a spettro discreto 
possono essere chiariti mediante l’introduzione dei cosiddetti antodifferenziali. 

Data una funzione #(x, £) definiremo suo autodifferenziale A{x(x, £)} l’espres- 
sione: 


k+Ak2 
(2) A {n(x, £)} = { u(x, k') dk' 
k—Ak2 
con A& arbitrario ma tale che &4Z4k— Ca k+ a ko. 
Per il teorema della media esisterà un # compreso tra 4 — EC ek+ — 
tale che 


A {u(x, &)}= (x, &)AR. 
Supposto Ak <&k potremo scrivere: | 
A {u(x, k)} = (x, A)AR. 


Diremo che /’autodifferenziale A {u(x, K)} è a quadrato sommabile (anche se la 4(x, £) 
non lo è) se l'integrale 


fo | A {(x, 4)}[ dx 


è una quantità finita. Essendo AK molto piccolo (praticamente infinitesimo) potremo 
sempre scrivere: 


Î 4 | A{x(x, 4)}|: dx = f(A) A&> 0, 


_ 


per cui la condizione precedente richiede che per tutti i valori di £ la f(£) sia finita. 


*) Le considerazioni fatte in questa Appendice non sono matematicamente rigorose, 
ma hanno solo un valore euristico. 
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Ponendo 
u (x, k) 


ser= V7 


avremo che gli autodifferenziali A { y(x, 4)} soddisferanno alla condizione di normalizza- 
gione: 


8) fIA0G Add. 


Si ha infatti: 
k+AE (x, k') ,,, 1 k+4k/3 _ A{a(x, k)} 


» di wu —r- u(x, k') dk' WETTRI 
A {y(x, £)} Jin 7 V f(K) J t-au2 riiian SK) 


e quindi: 
D (e 0) 

I | A{y(x, £4)}[ dx = illa I | A{w(x, £)}[ de = Ak. 
—% SE) Jo 

Diremo invece che due autodifferenziali a quadrato sommabile A, {x(x, £)} e 


A, {(x, £)} relativi a due intervalli A£4, e A#, sono ortogonali se soddisfano alla se- 
guente condizione di ortogonalità: 


(4) i At{n(x, £)} As{u(x, £)} de = 0. 


Dimostreremo che due autodifferenziali a quadrato sommabile del sistema di auto- 
funzioni a spettro continuo dell’equazione differenziale del 2° ordine 


6) dub A) 1 (&— U(x)) (6, 4) =0 


sono ortogonali se essi sono relativi a due intervalli A#, e A#, che non hanno alcun 


punto in comune. 
Infatti, integrando la (5) sui due intefvalli A4, e A&, avremo: 


Pte) LE — U(x)) Ax{u(x, 4} =0 
dist #0} 1 CE, U()) Ax{u(x, 4)}=0 


dove, appartenendo £, a Ak,y e £, a Ak,, sarà sicuramente £, 4 4,. Moltiplicando il 
complesso coniugato della prima equazione per A, {w(x, £)}, la seconda per 

Aî {(x, £)}, sottraendo membro a membro le due equazioni così ottenute ed inte- 
grando il risultato rispetto a x da —c0 a + 00, si ha (con ovvia semplificazione dei 


simboli): 
mboli)  d A dh* A dh, 4 Pe) 
IM 7 i 1 le f_drarde=o. 
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Il primo integrale è nullo per l’annullarsi degli autodifferenziali all’infinito in 
conseguenza della loro sommabilità quadratica. Essendo &,— 4,740, si ha la (4). 


Si noti che se invece A&, e A#, hanno in comune una parte A£ e se gli autodiffe- 
renziali sono normalizzati si avrà: 


E fs {#(x, £)} As{u(x, £)} de = 1. 


Possiamo concludere che per il sistema (x, 4) di soluzioni delle (5) vale la con- 
dizione di ortonormalità: 


” =0 se gli intervalli A#; sono disgiunti; 
(6) f At {u(x, £)} A{#(x, £)} de = A 


"i AK seAkèiltratto comune a A&, e dk. 
Mostreremo ora che come conseguenza di questa condizione e sotto l’ipotesi che 
le #(x, £), pur non essendo a quadrato sommabile nell’intervallo — 00 |—| + 00, lo 
siano in ogni intervallo finito —/|—|+4 per cui: 
co 
Î | u(x, 4)} dx<00, 
—% 
si ha la (1). 
Infatti si ha: 
[- *] 
I= { Aît{n(x, £)} As{n(x, £)} de = 
— 0 : 


l k,+4k,/2 ky +Ak,/2 
= lim | e Î " dk' f dke'' 1% (x, k') u(x,k")= 
sil 


- 


k,A4k,/? ky Ak,f2. 
k,+4k,/2 ka +Akg/2 I 
—lim f de | di; si w*(x, k') u(x, k'') dx. 
Ico J k,-Ak,/2 k,-Ak/2 i 


Ponendo ora:. 
| u*(x, k') u(x, k'') dx = d'(k', k'') 
PA 
ky +4k,/2 
(St, A") de = 9A), 
Ak,}2 

la condizione di ortonormalità si scrive: 

k+4k, 


12 
I= lim P'(k', ks) dk' = 
+0 J k-Ak,/2 L > AK se AkÈ il tratto comune a A#, e A&,. 


/" O  segli intervalli A# sono disgiunti; 


Si noti che se gli intervalli A#, e A#, sono disgiunti essi potranno essere scelti 
arbitrariamente, per cui da /=0 discende 


lim @'(&',4)=0 e lim dI(&,k")=0 aL 4"). 
—* 00 i {+ 
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Se invece A&, e A&, hanno in comune A£, supporremo per semplicità A4, = Ak. 
Si avrà per A4,-+0: A4k,+0, £#'+£"', onde: 


lim 9'(£',4,)=1 e lim d'(£’, £''‘)= 00 (£'m k''). 
H+o l+mo 


La funzione lim è’(£', £'’) soddisfa alle condizioni che determinano la funzione 
> 
impropria di Dirac $(&'— £'), per cui la (6) si scrive: 


I 
lim | #0 £') u(x, k'')dx=Bd(kA'—k') 
-o0SJL[ 

che coincide con la (1). 

Tale relazione può essere in pratica utilizzata per il calcolo di rappresentazioni della 
funzione delta mediante sviluppo in integrale di funzioni #(x, 4) note. Così ad es. 
partendo dal sistema di funzioni #(x, 4) = exp (##x), soluzioni della (5) per U(x)=0, 
la determinazione della rappresentazione della è(x) che se ne ricava è quella in integrale 
di Fourier considerata alla fine dell’Appendice I. 
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CaprtoLo IV 


APPLICAZIONI DELL’EQUAZIONE DI SCHRODINGER 
PER LA PARTICELLA SINGOLA 


$ 1. - Considerazioni intuitive sulle soluzioni dell’equazione degli stati 
stazionari. 


Abbiamo visto che lo studio del moto di una particella (punto materiale) 
nella meccanica quantistica viene in molti casi (quando il potenziale U non di- 
pende dal tempo) ricondotto alla integrazione dell’equazione di Schròdinger 


degli stati stazionari, data da: 
's7198/7) 


(1) Ant — 


(RP U)u=0 


con U= U(x, y, z). Essendo reali i coefficienti di questa equazione e i valori 
al contorno imposti alla sua soluzione, la funzione # può sempre essere scelta 
reale *). Infatti se #* è soluzione della (1) con le stesse condizioni al contorno 
imposte ad x e per lo stesso autovalore W (non degenere) dell’energia, 
ed #* differiscono solo di una costante moltiplicativa (di modulo uno cioè di 
una fase exp(ix)) **). Se l’autovalore W è degenere, le sue autofunzioni sono, 
in generale, complesse, ma è sempre possibile costruire un insieme di autofun- 
zioni reali, mediante loro opportune combinazioni lineari. 

Ammettiamo ora che il poteziale U, cui è soggetta la particella, dipenda da 
una sola coordinata spaziale, ad es. x, e che sia pertanto U= U(x); in tal caso 
si può cercare una soluzione #(x,_y, x) della (1) sotto la forma di prodotto di 
tre funzioni .X, Y, Z ognuna delle quali dipenda da una sola coordinata, cioè: 


u(x, I, 2) = X(x) Y(0) ZR). 


*) Se la particella è soggetta ad un campo magnetico tale asserzione non è più valida; 
cfr. Cap. VII. 


**) Cfr. Tricomi, Equazioni differenziali, Cap. III, $ 24. 
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Sostituiamo questa espressione di x nella (1) e dividiamo l’equazione ottenuta 
per X Y Z. Si ha: 


1/dX Br 1 dY 1 a&Z 817° 
3(- Pv)+7 +7 + "adi 


Dovendo questa espressione essere verificata per ogni terna di valori x, y, %, 
ognuno dei primi tre addendi dovrà essere pari ad una costante; da ciò scende 


che: 


d°X 872% 

(2) na +79 Wa UG))A=0 
d°Y Br 

(3) ne 
dz Brew 


con 


W=W.+W,+7.. 


Le equazioni (3) per Y e Z rappresentano le equazioni del moto della parti- 
cella lungo gli assi y e z; esse sono dette equazioni della particella libera (dato 
che U(y) = U(z)= 0) e verranno da noi studiate in seguito. 

L’equazione (2) per X rappresenta l’equazione del moto, lungo l’asse x, 
della particella soggetta al potenziale U(x) *); in questo paragrafo discuteremo 
alcune proprietà generali delle soluzioni di questa equazione. Ammettiamo, 
per semplicità, che il potenziale U(x) sia dotato di un minimo assoluto in xy 
e che tenda monotonamente a + co per x + + co (fig. 56). Riscriveremo la (2) 


nella forma: 


1 du(x) 8r2zy 
i” aa tg N 


du 


Nella regione in cui è WP_-U(x)>0, x e TÀ hanno segno opposto e 


quindi la curva che rappresenta la x volge la concavità verso l’asse delle x, men- 
tre sarà convessa verso tale asse se WT— U(x) <0. 
Bre 


To (V — U) fosse uguale a — a? (con « costante reale), la (2) avreb- 


Se 


*) Il metodo di calcolo che ci ha permesso di passare dalla (1) alle (2) e (3), detto 
« metodo di separazione delle variabili», è applicabile tutte le volte che sia U(x, Ig) = UU (x) 
+ Una 0) + Us(x) e porta, per X(x), Y(y), Z(z), a tre equazioni del tipo )2); nel caso attuale 
è U,(y)= Us(x)=0 e quindi si ottengono le (2) e (3). 
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87°, 
ke 
la (2) avrebbe per soluzione cosax e sinax; diciamo pertanto che se N — 


U(x) <0 la # si comporta «esponenzialmente », mentre se WVT_ U(x) > 0 
la x ha un andamento «oscillante ». 


be per soluzione exp{ + ax}; se invece (VW — U) fosse uguale a + a, 


Fig. 56 - Potenziale agente su di 
una particella (ad illustra- 
zione della risoluzione 
dell'equazione di Schré- 
dinger). 


Scegliamo ora un valore di W tale che sia WT— U(x) <0 per ogni x: in 
questo caso la x ha sempre un andamento « esponenziale » e volge la convessità 
verso l’asse delle x; se assegnamo il valore di x e della sua derivata prima in un 
punto qualsiasi in modo che per x tendente a -- co (o a — co) la # tenda a zero, 
si vede subito che per x tendente a — co (0 a + 00) la funzione 4 non si mantiene 
limitata. 

Da quanto si è detto ora deriva che se W è minore del valor minimo del 
potenziale U le soluzioni della (2) non sono nè a quadrato sommabile, nè con 
autodifferenziali a quadrato sommabile e quindi non sono fisicamente accettabili. 

Per W > U(x) la funzione W— U(x) ha due zeri nei punti x, x2; questi 
sono detti punti di inversione del moto classico, perchè nel problema classico cor- 
rispondente la particella oscillerebbe avanti e indietro tra i due punti x, e xa. 

Per x <x; e per x > x la 4 ha un andamento «esponenziale» e per 
xi < x < x l'andamento è «oscillatorio »; i punti x, e x. e quelli per cui 
«(x)= 0 sono punti di flesso per «. 

Determiniamo una soluzione della (2) fissando un certo valore di W, di poco 
superiore ad U(xo), ed assegnando i valori dix e di #' in un punto x; che, senza 
perdita di generalità, possiamo considerare minore di x. 

Se #'(x3) è negativo o positivo, ma non molto grande, «(x) tende a + co 
se x tende a — co (curve 1 e 2 di Fig. 57). 

Se #' (x) è positivo e grande (curva 3 di fig. 57), #(x) tende a — co per x 
tendente a — co. 

È chiaro che per #(x3) e W fissi è possibile scegliere un valore di #'(x3) 
tale che x tenda a 0 per x tendente a — co (curva 4): questa è una separatrice 
tra le curve di tipo 2 e 3; studiamone il comportamento per x > x3. In x essa 
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ha un punto di flesso, tra x, e x, ha un comportamento oscillatorio, ma se 
W_— U(x0) è sufficientemente piccolo essa non si annulla mai, rimane positiva 
in x, dove ha di nuovo un flesso ed è tale che, in generale, è + + 00 per 


x + + c0. 
Ne deriva che tale soluzione non è accettabile. 


Ul] Î 4 


Fig. 57 - Andamento della soluzione 
dell'equazione di Schréò- 
dinger in dipendenza dal 
valore dell'energia. 


Aumentiamo ora con continuità il valore di W e variamo, nel contempo, il 
valore di #'(x3) in modo che le x così ottenute tendano sempre a 0 per x ten- 
dente a — co. La distanza tra i punti di inversione aumenta con continuità (si 
passa da x1, x, a x!, x) ed è chiaro che, con l’aumentare di W, si passa con con- 
tinuità dalle curve di tipo 4 della fig. 58, per cui è lim «(x)= + co, a quelle 


Tt-+ 


Fig. 58 - Per la determinazione delle soluzioni dell'equazione di Schròdinger 
fisicamente accettabili. 


di tipo 4' per cui è lim #(x)= — co. Da ciò consegue che deve esistere una 
CI me--+-90 * . 
curva (4 di fig. 58 ) per cui è lim #(x)= 0; questa soluzione è a quadrato 
+00 


cr 
sommabile e quindi fisicamente accettabile, dato che 4 tende a zero « espo- 
nenzialmente » per x tendente a + co. 
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A questa soluzione, determinata a meno di una costante moltiplicativa 
arbitraria, corrisponde un ben determinato valore, W,, dell’energia della parti- 
cella; tale autovalore è, per costruzione, il più piccolo possibile. 

Procedendo in questo modo, facendo crescere W, si può determinare tutta 
una successione di valori discreti di W per cui si hanno soluzioni fisicamente 


Ulx) o W 
livelli continui, 
soluzioni con autodifferenziali a quadrato sommabile 
U(-c0) 
iS 
livelli discreti, | 
soluzioni a Wn 
quadrato x x 
sommabile W, 
Wo 


soluzioni non acceltabili 


Fig. 59 - Potenziale dell'equazione di Schr&dinger che ammette uno spettro di autovalori in parte 
discreto e in parte continuo. 


accettabili. Questi valori di W e le autofunzioni loro corrispondenti sono i 
possibili valori dell’energia ed i possibili stati della particella soggetta al poten- 
ziale U(x) del tipo di fig. 56. Abbiamo in tal modo mostrato, qualitativamente, 
l’esistenza degli autovalori e delle autofunzioni, 

Discutiamo ora brevemente le soluzioni dell’equazione unidimensionale 
per il potenziale di fig. 59, per cui U(— 00) ed U(+ 00) sono limitati e per cui 
il potenziale presenta ancora un minimo nel punto xo. 

Per le stesse ragioni illustrate prima per il potenziale di fig. 56, si ha che se 
WR <U(x) non si hanno soluzioni accettabili. Se U(x) <W <U(+ 00) 
il problema della ricerca delle autofunzioni e degli autovalori è simile a quello 
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già illustrato per il potenziale della fig. 56; avremo pertanto uno spettro discreto 
di livelli energetici (di solito in numero finito se la buca ha profondità finita 
come è in questo caso) cui corrispondono autofunzioni a quadrato sommabile. 
Questi stati sono anche chiamati staf /egati essendo praticamente nulla la densità 
di probabilità #,(x)#(x) di trovare la particella a grande distanza della buca 
dato l’andamento « esponenziale » decrescente delle soluzioni per x tendente 
a + co. Sia ora W/ > U(+ c0). Se esiste un punto x, tale che W= U(x;), si 
vede subito che per x < x, la soluzione della (2) si annulla «esponenzialmente », 
mentre per x > x; ha carattere oscillante. Se non esiste x, (cioè se W > U(— 00)) 
la soluzione ha ovunque carattere oscillante. In entrambi i casi queste soluzioni, 
pur non essendo a quadrato sommabile, hanno autodifferenziali a quadrato 
sommabile. È facile convincersi di ciò se si esamina il comportamento delle 
soluzioni per x molto grande; in tal caso la (2) può essere sostituita dalla sua 


forma asintotica: 
d%u 87127 


la cui soluzione è: 
(4) u= Aexp(ikx)+ Bexp(— ikx), 


a 8r27z aLe, 
adi ir e U(00)) 


Se W > U(— 00), & è reale e la soluzione è oscillante per x + + 00; se 
U(+ c0) <W<U(— 00), per x tendente a — co, £ è immaginario puro e, 
posto B= 0, la soluzione si annulla esponenzialmente, mentre, per x tendente 
a + co, kè reale e la soluzione è ancora oscillante. Se consideriamo una soluzione 
u(W, x) della (2) per W>U(+ 00) e costruiamo il suo autodifferenziale 


W+AW/2 
i u(W, x) dW = A {u (ce, W)} i 


P_-AW/2 


si vede subito che per |x | molto grande esso tende all’autodifferenziale della 
funzione exp(i#x) che è a quadrato sommabile come è facile verificare. Riassu- 
mendo vediamo che per I > U(+ 00) si ha uno spettro continuo di autovalori, 
cioè tutti i valori dell’energia portano ad autofunzioni accettabili, non a quadrato 
sommabile, ma con autodifferenziale a quadrato sommabile. 

Vediamo ora di determinare a quali condizioni debba soddisfare la funzione 
d’onda nel caso in cui il potenziale presenti in un punto una discontinuità 
infinita. © 

‘ Per far ciò, trattiamo anzitutto un problema semplificato immaginando che 
sia U(x)= V,>0 per x<0 e U(x)=0 per x>0, dopodichè facciamo 
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tendere V, a + co ed esaminiamo il comportamento delle soluzioni. Si vede 
subito che quando V, è finito la (2) porta alle seguenti espressioni per «: 


u= Asinkx + Bcoskx perx>0 
u= Cexp(— kx) + Dexp(+4x) perx<0 


8r° 87? 
a (Ev 0 k= )/ a M—_-M >0 


nel caso in cui sia 0 <W<V, (come è il nostro perchè facciamo tendere poi 
V., 2 + co). Dato che la soluzione deve rimanere limitata per x +— co, deve 
essere C= 0. Le condizioni di continuità di x e di #° in x= 0 portano alle: 


con 


B= D 
kRA=kD. 


Quando V, tende a + co, £ ed A rimangono costanti, 4, aumenta inde- 
finitamente e quindi D (e B) tendono a zero. Vediamo quindi che, se il poten- 
ziale ha una discontinuità infinita in un punto, la funzione d’onda deve ivi 
annullarsi, e che la sua derivata è in generale discontinua. 

Possiamo ora mostrare che, se il potenziale non presenta poli al finito, i 
livelli energetici discreti dell'equazione unidimensionale non sono degeneri. 
Per provare ciò supponiamo che sia vero l’opposto ed ammettiamo che #, e 
#, siano due autofunzioni diverse corrispondenti allo stesso autovalore; si ha 
quindi: 


d? se 

4 E (0-60 
d n 
LEO Udi 


dove il valore di W è lo stesso nelle due equazioni. Moltiplichiamo la prima 
equazione per #, la seconda per #, € sottraiamo membro a membro, si ha: 


dn d?n, 
ul li "sali 
che, integrata rispetto ad x, dà: 
“ “i “ use cost 
2 dx si; | dx seen) d 
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La costante deve essere nulla perchè 4, == 0 all’infinito, perciò: 


du, sù dita 
il i 


su tutto l’asse; nei punti in cui è 11%, 7 0 possiamo dividere per #14, ottenendo: 


1 di, 1 da 
ta dx ln dx 


che integrata dà: 


Hi == CHa . 


La relazione ora ottenuta vale sicuramente in un intervallo in cui 7,4% non 
è mai nullo; potremmo pensare però che il valore della costante c varii pas- 
sando da questo intervallo ad uno adiacente separato dal primo da uno zero, ad 
esempio, di m. 

Questo, tuttavia, non può verificarsi se 4, deve essere continua assieme con 
la sua derivata prima nel punto in questione. 

Perciò effettivamente 4, ed # sono linearmente dipendenti ed i livelli non 
sono degeneri; se il potenziale presenta poli, a priori non si può dire nulla 
di preciso: la questione va risolta esaminando di volta in volta il potenziale. 
La proprietà ora dimostrata per i livelli energetici discreti dell’equazione uni- 
dimensionale può anche essere valida per dei livelli continui: infatti, se 
U(+ 00) < W < U(— co), per il potenziale della figura 59 la costante a 2° mem- 
bro nella (4) è ancora nulla perchè #4 = #4 = 0 per x= — c0 e quindi è ancora 
H#{, = (Hg; se invece è W > U(— 00) gli autovalori e quasi i livelli energetici 
sono doppiamente degeneri. 

Supponiamo ora che il potenziale sia una funzione pari di x, cioè che sia 
U(+ x)= U(— x), e che non presenti poli al finito e consideriamone solo gli 
eventuali stati legati. Dato che il potenziale è una funzione patri di x, l'equazione 
di Schròdinger (2) rimane inalterata se si cambia + x in — x. Da ciò segue 
che, se #(x) è autosoluzione, lo è anche 4(— x) e coincide con #(+ x) (dato 
che l’autovalore I non è degenere) a meno di un fattore moltiplicativo e co- 
stante: “(+ x)= c-#(— x); cambiando nuovamente segno ad x si ha: 
u(+ x)= e (+ x) da cui c= +1. Vediamo quindi che, se il potenziale è 
una funzione pari di x, le funzioni d’onda degli stati legati (non degeneri) 
sono o funzioni pari di x: 


up(x)=4(+x)=%(— x) 
o funzioni dispari di x: 


Ha(x)=+x)=—u(— x). 
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$ 2. - Particella libera. 


a) Particella con energia determinata. 


Se una particella si muove nello spazio senza essere sottoposta all’azione di 
forza alcuna, nell’equazione di Schròdinger che descrive tale moto si dovrà 
porre U= cost.; anzi, essendo l’energia determinata a meno di una costante 
additiva arbitraria, potremo senz’altro ritenere U= 0, per cui l’equazione di 
Schròdinger del nostro problema diventa: 


dArim db 


b di 


Asp + 


Ponendo: 


p= Zi Anlln(*I, 2) exp(— 2ri W,, #/6) 
ci si ridurrà a risolvere l’equazione degli stati stazionari: 


8r2zy 


Agi + Wa= 0 


o in coordinate cartesiane: 


Ò°n dn lela// + Brew Wy=0. 


6) e a ae A 


Questa equazione si risolve con il metodo della separazione delle variabili; 
ponendo (x, y, 2) = X(x) YU) Z() si ottengono per X, Y, Z le seguenti 
equazioni: 


diX 87827 
RE pi n 
d°Y Br 
d°Z | pra W.z=0, 


con 


W=W,+W,+W,. 


Queste equazioni differenziali si risolvono agevolmente; come loro inte- 
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grali fondamentali si possono prendere le seguenti funzioni 
X,= Crexp[(2ri/bYV2mlW,(x — x0)] 
X,= Csexp[— (2ri/b)V2a7,(x — xo)] 
Y;= C,exp[Qri/b)V2aW,0—v)] 
Y, = Cyexp[(— 2ri/4)V2a17, 0 —va)] 
Z, = C,exp [(2ri/4)V2wW7,(x— %o)] 
Z, = Crexp[(— 2ri]b)V2aW.(z — %o)] - 


Abbiamo pertanto i due seguenti integrali dell’equazione (5) degli stati stazionari: 


n= Ap] 7 VZA, (e — xo) +V2917, (10) +V2al7.&— x)1} 


Hly = Ag exp -F- [V2wW7,(x— 2x0) +V2417,(0—Io) +V2u7.(r— x0)1} 


Si vede immediatamente che, affinchè le autofunzioni soddisfino alla condi- 
zione di mantenersi finite pet x, y, x + +00, deve essere WV_,>0, VW, >0, 
W,>Q0, quindi W > 0 e del resto qualsiasi. Le autofunzioni determinate non 
sono a quadrato sommabile, ma hanno autodifferenziali a quadrato sommabile. 
Gli integrali corrispondenti all’equazione temporale di Schròdinger saranno di 


conseguenza: 
di i sent 2ri 
pin dpfT” [V2m W,(x—x0) +V2m WAI Io) +V 2 (a —%0)]— 53 va) 


(6) . 
indio] MZ +2? 910) + 2a =) WA. 


In queste espressioni figurano le costanti moltiplicative A; da determinarsi 
mediante le regole viste per lo spettro continuo (cfr. Cap. III, $ 8) e che risul- 
tano eguali, tenendo conto della (16’) del Cap. III, $ 8, a 4°*. Introducendo il 


vettore momento: 


B=V2mW.î +V2n7,j +V2m7,k = psi + p,Î + pE 


il cui modulo è: 
p=V2mW 


ed il vettore posizione: 
F=(-x)Î+U—-v)7 + —%) 7, 
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le due soluzioni in considerazione si scrivono: 


d,= x|F- (7-4) 


vpetr(a-£)] 


che rappresentano, evidentemente, la prima una particella di energia È che 


(7) 


si sposta lungo il senso positivo della direzione di propagazione (impulso + $), 
la seconda una particella della stessa energia che si sposta lungo il senso negativo 
di tale direzione (impulso — $). Le due soluzioni (7) rappresentano due stati 
semplici distinti che corrispondono allo stesso valore W dell’energia: il pro- 
blema è come si dice doppiamente degenere nel momento ed infinitamente 
degenere nell’energia (infatti ad ogni IW corrispondono co? terne W,, W,, W.). 
Ricordiamo che, nell’interpretazione ondulatoria, lo spostamento, descritto 
dalle (7), è considerato equivalente alla propagazione di un treno d’onde mono- 


b W 
cromatico di lunghezza d’onda X = # e frequenza v= ——; infatti le e- 
spressioni (7) diventano, con questa sostituzione, proprio le equazioni dei 
VW 
raggi luminosi, di lunghezza d’onda X= -— e frequenza v= -— che si pro- 


pagano lungo i due sensi della direzione avente i seguenti coseni direttori: 


VE VE V5 


rispetto agli assi cartesiani x, y, % rispettivamente. 
Nel caso che gli assi di riferimento vengano scelti in modo che la direzione 
di propagazione coincida con l’asse x, si avrà: 
d= da 
e quindi le espressioni (7) diventano: 


Ie[e-o-£)] 


ta [10-04 £). 


Osserviamo che la densità di probabilità di trovare la particella in un punto 
x qualsiasi è costante, per cui la indeterminazione della coordinata x è co. Ciò 
è in accordo con il principio di indeterminazione, perchè, essendo esattamente 
p= d., si ha Ap,=0 e quindi Ax= co. 


p,= 
(8) 
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b) Particella con energia indeterminata. 


Ci occuperemo ora del problema del moto di un punto non soggetto a forze 
nel caso che detto punto non possegga un’energia perfettamente determinata, 
limitandoci, per semplicità, al caso in cui lo spostamento della particella avvenga 
lungo l’asse x. Più precisamente supporremo che, con una misura iniziale, si 
siano determinati l’impulso ) e la posizione x ottenendo i valori f, ed x, con 
le incertezze Afp, Ax, rispettivamente. 

In questo caso la particella sarà rappresentata, in un istante qualsiasi, da 
una + data dalla sovrapposizione di infinite soluzioni semplici del tipo (7) cor- 
rispondenti ai vari valori di W e quindi di p. Potendo quest’ultimo parametro 
assumere valori sia positivi che negativi, tale ù sarà data da un’espressione del 


tipo: 
bito 2nri 
0) d@a=A | CL) c(-| a e ]) dp 


essendo .A una costante di normalizzazione. Supponiamo che la distribuzione 
dei valori di x (che risulta dalla misura iniziale) sia data dalla seguente espressione 
(curva gaussiana normalizzata) caratteristica delle misure sperimentali: 


(10) Pr(x)= TE expf_at(x— xo)"] 
in cui 
(11) MORE. 

o = ha V3 ® 


A questa distribuzione di probabilità potremo far corrispondere, tenendo 
presente l’analogia con la (8), la seguente autofunzione: 


(12) do(x,0)= Vai exp[— (08/2) (x— x)" + (27/4) po(x— x0)] 


il cui modulo elevato al quadrato dà appunto la (10). La (12) dovrà evidente- 
mente coincidere con l’espressione che si ricava dalla (9) per #= 0. Ricordiamo 
ora che una funzione (x, 0) può essere sviluppata in integrale di Fourier 
secondo la formula: x; 

vo(x, 0) = a| c(K) exp(2rikx) dk 


—ao 


essendo i coefficienti c(k) dati da: 


gi for 
c(£A) = - | do(x, 0) exp(— 2rikx) dx. 
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Avremo pertanto che i coefficienti c(9) della (9) saranno dati da: 
1 +% 
(13) e(p) = arl do(x, 0) exp[— (27/2) d(x — x0)] de = 


=; Va [ F pi (8/2) (e xa) — @rilb) (P— Po) (x xo)] de 
L’integrale da calcolare si può ridurre al tipo: 
+ 
(14) I(b) = f exp (— a°x° + ibx) dx. 


Per il suo calcolo integriamo per parti prendendo exp (— 4°x*) come fattor 
finito; si ha: 


I(b) = [E exp (— 22)] + a 5 [__ exp(— ax? + ibx) xdx. 


Dato che il primo termine è nullo, si ottiene: 


2a di(b) 
bd 


2a? +0 
Ib)=— 5 n i Î exp(— a%x? + ibx) xdx = — 
—m 


Questa è un’equazione differenziale per /(#), che integrata dà: 
I(b)=c exp(— b°/4a?). 
Il valore della costante d’integrazione c viene determinato ponendo » = 0. Sarà: 
+ 
I(0)=e= f exp(— a?x?) dx. 
—mo 
Per il calcolo di questo integrale poniamo: 


+% 
f@= | ape de 
Quadrando: 


+00 +0 +%0 +0 
Ut= | aa) | opa [| dopati; 


passando a coordinate polari e ricordando che: 


x2 +9? = p? dx dy = pd pd 3, 
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si ottiene: 
er 00 (-.*] p* to 
a)|°= — @ do = "gi d-—-= — a —_ 
Ifp=(% [else = ar] aaa pa 
= |- Poe a. 


a 0 a? 


Si ha così in definitiva: 


c= pg = atx) de = “a 
I(b) = {art atx? + ibx) dx = Vr cpl b?/4a2). 


I coefficienti c(p) della (13) assumono pertanto l’espressione: 


«= 7) di exp{— (2/40) (P— f0)"} 


che si può anche scrivere: 


| 2V7 
13) = 45 ni exp (8/2) 0— fa}? 
con 
4n? 
(15) p? = a 


La distribuzione di probabilità iniziale dei valori di f è quindi: 


1 2Vr 
n(0)= |e@) = Fa 7 P_F@_- Wo] 
Osserviamo che, in analogia con la (11), avremo per la distribuzione iniziale 
di f un’indeterminazione: 
1 ha 
A us “"—=""e o ——wpb 
sla 28 2nV2 

Dalle espressioni di Ax, Afp scende quindi che vale la relazione: 


b 
Abe Ax, = } Se 
TT 
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che esprime il principio d’indeterminazione: anzi, valendo in queste il segno di 
uguaglianza, il prendere per funzione di stato proprio la (12) equivale a supporre 
che le misure iniziali di x e di siano state fatte con la massima precisione con- 
sentita da tale principio. Infatti si potrebbe dimostrare (come del resto si vedrà 
nel prossimo capitolo) che per qualsiasi altra Y,, diversa dalla (9), le indetermi- 
nazioni Axy, Ad, delle misure iniziali soddisfano sempre la diseguaglianza: 


b 
Apo hx° >} —. 
2r 


Vediamo ora come si propaga il gruppo d’onde che rappresenta la nostra 
particella. A tal fine calcoliamo anzitutto, per mezzo della (9), l’espressione della 
+ al tempo #: 


DE y(x, #) = 

1 1/2Vr(*° 2ri 
=+ pesi spl) @-21ep(F| pra). 

Ponendo per brevità: 

x—_x= È d_Pa= "N: 
si ottiene: 
1 1/2Vr 2ri 2 
icona tes) 
(16) +0 » 
| exp[— (82/2+ rtl) + Qrijb) € — È n) dn. 


L’integrale da calcolare è ancora del tipo (14), per cui si ha: 


N TI 
2r = m 


1 
ven ann at 
: (3 Foe) A" 
2ri di 
+5 (6-29 


Calcolata la Y(x, #), ricordando la (14) e ponendo: 


me 1 


b cha n°? , 
4 


Ud = 
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avremo che la distribuzione di probabilità al tempo # per la posizione sarà 


data da: 
(17) PR = 7 pfafla—x— Pep] 


Questa formula, confrontata con la (10), mostra che la distribuzione delle 
probabilità al tempo # è ancora data da una curva dello stesso tipo di quella che 
caratterizzava la distribuzione iniziale (cioè da una curva gaussiana). La nuova 
curva però ha il massimo invece che in x = x, (come si aveva per la (10)) in: 


x(#)= xt Do f. 


Ciò significa che il baricentro del gruppo d’onde che rappresenta la parti- 


cella si sposta con la velocità classica bo. Tale curva è però più allargata 
(essendo «> a,) di quella iniziale: cioè l’indeterminazione della posizione della 


particella cresce col tempo. 


$ 3. - Gradino e barriera di potenziale (effetto tunnel). 


Una particella, che si muove lungo l’asse x, sia sottoposta ad un campo di 
forze derivanti da un potenziale del tipo illustrato in fig. 60, detto gradino di 


potenziale. 


Fig. 60 - Gradino di potenziale. 


(0) i x 


Fisicamente tale gradino può immaginarsi come il potenziale realizzato da 
due griglie di carica opposta ed infinitamente vicine e agente su una particella 
carica. 

Assumiamo ora come origine dell’asse delle x il punto d’incontro della 
retta lungo cui ha luogo il movimento con l’inizio del gradino; sarà quindi: 


U=0 per x <0 (regione I) 
U=U>0 pet x>0 (regione II). 
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Ci limitiamo a studiare le soluzioni stazionarie dell’equazione unidimensio- 
nale di Schrédinger. 
Nella regione I (x < 0) l’equazione degli stati stazionari avrà la forma: 


du Breezy 
> A "Biani 
e nella regione II (x >0): 
dn Brew 
“a tg 7) 0. 
Ponendo: 
Br 8r2m 
"a Pei 
ti] k VW ke (VW U) È) 


le equazioni di Schròdinger nelle regioni I e II diventano: 


d%u 

Para 2, — 
7 + kî4=0 
"= + Aa=0 


i cui integrali generali sono: 
(18) mx) = Aexplikyx) + Bexp(—ikx) = (<0) 
(19) tt (*) = Cexp(ikx) + D exp(— ikx) (x > 0). 
Per le condizioni di raccordo deve essere: 
s(0) = 4 (0) 
#(0)= 4n (0) 


cioè la funzione deve essere continua insieme con la sua ‘derivata prima nel 
punto di inizio del gradino; si avrà pertanto: 
A+B=C+D 
(20) 
ko(AT- B)= A(CT— D). 


Si possono ora considerare separatamente i due casi 


VW >U W < Us. 
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In meccanica classica si ha, nel primo caso, che la particella supera sempre 
il gradino di potenziale proseguendo nel tratto x > 0 con velocità ridotta nel 


n 
rapporto kx! nel secondo caso la particella viene sempre respinta dal gradino 


e torna indietro. 
Fsaminiamo ora il problema secondo la meccanica quantistica. Nel primo 


caso si ha che per x> 0, essendo £° > 0, la soluzione (19) rappresenta un treno 
d’onde progressive e regressive, di ampiezza C e D rispettivamente, che si 
muovono oltre il gradino. Supponendo che la particella provenga da x = — co, 
non vi saranno oltre il gradino onde regressive, per cui sarà D = 0. Invece 
nel tratto x < 0 sarà B70 e le onde regressive saranno quelle che vengono 
riflesse dal gradino. Dal sistema (20) otteniamo (ponendo D= 0) le seguenti 


relazione tra le ampiezze: 
k,+ AC ka Ck C 
21 = —_ ———— ———— 


Ricordiamo ora (vedi Cap. III, $ 3) che mediante l’equazione di Schròdinger 
è possibile definire un vettore /, densità di corrente, pari a: 


h 


+ sù * “A *\). 

por (4* grad d — Y grad d*); 
nel nostro caso sarà ovviamente: 

b òy dp* 
22 = rr PESO i AI 
(22) SaS darsi (4 de n) 


Per x < 0 tale flusso di corrente sarà decomponibile in due parti: una, 
+)(x < 0), dovuta al moto delle particelle da sinistra verso destra; l’altra, 
(x < 0), dovuta al moto da destra verso sinistra. Chiaramente (+) va calco- 
lato ponendo, nella (22), y= Aexp (#4), mentre per j() si deve porre 
d= Bexp (— ik,x), ottenendo: 


AP <0)= = AA*ko 


h 


i Il rapporto tra j1? e j{#) ci dà il rapporto tra il numero di particelle riflesse 
ed il numero di particelle incidenti, cioè la probabilità di riflessione o coefficiente 
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di riflessione R. Ricordando le (21) si ha: 


(23) Sl <0)_ BB _ (7a) 
ko + &/O 


SG < 0) AA 
Analogamente dalla (19), con D=0, possiamo calcolare il flusso di par- 
ticelle j(+?(x > 0) che si muovono da sinistra verso destra per x > 0. Si ha 
evidentemente: 


iP (x>0)= 0a CC*k. 


Il rapporto tra j{*)(x > 0) e j(#)(x < 0) fornisce il rapporto tra il numero 
di particelle trasmesse ed il numero di particelle incidenti, cioè la probabilità 
cli trasmissione o coefficiente di trasmissione T. Sempre ricordando le (21) si ha: 


(+) * 
(24) Sr > 0) CC* & 4kk, 


Dalle (23) e (24) si verifica subito che 7 -+ R= 1, come deve essere. 
Nel secondo caso, in cui W < U, & è immaginario e la funzione (19) ha 
la forma esponenziale smorzata. Si ha cioè per x > 0: 


ty = Cexp(— kx) + Dexp(£x), 


essendosi posto £4= i£' (con &' reale). 


Anche ora dovrà essere D= 0 perchè la 4 possa mantenersi finita. Risol- 
vendo il sistema (20) si trova che: 


kb C _ ke—ik C 
na se "ae | 


B 
da cui deriva che “ae 1. Tutte le onde verranno perciò riflesse e le onde 


riflesse hanno uguale ampiezza di quelle incidenti. Il fatto però che C sia diverso 
da zero significa solo che se si fa un’osservazione si ha una certa probabilità 
di trovare la particella oltre il gradino. La # ‘avrà l’andamento descritto in 
fig. 61. 

Un problema pure assai interessante è quello della barriera di potenziale 
schematizzata nella fig. 62. 

Ci limitiamo a considerare il caso di maggiore interesse fisico in cui è 
0<Wx<U essendo, al solito, W l’energia della particella. Considerando i 
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soli stati stazionari, partiremo dall’equazione: 


du 87727 
dx? = be 


(7 U)n=0. 


Distinguendo, analogamente al caso precedente, le regioni in cui è 


U 


Fig. 61 - Andamento delle soluzioni 
dell'equazione di Schrò- 
dinger per una particella 

fo] x soggetta a un gradino di 
potenziale. 


U= 0(x <0, x > a), da quella in cuiè U=Un > 0(0<x < a), avremo le 
soluzioni: x i 
u (x) = Aexp(iax)+ Bexp(—iax) x<0 


try (x) = C exp(yx) +Dexp(-yYx) 0<x<a 
m(x)= E exp(iax) + Fexp(—iax) x>4a 
dove si è posto: 


827 Br 
W o da n 53 (Vo =_= VW) hi 


ale 


Fig. 62 - Barriera di potenziale. 


È chiaro che i termini proporzionali ad A ed £ rappresentano onde che 
si propagano da sinistra a destra, mentre quelli proporzionali a B e ad F rappre- 
sentano onde propagantisi da destra a sinistra. Supponendo che la particella 
provenga da sinistra dovrà essere F= 0 dato che non vi possono essere onde 
di ritorno da x = + co, analogamente al caso precedente. 
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Le condizioni di raccordo nei punti x= 0, x= a: 
#(0) = #7(0) ty (2) = #m(2) 
#7(0) = #7(0) x(a) = tm (6) 
portano immediatamente alle relazioni: 
A+B=C+D Cexp (14) + Dexp (— ya)= E exp(iaa) 
in(A—B)=y(C—D) Y[Cexp(1a)—Dexp (—ya)]= ia E expliaz). 


Da queste si ricava: 


RD 1 
A Ia => ne LT I pe ni ____ — 
cosh(va) + + (t = 2) senh(ya) 
Il cc à ilità che | icella incid i 
rapporto “ai darà la probabilità che la particella incidente superi 


la barriera, vale a dire il coefficiente di trasmissione 7. Si trova che: 

EE* U? = 

—_—= —————_—___ senh É 
+e sit] 


Se la barriera è piuttosto « opaca », cioè se y4> 1, si ha approssimativa- 
mente: 


(25) r= 


16W7/(U, — 
T= Sc  exp(—2ra). 


Se invece consideriamo stati per cui W > U, si vede facilmente che: 


(26) r= [1 + sala sen? JR 


essendo: 


° Br? 
e= E° e _U). 


Vediamo che è sempre 7 > 0, cioè la particella ha una certa probabilità 
di superate la barriera anche se la sua energia W è inferiore all’altezza U, della 
barriera (25). Questo risultato, in netto contrasto con quello della fisica classica, 
costituisce il così detto « effetto tunnel». Diverse prove sperimentali confer- 
mano l’esistenza di questo effetto tipico della teoria quantistica. Ricorderemo le 
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reazioni nucleari indotte dall’urto di particelle cariche aventi energia relativa- 
mente bassa; la disintegrazione radioattiva a dei nuclei pesanti; l’emissione a 
freddo di elettroni dai metalli. Per quanto riguarda i primi due effetti ricordiamo 
che il potenziale delle forze esercitate da un nucleo su una particella carica posi- 
tiva è dovuto alla sovrapposizione della interazione coulombiana con l’intera- 
zione associata alle forze nucleari: esso è pertanto schematizzabile con un po- 
tenziale del tipo illustrato in fig. 63. L’esperienza dimostra che si possono otte- 


Fig. 63 - Andamento del potenziale 
esercitato da un nucleo ato- 
mico su una particella ca- 
rica positiva. 


nere disintegrazioni nucleari anche con particelle incidenti di energia V < U% 
e che nelle disintegrazioni radioattive vengono emesse particelle a con energia 
W<U,. Analogamente, mediante l'applicazione di un campo elettrico ad un me- 
tallo, è possibile estrarre da questo elettroni anche quando la loro energia è infe- 
riore a quella della barriera di potenziale esistente alla superficie del metallo stesso. 


$ 4. - Particella in una scatola parallelepipeda. 


Consideriamo una patticella di massa #7 costretta a muoversi entro una sca- 
tola (di potenziale) di forma parallelepipeda di lati 4, b, c. 

Possiamo rappresentare analiticamente questo sistema dicendo che la fun- 
zione potenziale U(x, y, z) ha il valore costante zero entro tutta la regione 
0<x<4,0<y<b,0<%<c, ed un valore bruscamente crescente sul con- 
torno di questa regione in modo da diventare infinita e da mantenersi tale al di 
fuori di essa. Vedremo che un siffatto sistema ammette una successione discreta 
di autovalori che dipendono dalle dimensioni della scatola. Una funzione poten- 
ziale del tipo descritto si può rappresentare assumendo: 


U(x,9, z) = U,(x)+U,0)+ U,(z)» 
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dove si supponga U,(x) eguale a zero per 0<x <4 e infinito per x <0e 
x > 4; ed un andamento analogo per le funzioni U,( ), U.(z). Come abbiamo 
già notato nel $ 1 di questo capitolo, l’equazione di Schròdinger (1) degli stati 
stazionari si separa, quando il potenziale è del tipo che stiamo ora conside- 
rando, nelle tre seguenti equazioni: 


d°X cui 
1a + W.- U,.(x))X=0 
Di Br? 

(27) gt M_V0)Y=0 
dZ ni 


ge + Wi VA) Z=0 


1%, I, 2)= X() YU) ZR) 
= W.t Pa + W,. 


Nella regione 0 < x <a la soluzione della prima equazione (27) si può 
esprimere sotto forma di funzione sinusoidale di MI e fase arbitraria 
e di lunghezza d’onda: 

b 
— V2nW, 
Avremo cioè: 


X(x)= A,sen (2r — t P) 

Affinchè questa soluzione sia fisicamente accettabile occorre determinare 
il parametro W, e le costanti 9, ed A, che in essa compaiono in modo da sod- 
disfare le condizioni al contorno e la condizione di normalizzazione. 

Dalla discussione, svolta nel primo paragrafo di questo capitolo, sulle con- 
dizioni cui deve soddisfare la funzione d’onda nel caso in cui il potenziale pre- 
senti discontinuità infinite, deriva che la funzione X(x) si deve annullare in 
x = 0, x= 4; ciò porta alle seguenti espressioni per gp, e X,: 


pg, = 0 i, = — Me 


394 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


Normalizzando le nostre autofunzioni con la condizione: 


1= [1% 6) pdc 43 [sent Li) 


0 


si ricava: 
V 2 
4A, = —; 
a 


si avrà quindi: a 
2 

A. () = va sen E x con #,=1,2,3,... 
a a 


a 


Essendo d’altra parte la lunghezza d’onda data da: 
bh 


dz = > 
V2mW. 


si ricava che il parametro W, può assumere solo i valori 


; Aa 
x 8a? 


Le prime quattro autofunzioni X1(x), X.(x), ..., sono rappresentate in 
fig. 64 assieme alle corrispondenti funzioni di distribuzione di probabilità 


Xi(x), Xi(x), ... 


Fig. 64 - Autofunzioni per il moto di una particella in una scatola di potenziale parallelepipeda. 
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Un simile procedimento per le equazioni in y ed in % porta ad espressioni 
analoghe per Y(y) e Z(z) e per W,, W.. Le autofunzioni complete #(x,_y, %) 
avranno pertanto la forma seguente, per valori di x, y, % interni alla scatola: 


“ = ) 3 sen { "2 soi. es 
todi ale: "A a ud ‘W "L' se D: 


pr, dc aim Zi u.= 1,2, 3, 


Per i valori di x, y, % esterni alla scatola, le autofunzioni saranno invece 
identicamente nulle. In base a quanto abbiamo precedentemente trovato, l’ener- 
gia del sistema in considerazione può assumere solo i valori 


2 
8) Wan Wat Wat Wo (+4) 


Nel caso che due dei tre spigoli 
a, b, c della scatola non stiano tra 


loro come due numeri interi, i livelli ni D n 
energetici corrispondenti alle varie 422 etc 
terne di numeri quantici sono tutti 322 etc 
distinti, e ad ognuno di tali livelli 421 etc 
corrisponde una ed una sola auto- ati cte 
funzione: i livelli energetici di que- 41 etc 
sto tipo sono quindi non degeneri. 322 etc 


Se invece i tre spigoli sono tali che 
almeno due di essi stiano fra loro 
come due numeri interi, allora a 
qualche valore dell’energia corri- 


321, 132, 213, 312, 231, 123 


222 
311, 131,193 


sponderanno due o più terne distinte 221, 122, 212 

di numeri quantici e conseguente- 214, 121,112 

mente due o più autofunzioni indi- 

pendenti. Ogni livello energetico, a .111 

cui compete un siffatto valore del- 

l’energia, è perciò degenere ed il cor- 

rispondente stato del sistema si dirà Fig. 65 — Ad illustrazione della degenera- 
per la stessa ragione stato degenere. zione dei livelli per il moto di una parti- 


È eclla in una scatola di potenziale cubica. 
Per esempio, se la scatola ha forma 


cubica, per cui 4= d=c, diversi livelli sono degeneri. Precisamente il livello 
più basso (fondamentale) che ha i numeri quantici 1.1.1 (rispettivamente per 


Hxs y #1) non è degenere ed ha un'energia pari a ; il livello successivo 


Bwa? 
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cui corrispondono le terne di numeri quantici 211, 121, 112 e l’energia = è 


triplamente degenere; i livelli successivi, con le rispettive terne di numeri 
quantici e gradi di degenerazione (indicati dai numeri )), sono rappresentati 
in fig. 65. 


$ 5. - Oscillatore lineare armonico. 


a) L'equazione di Schrodinger e la sua soluzione. 


Per oscillatore lineare armonico si intende il sistema costituito da un punto ma- 
teriale, di massa 77, mobile lungo una retta ed attratto verso un punto O di questa 
da una forza proporzionale alla distanza. Presa tale retta come asse x ed il punto 
O come origine, la forza che agisce sul punto mobile sarà espressa da — Xx, 
dove X è una costante positiva. È noto che secondo la meccanica classica il 
punto mobile esegue delle oscillazioni armoniche intorno ad O con ampiezza 
e fase arbitrarie (determinate dalle condizioni iniziali) e frequenza: 


Per studiare il corrispondente problema della meccanica quantistica osser- 
viamo che alla forza — Xx corrisponde una funzione (o meglio energia) poten- 


ziale data da: 
K 
U(x) = 2 x = 2rmviz?, 


per cui la determinazione della funzione d’onda %(x, #) viene ricondotta al- 
l’integrazione dell’equazione degli stati stazionari: 


dn 8 
(29) St (W_ 2a) n= 0. 


Il calcolo degli autovalori e delle autofunzioni di questa equazione si effettua 
determinandone, prima, l’integrale generale ed imponendo poi ad esso di sod- 
disfare le condizioni al contorno in modo che le soluzioni siano fisicamente 
accettabili. A tal fine eseguiamo anzitutto il seguente combiamento di variabile: 


4r3zvo 
Je 5 x = a 
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e poniamo: 
W 
———_—___i HL. 
hvo 


In tal modo la (29) si tramuta nella: 
d°u + 1 du I 1 u n 
eb) 


con = #(y). Questa equazione è riconducibile ad una equazione ipergeometrica 
confluente se si pone: 


u(d) =" exp(ey) z(0), 


dove p ed a sono soluzioni delle equazioni (cfr. eq. (47) dell’ Appendice di que- 
sto capitolo): 


pe_—ip= da cui p=0, è 
1 
i ii da cui a= +}. 
Scegliamo, per comodità, p= 0, «= — +; tenendo conto che, ovviamente, 


l’integrale generale della (29) non dipende affatto dalla scelta di una particolare 
coppia di valori di p e di «. Ponendo pertanto: 


“(3)=z(4) exp(— ty) 


otteniamo la seguente equazione differenziale per %(y): 


dg dg w 1 i 
È; dè + a-nT+(+-7):=0. 


il cui integrale generale è (cfr. eq. (41) dell’Appendice): 
1 1 3 u 3 
A Mi. PINI. ADI ut - 
0) = AF(4 ; 713)+2 F(4 2? 713): 
pertanto l’integrale generale della (29) è il seguente: 


1 1 
(30) (x) = dep 1108) F(+-&- Fi )+ 


3 u 3 
f A — _——__—y ‘ i 1 
+ BI? x exp( 100) F(< DI, a) 
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Data la forma del potenziale che stiamo studiando, e ricordando la discus- 
sione svolta nel primo paragrafo di questo capitolo, appare chiaro che gli unici 
stati possibili dell’oscillatore armonico sono stati legati; deve essere pertanto 
(31) lim a,(x)=0, 

T-* L.0 

dove #,(x) è l’autofunzione corrispondente all’n-esimo stato stazionario. Te- 
niamo ora conto del fatto che, se gli stati sono legati e se il potenziale non pre- 
senta poli al finito (come è nel nostro caso), gli autovalori dell’equazione uni- 
dimensionale non sono mai degeneri; da ciò e dal fatto che il potenziale è una 
funzione pari di x segue che le autofunzioni sono o pari o dispari. Queste auto- 
funzioni possono essere agevolmente determinate qualora si tenga conto del 
fatto che i due termini a secondo membro della (30) sono, rispettivamente, 
funzioni pari e dispari di x; vediamo quindi che, se imponiamo le condizioni 
al contorno (31) alla (30), con A-#0, B=0 troviamo le autofunzioni pari 
ed i corrispondenti livelli energetici (autovalori), mentre con A= 0, B#0 
troviamo le autofunzioni dispari ed i corrispondenti livelli. 

Sia quindi A-0, B=0; tenendo conto dello sviluppo asintotico della 
funzione F (vedi (42) dell’Appendice), si ha subito: 


AV exp(3) 
"(*) Tsi MA ni 


Vediamo quindi che la #,(x) diverge sempre, per x + + 00, a meno che 
1 
non sia — — + uguale ad un intero negativo o nullo. Questa posizione 


fa sì che la FF si riduca ad un polinomio e sia tale che la x, tenda a zero per 
x + + co; abbiamo pertanto: 


1 W, 


"= 2hv, = —# con #0, 1, 2, ... 
da cui: W, = bvo (214 3) #=0, 1,2... 


In corrispondenza a questi livelli si hanno le seguenti autofunzioni pari (non 
normalizzate): 
"pin (x) = exp(— 3a) F(-#; 3; dae). 


Analogamente, se A= 0, B+0, si hanno le autofunzioni dispari: 


ta(x) 3? __BVr_ cpl dx) | 
|zl> 2r (+ DI RE 


— — 
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anche ora la #g(x) diverge per x ++ co a meno che Li -— È non sia u- 


guale ad un intero negativo o nullo, il che riduce la F un polinomio e fa sì che 
la #a tenda a zero per x+ + 00; si ha in tal modo: 


Da ER aa 0, 1, 2 
4 2h = — con n= >» 3» Spini 
da cui: W,= bvo(21+1+ 3) ta, 1,2, 


In corrispondenza a questi livelli si hanno le seguenti autofunzioni dispari 
(non normalizzate): 


Ma)n(x) = x exp(— #1) F(- #5 i e), 


n= 5 LI 
a ATEO k °° 


possiamo compendiare i risultati ottenuti nel modo seguente: le autofunzioni 
(normalizzate) sono: 


Se poniamo: 


1 1 * 
— =: + > 21 Vi Ngunnne: Li I ina ose 
(32) #,(x) Val rnva exp [— + (x/xo0) 15,(=) a= 0, 1, 2, 
dove H,(y) è l’n-esimo polinomio di Hermite (vedi Appendice); gli autovalori, 
tutti positivi, sono: 


(33) W,= bvo(1+ 3) n=0,1,2,... 


Questi sono i possibili valori dell'energia dell’oscillatore armonico, cioè 
i suoi livelli energetici. A questo proposito osserviamo che l’antica teoria di 
Bohr e Sommerfeld, teoria formulata allo scopo di spiegare i fenomeni atomici, 
dava, in luogo della (33), la formula: W, = #bve. Nello studio dell’irraggiamento 
elettromagnetico vedremo che nei fenomeni di emissione e di assorbimento 
intervengono solo differenze fra due livelli successivi: tali differenze sono le 
stesse per le due formule. Il fatto però che nell’espressione degli autovalori 
dell’oscillatore armonico, fornita dalla teoria di Schròdinger, compaia il termine 
additivo } vw, rispetto agli autovalori della teoria di Bohr, implica un’importante 
conseguenza e cioè l’esistenza della così detta energia di punto zero o energia 
residua. Vale a dire che, secondo la teoria di Schròdinger, anche nella prossimità 
dello zero assoluto di temperatura, quando ogni sistema tende a disporsi nel 
suo stato d’energia più bassa, l’energia di un singolo oscillatore non può essere 
inferiore ad } 4y. L'esistenza di questa energia di stato zero è, in effetti, un 
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aspetto del principio d’indeterminazione. Basti pensare che, affinchè si annulli 
l’energia dell’oscillatore, occorrerebbe che il suo moto cessasse completamente: 
in questo caso sia la posizione che la quantità di moto sarebbero esattamente 
determinate. Per il principio d’indeterminazione, invece, ciò non può verificarsi; 
e ciò si accorda col fatto che, essendo l’energia dello stato zero } /w, l’oscillatore 
si trova in uno stato vibrazionale anche allo zero assoluto, per cui la sua posizione 
non può essere completamente definita. Diversi dati sperimentali (per esempio 
gli spettri di bande) confermano la validità della formula di Schròdinger. 


La soluzione della (29) può conseguirsi in maniera elementare ponendo 


di: 4rrvo - W 

ci «ff ; dito 
‘ ; du 

con cui essa diventa: Te + (e E)m=0. 


Posto «(E) = exp(—+&2) (E) si ottiene l’equazione: 
v''-2Ev'+ (e-1)v=0. 
Sviluppando secondo le potenze positive di È: 
v(E) =, 4,E (F>0), 
si ottiene per l'equazione precedente una serie del tipo: 
EmAn = 0 


con 
Am== (#1 +1) (M+ 2) amsa — (E1— 24) 4m 


che comporta .A,,= 0, cioè la formula ricorrente: 
dii I 
mi8 "7 (ah 1) (42) 
È facile verificare che lim exp (— 3 E2) # (E) +0. Si hanno perciò soluzioni accetta- 
bili ( nta -—0) solo prendendo e = 2 + 1 (con # > 0), perchè in tal caso la #(€) si 


riduce (a meno di una fattore di normalizzazione) al polinomio di Hermite 77, (É). 


b) Proprietà delle antofunzioni. Confronto con i risultati della meccanica classica. 


Nella fig. 66 sono mostrate le prime cinque autofunzioni dell’oscillatore 
armonico; nella fig. 67, oltre la distribuzione della probabilità di posizione 
secondo la teoria quantistica, è rappresentata pure l’ampiezza delle oscillazioni 
27, 


secondo il modello classico (4 =0C= ) Si osservi a questo pro- 


posito che nei punti |x |> A risulta U>W7,; quindi l’energia cinetica W, — U 
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della particella risulterebbe negativa e la sua velocità immaginaria: pertanto, 
secondo la meccanica classica, tali zone sarebbero inacessibili alla particella di 
energia W,. Secondo la meccanica quantistica, invece, come risulta dai diagrammi 


Fig. 66 - Autofun- 
zioni dell'oscillato- 
re armonico. 


di fig. 67, vi è la possibilità di trovare la particella anche in tali punti. Questo 
risultato, a prima vista tanto sorprendente, è strettamente connesso con il prin- 
cipio d’indeterminazione di Heisenberg. Infatti esso significa solamente che, 
facendo un’osservazione di posizione, si può trovare la particella anche fuori 
del tratto |x |< A; ciò non ha nulla di paradossale se si tiene presente che 
in uno stato stazionario la grandezza esattamente nota è l'energia W, della parti- 
cella, mentre — come risulta dalla distribuzione di fig. 11 — si ha una indeter- 
minazione nel valore della posizione e quindi dell’energia potenziale U; in modo 
analogo si potrebbe mostrare che un’indeterminazione esiste anche nel valore 
della quantità di moto, legata a quella della posizione dalla relazione di Hei- 
senberg e quindi anche nell’energia cinetica 7 = p*/2. È appunto il legame tra 
l’indeterminazione di U e di 7 che permette di spiegare il precedente paradosso. 

Vogliamo ancora far notare l’esistenza di un altro principio generale (prin- 
cipio di corrispondenza): al crescere del numero quantico # la distribuzione di pro- 
babilità calcolata quantisticamente tende ad approssimarsi alla corrispondente 
espressione classica per la stessa energia. A tale proposito si noti anzitutto che 
la probabilità di trovare la particella fra i punti di ascissa x ed x + dx è, nella 
teoria classica, proporzionale al tempo impiegato dalla particella a percorrere 
il segmento infinitesimo dx, e quindi risulta data (indicando con W(x) la ve- 
locità della particella) da: 


dx 
P(0e)dc= € VG) = cdi 


Con 


+A 
el = | Mica è 
a V®) 
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Tale probabilità si può quindi calcolare immediatamente. Infatti il principio 
della conservazione dell’energia W= 7 +U, che si può anche scrivere: 


i E 


Fig. 67 - Confronto fra 

distribuzioni classica e 

quantistica per un oscil- 
latore armonico. 


FRA? = 3 mV?+ 3 kx 


(dove A è l’ampiezza classica di oscillazione: A= VE , mostra che: 
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Per la condizione di normalizzazione dovrà essere: 


onde: n 
Cp =T 
e quindi 
1 
i e 


di H 


Fig. 68 - Ad illustrazione del principio di corrispondenza. Distribuzioni classica e 
quantistica di probabilità per lo stato n = 10 dell'oscillatore armonico. 


La funzione P(x) è rappresentata graficamente nella fig. 67 (curve tratteg- 
giate) per diversi valori A, dell’ampiezza /A corrispondenti ad alcuni valori 
W, possibili, secondo la meccanica quantistica, dell'energia W; cioè: 


(35) = Va = VE + 8) iv =xoV2n+1 *). 


| +) Si os Si osservi che per n= 0, si ha Ag= xo; *, rappresenta quindi l’ampiezza d’oscilla- 
zione classica corrispondente all'energia W=} bm. 


404 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


Premesso ciò, si osservi in fig. 68 il confronto fra le distribuzioni di proba- 
bilità secondo il calcolo quantistico e quello classico per un oscillatore armoni- 


i $ 2 
co nel suo decimo livello energetico, avente l’energia Wi, = F bv- Dalla 


figura si vede che, a parte la rapida fluttuazione della curva quantistica, l'accordo 
generale delle due distribuzioni è abbastanza buono. Per di più si potrebbe 
verificare che tale accordo tende a divenire più stretto all'aumentare del numero 
quantico ». Questo fatto ci permette di rappresentare intuitivamente il moto della 
particella nell’oscillatore armonico quantistico, in corrispondenza ai numeri quan- 
tici elevati, come simile al moto oscillatorio classico con velocità massima al centro 
e decrescente con continuità all'aumentare dell’elongazione. Non è però lecito 
pensare che l’ampiezza delle oscillazioni rimanga costante come per l’oscillatore 
classico : potremo piuttosto pensare che la particella oscilli talvolta con maggiore, 
talvolta con minore ampiezza, ma di solito con un’ampiezza quasi eguale a quella 
che classicamente corrisponde alla stessa energia. Naturalmente questa corrispon- 
denza con la meccanica classica non è del tutto soddisfacente: infatti essa non 
può dare ragione dell’esistenza degli zeri delle autofunzioni degli stati stazionari, 
zeri che corrispondono a punti in cui la distribuzione di probabilità della posi- 
zione diviene infinitamente piccola. Una più completa corrispondenza con la 
teoria classica si può invece ottenere costruendo un opportuno gruppo d’onde. 
Infatti si consideri una y(x, 7) definita dalla seguente espressione: 


36) de )= LD _—T_AH(t)exp[-82— i+ 3) 097] 


V 2"! xo Vr 


dove: 
o n 


Go == 2 Cy = — — 0814 
o TE Vo ee a8/4) 


de 


m 
I 


(37) 


xo 


ed «> 1. È facile verificare che questa Y(x, #) è una soluzione, normalizzata, 
dell’equazione unidimensionale di Schròdinger dipendente dal tempo per il po- 


tenziale dell’oscillatore. 
I coefficienti |c,|°, che danno la probabilità che la particella abbia energia 


pari a W,= (#+ 3) 2%, sono: 


a2/2)n 
(38) alt= E ep a/2). 


ol 
Essendo «> 1, |c,|? aumenta con # se 7< 3: ma diminuisce se 


a. 
1> SI in tal modo la (38) rappresenta una distribuzione il cui massimo si 
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trova differenziando |c,|® rispetto ad # e ponendo il risultato eguale a zero. 
Nel differenziare il fattoriale di x usiamo la formula di Stirling: 


In(21)= alnat—» per a>1 
da cui 

d 

= (2) =#!lns per ib 1; 


si trova, in tal modo, che il massimo di |c,|® si ha per: 
(39) t=— con u>I1. 


Il corrispondente valore dell’energia è dato dalla (33), dove trascuriamo il 
termine 3 2vy, perchè #'> 1; tenendo conto dell’espressione di x, e ponendo 
XA = 2, si ha: 

(40) VW bvgt = bw = + KA. 


Si potrebbe dimostrare che, a formare il pacchetto d’onde (36), contribui- 
scono efficacemente solo alcuni valori di » all’incirca eguali ad n°, vale a dire che 
il massimo individuato dalla (39) è molto acuto. Da ciò deriva che alla (36) 
compete l’energia di un oscillatore classico d’elongazione X. Vediamo ora come 
si muove il pacchetto d’onde; facendo uso della funzione generatrice dei poli- 
nomi di Hermite (cfr. (84) dell’Appendice) si ha: 


< En 


x, # a, —"=- H,(6)exp[- &/2— i+ 3) 0g] = 
Ven n= Ya 7 0) [ERI 3) 0) 


DIAO, zine) ] saline) ] Ù 


nl 


exp(— a°/4 — E2/2 — È i tag) 


VxoVa 


_ exp(— 08/4 Ei #8) 


VxaVr 


- exp {— (02/4) exp(— 2icgt) + al exp (— iwf)}, 


cioè: 
ida exp(— $ [f — a cos w]°) 


V svn 


- exp {— (i/2) (ct + a[E — («/2) cos wet] sin wf)}, 
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da cui: 
1 
(41) P(31)= 4) 91)= pop (nd) e—X c0s a). 


Vediamo quindi che il pacchetto, dato da una gaussiana, si muove secondo 


le leggi del moto classico: 
se 4 COS. 


Una particolarità estremamente interessante della (41) è legata al fatto che 
la larghezza del pacchetto non varia nel tempo, contrariamente a quanto avviene 
ad esempio per la particella libera. Possiamo renderci conto di ciò se conside- 
riamo la più generale soluzione (normalizzata) dipendente dal tempo dell’equa- 
zione dell’oscillatore, data da: 


Y(x1)= Eu) xp i+ 3) gf] 
da cui 
P(x,1)= y*= p» CRC m VE Um exp [i(2— 1) wo]. 


Notiamo che tutte le componenti di P sono o costanti nel tempo o va- 
riano armonicamente con pulsazione multipla di «wy; quindi il pacchetto, dato 
dalla P(x, #), varia di forma nel tempo ma non si allarga indefinitivamente 


perchè ad intervalli di tempo 7 = = riprende la sua forma iniziale. 
Do 


$ 6. - Oscillatore armonico tridimensionale. 


Si consideri, nell’ordinario spazio tridimensionale, il sistema costituito da 
un punto materiale di massa 7, attratto verso un punto O da una forza di com- 
ponenti — £, x, — &,Y, — £&.% rispetto a tre assi x, y, % di cui O è origine. 
Con £,, £,, £, si indicano le costanti della legge di Hooke nelle tre direzioni 
x, Y. z. In tal caso il potenziale sarà: 


U(x,9,%)= 4 {kx + 4,5° + k.%} 
U(x, yz) = 2r82 {vx+ +2} 
tenendo conto delle relazioni 
k,= 4r8nn? k,= 4renvî k,= 4nmv? 


tra le costanti elastiche £,, ky k, e le frequenze classiche v,, Va Ve 
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L'equazione di Schròdinger per gli stati stazionari del sistema in questione 
è pertanto: 
(42) cad + a + Da + pit {VW — 2r8m(v2x° + v.9° + v228)} #= 0. 
Dato che il potenziale è della forma: 
U(x, 9%) = Us(x) + Ul) + U.(2), 


la (42) si «separa » in tre equazioni alle derivate totali ponendo: 


(43) (x, I, %) = Xx) YU) Z). 
Sostituendo infatti la (43) nella (42) si perviene alle seguenti equazioni: 
si + ii (W,— 2rimvax®) X= 0 
(44) vs ne W,— 2r8mt®) Y= 0 
dI cn, — 2rtavigt) Z= 0, 


sica W=W.+W,+W.. 


Notiamo ora che ciascuna delle (44) coincide con la (29). Dato che non 
solo coincidono le equazioni, ma anche le condizioni al contorno da imporre 
alle loro soluzioni, si ha che il problema della ricerca degli autovalori e delle 
autofunzioni dell’oscillatore armonico anisotropo è ricondotto a quello, già 
risolto, dell’oscillatore armonico lineare. 

Gli autostati di questo sistema sono descritti dalle autofunzioni: 


(5) tn LOVE + + 


dove, in analogia con le posizioni fatte nel caso dell’oscillatore lineare, si ha: 


ba == _/ 42, t= / 4r22ny, 
— nba n= 5 + ti 5 % 


N, -y a Vn)izeVva; ecc. 


4r?mv, 
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x,y 1, sono i numeri quantici relativi ai tre gradi di libertà del sistema: ognuno 


di essi può assumere i valori 0, 1, 2, ... 
L’energia totale potrà perciò assumere i valori: 
(46) VW, nn =P{(#+3)v2+ M+3)v,+t (+ 3)v}. 


nely"s 
Nel caso particolare dell’oscillatore isotropo, vale a dire nel caso in cui 
Yz = Vy= V:= Vo, €ssi diventano: 


3 3 i 
Wai, > o(1e+ tnt) de (+ >)-M 


con #=#,4 #,+ #, numero quantico totale. Per questo sistema particolare 
gli autovalori W, dell’energia dipendono, come si vede, solo da #; per ogni 
n 0 esistono però diverse terne di numeri quantici parziali #,, #,, #. la cui 
somma è uguale ad 7; pertanto in corrispondenza ad ogni autovalore I, del- 
l'energia, con 4-40, si hanno diverse autofunzioni Un nyn, © Precisamente tante 
quante sono le terne di numeri interi #,, #,, #, che danno per somma ». Ciò si 
esprime dicendo che tutti i livelli energetici, salvo quello fondamentale, sono 
degeneri ed il numero di funzioni d’onda, o vettori di stato indipendenti, 
Un nn, he descrivono lo stato quantico corrispondente ad un certo livello ener- 
getico si dice peso quantico del livello o grado di degenerazione e si indica 
normalmente con p. Per questo sistema il grado di degenerazione f è uguale al 
numero delle combinazioni con ripetizione, tre a tre, dei mumeri interi che 
hanno per somma # e cioè fp= è (#+ 1) (1 + 2). Lo schema dei livelli ener- 
getici risulta pertanto essere il seguente: 


11 
Mi.) =1 
2 sia; 
300, 030, 003 
a p=10 210, 021, 102 
W 2 201, 120, 012, 111 
hvo 
Ù Ra p=6 fg 020, 002 
2 110, 101, 011 
3 n=1 pa3 100, 010, 001 
è Fig. 69 - Ad illustrazione 
Di della degenerazione dei 
E 1 Mx ny nz = 000 livelli per il moto di un 
oscillatore tridimensio- 


nale isotropo. 
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$ 7. - Particella in un campo di forze centrali. 


Consideriamo ora una particella, di massa u, sottoposta all’azione di un 
campo di forze centrali; in tal caso il potenziale U è funzione della sola distanza 
r della particella dal centro di forza: 


U= U(r). 


Per studiare le proprietà delle soluzioni dell'equazione di Schrédinger 
converrà evidentemente *) usare (fig. 70) coordinate polari sferiche r, , 9 (con 
0<=r<o,0<9<7x, 0<g <2r) aventi il polo nel centro della forza come 


Fig. 70 - Coordinate sferiche. 


de è? RO) 


_i d ò 1 ò ni di è 1 d* 
Rd è r)}* send dI dI dI r* sen è do 
l'equazione degli stati stazionari si scrive: 
1 è du 1 ò du 1 Coa(i 
SI —- — (a —-—- 8 — 
Ca Fa ( + FF 53 (sea vom og" 


+ w_uMa= 


*) Osserviamo che non sempre l’equazione di Schròdinger è separabile, e che in molti 
casi essa è separabile in certi sistemi di coordinate e non in altri. In generale lo è per quei si- 
stemi di coordinate che riflettono la simmetria del sistema fisico. 
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Si può separare la variabile r da è e da 9 ponendo: 


(48) u(r, 3, p)= R(r) Y(9, 9). 
Sostituendo infatti questa espressione di x nella (47) e moltiplicando tutto 
Po osi 
per RY' sl ottiene: 
1 d dR Bru 
O Fr) ve 
1 ò sr dY 1 dY 0 
Y send dI dI Ysen?® dp? 
che evidentemente si scinde nelle due: 
1 ò dY 1 d°Y 

5 —_ °- ———— —_— —_— = 
(50) Y sen> dI (seno dI )+ Ysen?d dp? G 

i + dR Bru 

1 — — —_— lf —— (1 — 2—= 

(51) R 2 (1 )+ r” (VW — U(r)) = C 


essendo C' una costante. La prima di queste due equazioni non contiene la fun- 
zione U(r) e quindi è comune a tutti i problemi riguardanti una particella in 
un campo di forze centrali. Si possono in essa separare ulteriormente le variabili 


$ e 9 ponendo: 
Y(3, 9)= 0(3) Dop), 


con che l’equazione si scinde nelle due: 


d°® 
52 = 
(52) ge +9=0 
1 d dO A 
53 — isa na TE, 
A sen® d9 (seno d9 )+ (c =) Ù 


Il problema della ricerca dei possibili valori dell'energia W è pertanto ricon- 
dotto a quello della soluzione delle equazioni (51), (52), (53). A tal fine si studia 
dapprima la (52) e si trova che essa ammette soluzioni fisicamente accettabili 
solo per certi valori del parametro X. Introducendo questi nella (53) si trova che 
questa ammette soluzioni fisicamente accettabili solo per certi valori del para- 
metro C. Finalmente, introducendo questi valori di C nella (51), si trova che 
questa ammette soluzioni fisicamente accettabili solo per determinati valori del 
parametro W. Sono questi i valori dell’energia per gli stati stazionari del sistema. 
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a) Risoluzione dell’equazione in @. 


Gli integrali fondamentali dell’equazione: 


ci +X0P=0 


(682) e 


sono dati evidentemente da: 
®,= Crexp (+iVA 9) 
O, = C, exp (i V ) p). 


Dovendo la ® essere periodica, con periodo 2x, nella variabile p (altrimenti 
la funzione d’onda Y non risulterebbe ad un sol valore in tutti i punti dello spa- 
zio), Vi dovrà essere uguale ad un intero 7, cioè: 


®,= C,exp (im 9) 
(54) 
d, = Ciexp(— img). 
Determinando poi le costanti moltiplicative in modo che risulti: 


er 
| lopde=1, 


le (54) si possono compendiare nell’unica formula: 


(55) Da= = exp (imp) m=0,+1,+2,... 
rr 


Il numero # prende il nome di numero quantico magnetico per ragioni che 
risulteranno chiare in seguito. 


b) Risoluzione dell’equazione in 3. 


Allo scopo di risolvere l’equazione (53) nella variabile &, che, ponendo 
\X= #8, si scrive: 


1 d d® ni 
pic Vaie È QI ina sia = 0 
send d9 ( ° E (c sen? 3 ) Ù ù 


è conveniente introdurre la nuova variabile 


(56) z= cos $ 
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onde: 


Con ciò la (53) diviene: 

d’© 2x d® ( C ne ) da 

de ig &'\-g& (-x}(1+2%f 
Questa è un’equazione totalmente fuchsiana (vedi Appendice) dato che i 
suoi tre punti singolari (ing = +1, co) sono regolari. L'equazione determinante 
inz=+1 (ed inz=— 1) è: 


(57) 


m \} . m 

r=(5). da cui rom e <p 

quella all’infinito è: 
ra—-—r-C=0 

da cui, posto: 
(58) Curpt1), 
si ha: 

ri= —À Tg = xt da 


Le soluzioni della (57) corrispondono quindi al simbolo P di Riemann 
(vedi Appendice): 


1 — 1 00 
- V/4 I 
69) eQ@=2I + + —. ti 
ni mM 
a e #7 


- A 
= (1g)? PI 0 0 —X+4% x 
—m —M \X+tM2+ 1 
Prima di scrivere l’integrale generale della (57) notiamo che in tale equa- 


zione 2. compare solo al quadrato ; quindi le soluzioni valide per un certo 77* > 0, 
una volta normalizzate, differiscono solo per un fattore di fase da quelle valide 
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per — 2#* < 0; pertanto consideriamo, per ora, solo il caso w > 0. Vediamo 
ora come sia possibile scrivere l’integrale generale della (57)per—-1<z<+1 
(x > = 0). Dato che la differenza delle radici delle equazioni determinanti 
al finito è 7 ed 7 è intero (2=0, 1, 2, ...), dobbiamo aspettarci, in base al 
teorema di Fuchs (vedi Appendice), che una soluzione abbia in gz= + 1 (o in 
z= — 1) una singolarità che è, al più, un polo, e che l’altra soluzione possa 
presentare ivi una singolarità logaritmica. Indichiamo il primo di questi integrali, 
in un intorno di 7 = + 1 (+ = 0), con P®*(z); in base al simbolo P di Riemann 
dato dalla (59) esso è pari a (vedi $3 dell’Appendice): 


i Pa OTO 


(60) lw+1)FAT—-w+ 1) iz 


) ade i 


e 
. Fina. 1+LX+t1;1+w%; n 


dove i coefficienti numerici (—)” e le funzioni I sono stati introdotti per sempli- 
ficare delle formule che useremo in seguito. Si può dimostrare che la seconda 


soluzione delle (57), linearmente indipendente dalla (60), è data dalle funzioni 
23% (z) definite nel modo seguente 


dn 
(61) Zu Py pre, L,(%) 
con: 
0,0 = PT AMT ATO per X340, +1,+2... 
(62) 


1 
O. = Agi TEM perr=/=0,1,2,... 


La funzione W,_;(%) è data dalla (35) dell’Appendice e P,(z) è pari a: 


(63) PO = F(-2 34117). 


per cui tenendo conto delle (3) e (24) dell’Appendice si ha: 


d» 
(64) Pr e (ye 


P,). 


Possiamo quindi scrivere l’integrale generale della (57) in termini delle 
funzioni P7(xz) e 07(z) nel modo seguente: 


(65) 0)= APTR)+B0%). 
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Incominciamo a considerare il caso X:4 0, +1, +2, ...; allora la (65), 


tenendo conto delle (61), (62) e (64), diventa: 
(6) = 0R)=(4+8-7- coin) ara +2=T_ pra). 
Dalla (21) dell’Appendice si ha subito che: 


eo) (A +8 3 cotg ix) 


. l'(m) 1—-g\m2 
CI fanala=at1) (3) 


Ù T l(2) 1+q\ 
o) rar 1) 2 Tea xe T(a_—)AT—-w+ 1) (7) ” 


Vediamo quindi che in generale la ©(z) diverge per %= +1 a meno che 
non si scelgano opportunamente i valori di A, B, ). La ©(%) converge per 


g=—1se 
(68) Am —-B + cotgàr 


(67) 


o se gli argomenti delle funzioni I a denominatore diventano interi negativi o 
nulli; dobbiamo però escludere questa eventualità perchè risulterebbe X= 0, 
+ 1,+2,... contrariamente alle ipotesi fatte: rimane quindi solo la condizione 
(68). Analogamente ©(z) converge per %7= + 1 se B=0 0 se gli argomenti 
delle funzioni I° a denominatore diventano interi negativi o nulli, cosa che 
dobbiamo escludere perchè risulterebbe X= 0, + 1, + 2, ...; deve essere quindi 
B= 0. Da tutto ciò discende che, nel caso \#0, + 1, +2, ..., solo la solu- 
zione nulla soddisfa la (57) con le condizioni di regolarità in g= +1 (infatti 
da B=0 segue che A=0 per la (68)). Vediamo quindi di esaminare il caso 
in cui sia A= 0, 1, 2, ...: l'integrale generale è ancora dato dalle (65) dove 
ora le Qi" sono costruite tramite le Q, fornite dalla seconda delle (63); è facile 
rendersi conto che la funzione 07 (x) diverge logaritmicamente in % = + 1, cosa 
che dobbiamo evitare. Si ha quindi B= 0. Dato che X=/=0, 1, 2, 3, 

le funzioni P}'(z) diventano dei polinomi di grado / in % e la (60) definisce le 
cosiddette funzioni associate di Legendre di ordine 77 e grado /; in base alla (64) 
ed alla (30) dell’Appendice, esse possono essere espresse nel modo seguente: 


di+m 
Pr= (e (1g za @_1) 
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Questa formula definisce i Pj" anche se 7 è un intero negativo. Sem >/>Q0 
si ha subito che Py"(z) = 0; ciò vale anche se wr <—/<0 e segue dalla: 


r/_-2+ 1) 


Pr") = CP. 


Mediante queste funzioni è possibile costruire delle soluzioni normalizzate 
della (57); esse sono: 


2/41 (2) 


im (8) = ()” a (4 mn)! send)" Pi (cost) 
(69) (2>0): eee ii 
den | 2141 (lm)! dm 
O,,-m(0) =+ ” (+ m) Gt) uri P, (cos 3) 


dove abbiamo scelto la convenzione standard per la fase (cioè il fattore (—)" 
per 2 => 0). Queste funzioni soddisfano la relazione: 


| [O,,, @)} sen94d8=1; 


si noti che le ©,,, sono ortogonali per 7 uguale ed / diverso; non lo sono, in 
generale, per / uguale ed #7 diverso. Il numero / introdotto prende il nome di 
numero quantistico azimutale. 

L’equazione (50) in Y(3,g)= 0(3) D(p) sarà pertanto soddisfatta sosti- 
tuendo le espressioni di ®(p) e di ©(+) fornite dalle (55) e (69); poichè #7 può 
assumere tutti i valori interi compresi tra—/e + /, si vede che ad ogni autovalore 
C= /(f+ 1) corrispondono 2/+ 1 autofunzioni Y,n(9, g) date da: 


PR 21 + 10/— mn)! n dini 
(70) Tim®, ®) a (e dla” + n) (sen&)!"! TESI SI. i 


+Pi(cos 3) exp(im9) 
ortogonali e normalizzate, cioè tali che: 
er n 
| do | Yim (®, 9) Yfu (8, ©) SeN8 49= dn Ban 
0 0 
Le Y;,m (8 9) sono dette funzioni sferiche superficiali di ordine / e grado w. 


Esse, come già abbiamo detto, sono caratteristiche di tutti i problemi relativi 
al moto quantistico di una particella sotto l’azione di forze centrali. Diamo 
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per comodità le espressioni esplicite di tali funzioni per i primi valori di /: 


Yoo (3, 9)= EV 


n 
EI 
Y,o® ©) i da così 
3 
Y,, +19 9) = + ("= send exp(t 9) 
5/3 1 
Yao (3, ®) cià Va (3 cos?ì — +) 
15 ; 
Y, 419, g)= + Î = send cost exp (+ ig) 
1 15 c 
Y, sa(0, 9) = TI sen?9 exp(+ 2/9) 
715 3 
= —— | — 29 — —_ 
Y,o(® 9) / = ( > cos 9 3 c0s8) 
1 21 
Yi x: 9)= + ® Vw sen®(5 cost è — 1) exp(+ #9) 
1 | /105 
Y, 423,9) = TI= sen?9 cost exp(+ 2/9) 


1 1/35 ; 
Y 430% 9)=+ C% VE sen?3 exp(+ 3ip). 


La soluzione della (57) si può ottenere elementarmenté ponendo 
O = (1-38)? Pz) 
PR)=Z,4,%" (con r > 0). 


con: 


Sostituendo successivamente la © e la P(x) nella (57), si ottiene la formula di 


ricorrenza: 
agg = CTD C+ la +1) —C 


(+1) +2) là 
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che porta a soluzioni fisicamente accettabili solo se P(z) si riduce a un polinomio di 


un grado y > 0 qualsiasi. Ciò richiede che sia C=/(/+ 1) con /=Y+]|w]; la for- 
mula di ricorrenza diviene allora: 


a — (+ |2]) C+|2]+1)—/0+1) a, 
ao +1) +3) 


I polinomi P(x) così definiti coincidono, a meno di un fattore numerico costante, 
con le derivate dei polinomi di Legendre: 


dm P(£) 


PA)= Ta 


Le ®(x) si riducono così alle (69). 
c) L'equazione radiale. 


Occupiamoci ora di impostare il metodo di risoluzione dell’equazione (51) 
relativa alla funzione R(r); tenendo conto del fatto che C=/(/+ 1) con 


{= 0, 1, 2, ..., essa può essere riscritta come: 
d*R 2 dR Bru FIA + 1) 
1 csi — ——_Ò = 0. 
Co dr? le r dr tr RO (vr SAR) 2ur® )R ù 


Se introduciamo una funzione y(r) data da: 


(72) | JF)=FR() 
e se poniamo: 
_ I/+1)£# 
U,(r)= U(r)+ Bri’ 
abbiamo per y(r) la seguente equazione differenziale: 
Br? 
(73) DL PE _UMy=0 


identica a quella del moto unidimensionale sotto l’azione del potenziale U,. 

Ciò viene interpretato dicendo che al potenziale U(r) si aggiunge il termine 

CEE su” se si pone (come verrà giustificato nel Cap. VI) 
ur 


Me=10+1) 


essendo /f il momento angolare, diventa pari a 


2ur® 
corrispondente i potenziale della forza centrifuga classica di una particella 
di massa u. Esaminiamo ora le condizioni al contorno cui deve soddisfare la 


(r). Dato che non può essere - < 0, dobbiamo porre nell'equazione unidimen- 
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sionale (73) U(r)= c0 per "<0; da ciò discende che y(0)= 0 e quindi Ro 
è finita o ha, al più, un polo d’ordine inferiore ad 1 per r= 0. Le condizioni 
per r= co variano a, seconda del tipo di problema in questione: più precisa- 
mente, se ci proponiamo ricavare stati legati, allora la funzione d’onda #(r, 8, 9)= 
R(F)Orm(®) Pm(p) deve essere normalizzabile ad 1, cioè: 


x ILS (cei 
fee, 3, P)1(r, 3,9) #-| DD de | Om Om send d3 | r° |R|?dr= 
0 0 0 


- [Platani 


pertanto, per r+co, A deve tendere a zero più rapidamente di 1/r. Nei problemi 
d’urto invece si deve richiedere che per r-+oo la funzione R(r) diventi 


si. exp (+ #£r), che assuma cioè l’espressione di un’onda sferica; ad ogni modo 
” 


quest’ultima condizione sarà esaminata con maggior cura nel Cap. X. Notiamo 
infine che mediante queste condizioni sarà possibile determinare per IV una 
successione di valori, in parte discreti ed in parte continui, che rappresentano 
i possibili valori di una misura dell’energia del sistema. Se consideriamo dei 
livelli energetici discreti questi, oltre a dipendere da un nuovo numero quantico 
n (numero quantico totale), dipendono in generale anche da / così che risulta 
opportuno indicarli con W,; e le corrispondenti autofunzioni con R,, Quindi 
la funzione di stato x dipende da tre numeri quantici: #, /,#;#= %n,i,m(3,)= 
Rn) Yr,m(d, ), mentre i livelli energetici dipendono solo da due numeri 
quantici » ed /; avremo perciò degenerazione di grado 2/+ 1 corrispondente 
al numero di autofunzioni indipendenti #,,;,m relative ai possibili valori di 


m (IZm<l)). 


$ 8. - Buca di potenziale rettangolare a simmetria sferica *). 


Supponiamo che la particella sia soggetta ad un potenziale U(r) della forma: 


_|-W perr<a 
ubi den 0° per r>a. 


Cioè supponiamo che la particella si muova in una regione in cui esiste 
una buca di potenziale rettangolare a simmetria sferica (fig. 71). 


l *) Un’applicazione di questo tipo di potenziale si ha nello studio, in prima approssima- 
zione, dell’interazione protone-neutrone. 
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Osserviamo subito che gli stati legati si avranno solo in corrispondenza 
a valori negativi dell’energia, più precisamente per — V, < W< 0. L’equa- 


Fig. 71 - Buca di potenziale rettan- 
golare a simmetria sferica. 


zione di Schròdinger (71) si scrive quindi: 


n.3 Lf Mia, 


dr? r dr 

per r <a con at= se (W+ Vi); 
d*R 2 dR (4 1) 
renna rn I = 
dr? Li r dr (e Li re )a Ù 
per r>4 con pt 


Se si confrontano le due equazioni ora scritte con la (67) dell’ Appendice, 
si vede subito che i loro integrali possono essere espressi in termini delle fun- 
zioni sferiche di Bessel; più precisamente si ha: 


R= Ajxer)+By(ar) = per 0<r<a 
R=Cbhj" (ir) + Dbi” (ir) per r>a. 


Dalle (69) e (70) dell’Appendice si vede che j;(xr) è una funzione regolare 
per "= 0; mentre y;(ar) ha, per r= 0, un polo d’ordine maggiore od eguale 
ad 1; deve essere quindi B = 0. Perr= cole (72) e (73) dell’Appendice mostrano 
che la funzione £j” si annulla in modo corretto, mentre la 51° diverge esponen- 
zialmente, quindi deve essere D = 0. Le condizioni di raccordo della funzione 
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e della sua derivata prima in r= 4 impongono che sia: 
R(a)= Ajica) = Ch" (iBa) 


R'(a)= a Aj;(aa) = i8Ch" (iBa) 
da cui: 


ji(ea) _. L'(iBa) 
ui “ pe) WR) 


questa è un’equazione trascendente in W che fornisce gli autovalori richiesti 
W,: Studiamo ora il caso /= 0. Posto a4= %, B4= n, tenendo conto delle 


(75) dell’Appendice, la (74) diventa: 
$ cotg è=—n 


87? 
+= a Va? 


dove la seconda relazione scritta discende dalle definizioni di « e di ft. I livelli 
energetici W,, possono venir determinati con un metodo grafico piuttosto ra- 
pido che mette subito in evidenza la dipendenza dei livelli energetici dalla pro- 
fondità V, e dal raggio « della buca. In un sistema di assi ortogonali ©, n si trac- 
ciano le curve di equazioni: 

$ cotg è=—n 


8r? 
+= Ve; 


le coordinate dei punti d’intersezione delle due curve determinano gli autovalori 


2 4 
($) SIE non si hanno 


dell’energia. Si vede immediatamente che per Ve < 
autovalori, mentre per: 


r\ 3n\ # 
RA Rae, 2 i dea 
(7) Br°p adi <(7) Br°p 


si ha un autovalore e, in generale, si hanno #+ 1 autovalori W,,o per 


cl # TT ha 
[eu+ 1) + | ria > Vat<| 14 3) cala 


Utilizzando ancora le (75) dell’Appendice, si vede facilmente che, nel caso 
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= 1, gli autovalori W,,, sono determinati dalle intersezioni delle curve: 


In modo analogo si possono determinare tutti i sistemi di curve le cui in- 
tersezioni forniscono i possibili autovalori W,;. Terminiamo lo studio del po- 
tenziale in questione notando solamente che, nel caso /4 0, essendo antilegante 
I(A+ 1) 


il termine 


che si aggiunge al potenziale, sicuramente non si hanno 
> 
autovalori di W per Ve° < (1) as! anzi in tal caso esisterà un valore 
L 
ts 


° 
Mò> (1) È tale che per V4° < M non vi sono valori possibili di W,, 
DI 


$ 9. - Elettrone in un campo coulombiano (l’atomo di idrogeno). 


Un altro tipo di potenziale centrale estremamente importante è il potenziale 
coulombiano, che interviene nello studio della struttura dell'atomo di idrogeno. 
Tale studio è fondamentale nel campo della strutturistica atomica e molecolare, 
non solo perchè esso si presenta più semplice che non quello relativo ad altri 
atomi o molecole, ma anche perchè esso costituisce la base per la discussione 
di sistemi atomici più complessi. Considereremo più precisamente il problema 
del moto di una carica — e di massa y *) (elettrone) in un campo coulombiano 
generato da un nucleo fisso di carica + Ze (atomo idrogenoide). L’equazione 
radiale di Schròdinger per il problema considerato è: 


dI (+ (+ e OO 
dr be r ia 


Ponendo, conformemente alla (72): 


Re) = È 


*) Come vedremo, considerando il sistema nucleo-elettrone come un sistema a due corpi, 
la trattazione qui fatta sarà ancora valida purchè per y si intenda non la massa effettiva w del- 
dove M è la massa del nucleo. 


ì mM 
l’elettrone, ma la massa ridotta p = Tar 
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si ottiene per y(r) l'equazione seguente: 


Per ridurre la (75) ad una forma semplice, conviene porre il termine costante 
1 

DE W, entro parentesi, sotto la forma + —-, dove vale il segno positivo 
F. 


Va o 
se W>O0, negativo se WH <0; ro ha le dimensioni di una lunghezza e risulta 


dato da: 
_ be 
n= | ru || 


Assumiamo come variabile indipendente adimensionale 


. 
=2—. 
z = 


Con ciò la (75) si tramuta in 


diy 10 A /0+1)] 
(16) +] +9 E], 


dove si è posto: 
Ze y 2r°4 
7 A= ——T = Z® saltate 
(77) 2ro |W | be |W | 


Si riconosce subito che l’equazione (76) ha una singolarità fuchsiana per 
z= 0eduna non fuchsiana per 7= co, e che è riconducibile ad una equazione 
ipergeometrica confluente (cfr. eq. (45) dell’Appendice). Si tratta ora di deter- 
minare il parametro A in modo che tale equazione abbia soluzioni soddisfacenti 
le condizioni al contorno discusse nel $ 7 c). A tal fine conviene discutere se- 
paratamente il caso 7 < 0 da quello W > 0; nel primo caso si dovrà prendere 
nella (76) il segno negativo, nel secondo quello positivo. 


a) Caso W<0. L’equazione da risolvere è: 


d*y 1 A sr 
(78 dna 7 a ni ii 
) ne) 4 z + : y= 0; 


abbiamo già detto che essa è riconducibile ad una ipergeometrica confluente; 
a tal fine poniamo: 


IR)=% 1%) exp(ag) 
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dove p ed « sono dati dalle (47) dell’Appendice, cioè: 


e—_p_//+1)=0 #---=0 
da cui: 
p=/Z+1, —/ a=+}. 


Notiamo che la differenza delle radici dell'equazione determinante in z7= 0 
(equazione in p) è pari ad un numero intero, per cui dobbiamo aspettarci che 
una soluzione della (78) sia regolare in z= 0, mentre l’altra può presentare 
ivi una singolarità logaritmica. Scegliamo, conformemente all’uso solito, 
p=/7+ 1, a=—} (anche ora tale scelta è arbitraria!) ed otteniamo la se- 
guente equazione per (x): 


o dy du 
z #1 ica “A AL 1—- A)v=0 


che ha il seguente integrale generale: 
vr) = CFU+1—- A; 2242; 2) + Cal+1—- A; 2/+2; 2), 
dove F è la solita funzione ipergeometrica confluente (cfr. eq. (41) dell’ Appen- 


dice) e la funzione v è data dalla (43) dell’Appendice. Tenendo conto delle 
trasformazioni fatte l’integrale generale della (75), per W<0, è il seguente: 


(79) R(r)=r'exp (rl) |ar(1+ 1- A; 2+ 221)+ 


da CH 1+ 1-A; 24% 21)| 
li] 


Fsaminiamone il comportamento nell’origine; tenendo conto delle (40) 
e (44) dell’Appendice, si ha: 


Ti2z4- 1 2 \-1-3l a > 
R(r) 0° Cir! exp (- rito) t Cs LIA (+) apri ) 


che ha sempre un polo di ordine /+1 nell’origine; per evitare ciò basta porre 
C.,= 0. In tali condizioni, tenendo conto della (42) dell’ Appendice, si ha per 


r-—+ co: 
(aytin 
ROFZITUFI=Z\n pi+4 
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che divergerebbe esponenzialmente per "+00 a meno che l’argomento della 
funzione I° a denominatore non sia uguale ad un intero negativo o nullo. Po- 


niamo dunque: 
I+L1- A=—#N, fe. O, 1,4, ++) 


e notiamo che, in tal modo, la funzione / si riduce ad un polinomio di ordine 
i,, essendo », il numero quantico radiale. Posto: 


a=1,+/+1 lo 1-4 15 men1, 2,5, 00) 


dove » è il così detto nuzzero quantico totale e ricordando la (78), si ricava per gli 
autovalori la seguente espressione (I/7 è negativo): 


2ruZ?e 
e per le autofunzioni: 
(81) Bur) = Cr exp rlf0) F(- n; 21+-2; 2 1). 
(1) 


b) Caso W > 0. L’equazione che dobbiamo risolvere è: 


d? A l( 
© at 44 MEM uo 


che con la sostituzione di variabile C= + #2 si tramuta in: 


d?y 1 A ld+1) 

7" id al vid seats. 20) Cda 
formalmente identica all’equazione (78) per W<0 pur di sostituire in essa 
% con #% ed A con #A. Pertanto l’integrale generale della (82) è ancora dato 
dalla (79) pur di eseguire in esso le sostituzioni indicate. Anche ora bisogna 
porre C,= 0 altrimenti R(r) divergerebbe nell’origine. Indicando con £ e con 
4, rispettivamente il numero d’onde della particella libera ed il raggio di Bohr, 


cioè: 
872 ha 
k == W = ———_—— 
y Va “o Artem 


possiamo scrivere la soluzione ottenuta come: 


@3) RG)=C) expl ik) F(1+14; 3; 242; 2ibr) 
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Vogliamo ora mostrare che tale funzione è reale. A tal fine usiamo la formula 
di autotrasformazione di Kummer della serie ipergeometrica confluente, cioè: 


F(a; c; x)= exp(x) F(e—-a; c; — x) 
e quindi: 


R(r)= C(&r) exp ikr) F(14 Da: it; 2/42; 2ibr)— 
0 
_ C (ko) exp(ikr) F(14 tai +: 242; —2ikr)— R*(r) 
Li] 


come volevasi dimostrare: pertanto C è reale. Esaminiamo ora il comportamento 
asintotico della (83) per r +00; usando la (42) dell’Appendice si ha: 


RG) —> Cr) | (2ikr)-!-1+i5/k4 exp(ikr) + compl. con. |; 
ma: 
2ikr = exp (in) +i +) 
onde: 
(2ikr)-t-iti ska, — 2-11 (kr)-11 exp lE ln (2kr) + ' Bra (i < —/—- i) 
Kay 2 kao 
Posto: 


r(1+ 1+i È)- + 14 +) explia (x, 440, /)] 


si ha: 


(84) PIO IRR Y ila A I 


2!  B kr 
(GZZE 2) 


cos (474 <- In(2kr) — $ (/+ 1) — a(%, 440, n) 


che sostanzialmente è un’onda sferica la cui fase contiene però un termine loga- 
ritmico. Non ci addentriamo ora in una discussione particolareggiata del caso 
W > 0 che verrà ripreso nel capitolo sulla teoria dell’urto; ci limitiamo ad os- 
servare che tutti i valori di W/ > 0 sono possibili valori dell’energia e costi- 
tuiscono quindi uno spettro continuo di valori di W da 0 a + co. 
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c) Z /ivelli energetici. - Abbiamo precedentemente trovato che in un atomo 
idrogenoide si ha uno spettro discreto di livelli energetici dati dalla formula (80) 
e uno spettro continuo costituito da tutti i valori positivi di W. Si noti che, 
mentre i valori negativi sono in relazione alle orbite ellittiche del moto classico 
kepleriano ed a quelle pure ellittiche dell'atomo di Bohr, i valori positivi sono 
invece in relazione alle orbite iperboliche che, per valori positivi dell’energia, 
si hanno nel moto classico kepleriano e nell’atomo di Bohr: di conseguenza 
gli stati del sistema, che corrispondono ad autovalori positivi, non rappresen- 
teranno un vero atomo di idrogeno, ma l’insieme di un elettrone e di un nucleo 
che, dopo essersi alquanto avvicinati, si allontanano definitivamente (processo di 
diffusione di un elettrone da un nucleo) *). 

Per quanto riguarda la struttura — e conseguentemente le proprietà fisiche 
e chimiche — dell’atomo di idrogeno, è quindi di maggior interesse la conside- 
razione dello spettro discreto dato dalla (80) o anche, ponendo: 


R= isa (costante di Rydberg), 


dalla formula: 


W.= ca, 
pr 


Dalla espressione di W,, identica a quella della vecchia teoria di Bohr, si 
vede che l’energia di un atomo idrogenoide, in uno stato rappresentato dai 
mumeri quantici ,, /, 77, non dipende esplicitamente da questi singoli valori, 
ma solo dal valore del numero quantico totale: n= n, ++ 1. Siccome per loro 
natura i numeri #, e 7 possono assumere i valori: 0, 1, 2, 3, ..., ne deriva che 
i valori permessi di x sono 1, 2, 3, ... 

In fig. 72 è rappresentato lo spettro discreto dei livelli di un atomo idroge- 
noide, calcolati con la formula (80). L’esperienza, soprattutto l’analisi spettro- 
scopica della luce emessa da tali atomi, conferma pienamente tale schema. Ri- 
prenderemo in esame questa questione quando accenneremo alla teoria dell’ir- 
raggiamento e dell’assorbimento delle radiazioni elettromagnetiche da parte di 
atomi. 

Facciamo ora notare che ad eccezione del livello = 1 ogni altro livello 
energetico è degenere, corrispondendo ad esso due o più autofunzioni indipen- 
denti. Abbiamo infatti trovato che ogni autofunzione dell’equazione di Schrò- 
dinger relativa al moto dell’elettrone nel campo di forze coulombiane generato 
dal nucleo, si può caratterizzare con tre numeri quantici 7, /, 7 (si preferisce 


. *) Si tenga comunque presente che l’insieme completo delle autofunzioni dell'equazione 
di Schrédinger per questo sistema è costituito dalla totalità di quelle relative allo spettro di- 
screto e di quelle dello spettro continuo. 
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usare il numero quantico totale x anzichè quello radiale #,), per cui può essere 
scritta sotto la forma: 


Unim(F> 3, P) PS Ru”) Oim(®) Dn (9), 


essendo le funzioni al secondo membro quelle definite nei paragrafi precedenti. 


Fig. 72 - Schema del livelli di un 


ionizzazione 


livello» ‘fondamentale 


atomo Idrogenolde, nl 


Abbiamo anche trovato che i suddetti numeri quantici #, /), 77 possono assumere 


i seguenti valori: 


cioè: 


m=0, + 1 +2, i 

I=]|z| |w]|+1, |2|+2, 

im, lid 63, |. 

un 1, 2, 3, 

I =0, 1, 2, , a_-1 

lt lt mm di 1 n bb È 


Vi sono quindi 2/+ 1 autofunzioni indipendenti che hanno un dato valore 
di #7 ed un dato valore di /, e Si (2/ + 1)= #2 autofunzioni indipendenti con 
[1] 


lo stesso valore di x. Siccome l’energia di uno stato dipende solo dal numero #, 
ne deriva che esistono #? stati che hanno la stessa energia: ogni livello discreto 
sarà cioè degenere n° volte. 

Gli stati ad energia positiva (W/ > 0) sono infinitamente degeneri dato che 
per un dato valore di W il numero quantico / può assumere tutti i valori tra 


0 e + 00. 
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d) Funzioni associate di Lagnerre. — Sono le espressioni: 
IR) = exp(— 2/2) 5° L° £) 
tramite le quali (vedi eq. (51) dell’Appendice) è possibile riscrivere le autofun- 
zioni (81) dell'equazione radiale dei sistemi idrogenoidi, quando W <0, nel 


modo seguente: 
Bur) = Curt exp(— rfro) LOI? 2 r[ro). 


Posto: 
85 n 25 
(85) e 
k 
(86) do = dirige > 


tenendo conto della (57) dell’Appendice che ora diventa: 


p ni 
[ exp (29) {Li A} 2A = mae Le a Di 


(dove il fattore 7? è dovuto al fatto che in coordinate polari sferiche l'elemento 
di volume 4’ è dato da: AV = r*dr sin 3 49 de), si ha che le autofunzioni nor- 
malizzate dell'equazione radiale dei sistemi idrogenoidi (per W < 0) sono: 


_[{/2Z\° G—/-1)! |} voti 
(87) Ru) = (#3) A exp(— 2/2) x! LI}! (2). 


Si noti che, tornando alla variabile originale r, le condizioni di ortogona- 
lità e di normalizzazione si scrivono: i 


[ Ba) Rn A ridr == 8.0 


(1) 


e) Autofunzioni e stati corrispondenti in un atomo idrogenoide. - Abbiamo trova- 
to che le autofunzioni pet lo spettro di righe di un atomo idrogenoide sono date 


dall’ ione: 
espressione Unim(?» 9, 9) = Built) Yim(®, 9) 
con: 
_|(25\Y° G_-/2+1)! 22, ria+n(_27 
Ra) = [( n) a A exp(— Zr/na) ( 1a, r) Li ( “ r) 
Yim® 9) = (— I MNT za im Pi"! (cos 9) exp (im9) 
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dove si è posto: 
Yim(®> Q)= O1m(®) Pm(9). 


Le autofunzioni così scritte risultano normalizzate, così che: 


CO (rr an 
| | | Wim Î> P)Unim(» d, g)r°sendtdrd9do=1. 


Per di più anche le funzioni parziali in 9, , r, sono individualmente norma- 
lizzate; cioè: 


| D' (0) ®,(0) de= 1 


f {O,m(®)}" sen 8 d3=1 


| up rdr=1. 


Essendo poi le ®,..(P), Om), Rui) pure mutuamente ortogonali, si 
avrà che l’integrale: 


erp po 
| | | Sn da PV UIvrm (> 3, p) r° sen 3 dp dd dr 


oYo?o 


è sempre nullo a meno che sia: 7= #, /=/, m= w'; infatti seèw#m'si 
annulla l’integrale in g; se w= 2°" ma /#/' si annulla l’integrale in &; se è 
m= m', I=l' ma n-#n' si annulla l’integrale in r. 

Ad ogni autofunzione corrisponde naturalmente un particolare stato quantico 
dell'atomo, che risulterà pertanto caratterizzato dai tre mumeri quantici #, /, 
m. In accordo con quanto si usa fare nella pratica spettroscopica, gli stati con: 


= 0 si denominano stati 


s 
I=1 » » » d 
= 2 » » » d 
I=3 » » » f 
=4 » » » £ 


Si usa pure caratterizzare uno stato facendo precedere al simbolo s, f, d, ... 
il numero quantico totale #: così ad esempio il simbolo 39 caratterizzerà uno 
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stato per il qualeèy= 3e/= 1; si noti però che questo simbolismo è incompleto, 
nel senso che non basta a caratterizzare completamente uno stato quantico, 
come si vede subito dal fatto che, ad esempio, di stati 3) ne esistono tre (uno 
con #= 0, uno con #= +1 ed uno con #7=— 1). 

Infine osserviamo che, come apparirà dalla discussione delle autofunzioni, 
si può intuitivamente far corrispondere a una data autofunzione una particolare 
orbita su cui si può immaginare che avvenga il moto dell’elettrone. Natural- 
mente se l’atomo non è soggetto ad alcuna perturbazione esterna, tutte le orbite 
che hanno lo stesso numero quantico 7 hanno la stessa energia; si usa dire che 
tutte le orbite di eguale energia fanno parte dello stesso «anello»; avremo perciò 
tanti anelli quanti sono i valori possibili del numero quantico totale r. Gli anelli 
con n= 1, 2, 3, ... si sogliono chiamare rispettivamente anelli X, L, M. 

Le autofunzioni in forma esplicita dei vari stati si scrivono immediatamente 
tenendo presente le (69) e (70) del testo e le (28), (32) e (52), (53) dell’Appen- 
dice: le prime quattro per i polinomi di Legendre, le ultime due per quelli di 
Laguerre. Riportiamo nella Tavola seguente le autofunzioni relative ai primi 
due livelli (K ed ZL) di un atomo idrogenoide. 


Antofunzioni degli atomi idrogenoidi 


Anello K 
Stato 15 
1 Z\ì 
n=1,/=0, #=0 Hno,0 = —7=- { —| exp(— Zr/a 
1,0,0 "7 2 (4) p( /40) 
Anello L 
Stato 2s 
Z \l Pa 
a=2,75=0, 3m=0 #3,0,0 = 2—-— r}|exp(— 2r/2a, 
2,0,0 = (È 2) ( a ) P(_— z7/240) 
Stato 2p 
1 ZW4 Z 
a=2,/=1,m=—1 Mr SI (È) a P_vRa) end: 
Me ‘exp(— ip) 
1 


Z\} Z 
(4) 77 SP (— 2r/22,) cos 


n=2,I=1,m=0 “ = — 
PMO 4V2x \ do 
L SEVEI 
a=2,/=1,m=1 H3,1,1 =r(4) £ — r exp(— %r/22,) send 
8Vr\ 4 - exp (ig). 
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f) Forma dell’atomo di idrogeno secondo la meccanica quantistica. - La forma 
dell'atomo di idrogeno (Z= 1) si può ricavare direttamente studiando l’an- 
damento delle autofunzioni precedentemente dedotte. Cominciamo anzitutto 
a studiare le caratteristiche dello stato fondamentale (o normale) dell’atomo: 


uf 


u*u { 


Fig. 73 - Autofunzione e 
distribuzione di probabi- 
lità per l'elettrone nello 
stato fondamentale del- 
l'atomo di idrogeno. 


è questo lo stato di minor energia, cioè lo stato 15(#= 1,/= 0, #= 0), a cui 
corrisponde l’autofunzione: 


"1,0,0 72 exp(— r/40). 


Anzitutto converrà farci un’idea intuitiva del modo come è distribuita at- 
torno al nucleo la funzione: 


P(r)= |a|:= 


a PZ) 

che rappresenta la « nuvola di probabilità » dell’elettrone. La densità di questa 
nuvola sfuma esponenzialmente verso l’infinito: si può quindi dire che l’atomo 
non ha un contorno definito ma che, in un certo senso, esso si estende a tutto 
lo spazio essendovi una certa probabilità di trovare l’elettrone a qualunque di- 
stanza dal nucleo. Tuttavia, come si vede dalla fig. 73, questa probabilità diviene 
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assai piccola appena r diviene uguale a due o tre volte 4. In relazione a ciò si 
può dire che le dimensioni dell'atomo nello stato fondamentale sono dell’ordine 
di 4, cioè dello stesso ordine del raggio della prima orbita (circolare piana) 
dell’atomo di Bohr (4,= 0,529 A). Si osservi che se invece si calcola la proba- 
bilità che l’elettrone sia compreso nello strato e di raggio r e spessore dr, 
essa è evidentemente data da: 


n 


mr 
D(r)dr= #| { |#[2r*sentdt do = nai r2 exp(— 2r/40). 
0 —n 


Anche la funzione D(r) è rappresentata in fig. 73, dalla quale si vede che 
la probabilità in parola dapprima cresce rapidamente al crescere di r, raggiunge 
il valore massimo per "= 44= 0,529 A, per poi diminuire rapidamente annul- 
landosi però solo per r+ co. 

Caratteristiche analoghe si hanno anche per gli altri stati s con # > 0, per 
i quali in fig. 74 riportiamo la funzione di distribuzione radiale R,,o(r) e la 
D(r). 


Dir) = r2[Rno(r}]? 


Fig. 74 - Autofunzioni e distribuzioni di probabilità per l'elettrone negli stati s con 
n= 1,2, 3, dell'atomo di idrogeno. 


Gli stati invece con /4 0 non presentano simmetria sferica: tuttavia anche 
per essi ha interesse la considerazione della distribuzione radiale, anzi più pre- 
cisamente della funzione D(r) che ha ancora lo stesso significato di prima. 
L'andamento di tale funzione, per alcuni stati con /#0, è riportato in fig. 75 
assieme alle corrispondenti Ru). 

Si osservi che dalle fig. 74 e 75 si vede come vi siano dei particolari valori 
di r per cui Ry;(r)= 0: essi corrispondono a sfere sulle quali la densità di pro- 
babilità è nulla (sfere nodali). 
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Come si vede dall’espressione (87) di R,;(r) questa funzione si annulla 
per r= 0 (tranne il caso /= 0) e per r= co ed inoltre in corrispondenza delle 


radici del polinomio L(%4". 


ebreo Mg + Ml 


Fig. 75 - Autofunzioni e distribuzioni di probabilità per l'elettrone negli stati p (n= 2,3) 
dell'atomo di idrogeno. 


Rat (e) 
4-5 r2(Rot(1))? 


=}. zZ 


} i z 0241 Ù 
ms0 


Fig. 76 - Ad illustrazione 

della distribuzione spaziale 

di probabilità per l'elettrone 

(dipendenza da 8) dell'atomo 
di idrogeno. 


Per dare un’idea più intuitiva delle distribuzioni di probabilità | #|® del- 
l’elettrone idrogenoide, si sono riportati in fig. 76 i grafici relativi alle variazioni 
di | #|® in funzione di $, e in fig. 77 le rappresentazioni spaziali di dette distri- 
buzioni in funzione di 9 e g. 


434 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


Per quanto riguarda la dipendenza delle autofunzioni dalle variabili angolari 
$ e ©, osserviamo solo che essa è strettamente legata al significato fisico dei nu- 
meri quantici / e 77. Orbene avremo occasione di mostrare che il quadrato del 


Stati 2p 
n-2,€..1 
m=0 - IT? = E | 
Piano nodale x0y yDz z0x 
Stati 3d 


ha3,0.2 


mot2 


Fig. 77 - Ad illustrazione della distribuzione spaziale di probabilità per l'elettrone 
(dipendenza da 8 e %g) dell'atomo di idrogeno. 


momento angolare totale dell’elettrone M= $ A 7 è, per un dato valore di /, 
kB 
eguale a /(/+ 1) m° che la componente di tale momento lungo l’asse g è 7 — . 
Te 


In base a ciò, le autofunzioni con un dato valore di / e differenti valori di w si 
possono interpretare come rappresentanti stati aventi lo stesso momento ango- 
lare, ma con diverse orientazioni nello spazio. 

Vedremo più avanti quale importanza rivesta la considerazione dei vari 
numeri quantici, e quindi in sostanza della forma dell’atomo, in relazione al 
problema dell’irraggiamento e dell’assorbimento elettromagnetico. 
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APPENDICE 
COMPLEMENTI MATEMATICI 


$ 1. - Proprietà fondamentali della funzione T. 


La funzione I' (detta anche funzione fattoriale) è una funzione analitica meromorfa 
della variabile complessa g, con poli sempliciin g=—#(1=0, 1, 2, ...) e con 
19 


residui ivi pari a i 
n 


. Le seguenti tre proprietà la definiscono completamente: 


1) vale l'equazione funzionale T'(z +1) = 2T (2); 
2) I'(z) è reale e positiva quando % è reale e positivo; 
3) per valori positivi di 7 è [I"(2)P<MG)M"). 


Da ciò discende che essa ha la seguente espressione analitica: 
(+) co 1 \a1 
(1) ra = | exp (1) esd= | (to 4) de, (Re {x}>0)*) 
o o 


o, per % complesso arbitrario: 


lx) = le [exp (-)_- S, Cr #93 di, 


dove & è un intero positivo scelto in modo che sia 4< Re {--x}< £ + 1. Quando x 
è un intero positivo si dimostra agevolmente dalla (1), mediante integrazione per parti, 
che: 


(2) lra+1)=g! 


Inoltre valgono le seguenti formule di addizione 


n Us 
3) ra)rA—-z)= pra l&+aFA_-2)= Dia 
da cui si ha subito: n 
ra)= Vr 
e la seguente formula di moltiplicazione: 
2 — 1), 


*) Re {x} denota la parte reale della grandezza complessa x. 
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Si può dimostrare che per | argg|<x vale il seguente sviluppo asintotico: 
(4) La) v2a 7 ep (-z+0/12 2) 


con 0<©0< 1. Infine si può dimostrare che I'(x) non è mai nulla per alcun valore di x 
sul piano complesso. 


$ 2. - Equazioni differenziali lineari nel campo complesso; teorema di 
Fuchs e classificazione delle equazioni totalmente fuchsiane. 


Prima di ricordare le più importanti proprietà di alcune funzioni analitiche definite 
per mezzo di equazioni differenziali, è importante sapere se esiste una funzione analitica 
(z) che soddisfi l’equazione differenziale lineare omogenea: 


6) + p L+ a =0, 


dove i coefficienti f;(%), 92(z) sono funzioni analitiche monodrome le cui sole singola- 
rità, al finito, sono poli. Inoltre è importante sapere quale effetto abbiano le singola- 
rità dei coefficienti sulla natura della soluzione. Si può dimostrare che i soli punti sin- 
golari della funzione y(z) sono i punti singolari dei coefficienti 9,(%), 2:(z). Si noti 
che i punti singolari dei coefficienti possono, non devono necessariamente essere, 
punti singolari degli integrali dell’equazione. Da ciò discende che in un conveniente 
intorno di un punto regolare per d,, f, esiste una soluzione della (5) soddisfacente 
opportune condizioni al contorno regolari. Per discutere la natura delle soluzioni in 
un punto singolare per i coefficienti è opportuno definire il concetto di singolarità 
fuchsiana. Diciamo che in un punto %g, al finito, l’equazione (5) ha una singolarità 
fuchsiana se per % = % uno almeno dei coefficienti $,, ), ha un polo di ordine non su- 
periore al primo per f;, non superiore al secondo per 3, così che l'equazione possa 
essere scritta nella forma: 


dy | AR) B(x) 

6 it af to a ina WS 

6) di tn kw i 

dove A(x) e B(x) possono essere rappresentate, in un conveniente intorno di %9, 
mediante ordinarie serie di potenze ad esponenti inferi non negativi. Se ciò non avviene 
si dice che la singo/arità è di tipo non fuebsiano. In tal caso nulla si può dire, in generale, 
sulla natura delle soluzioni nell’intorno del punto singolare. Se la singolarità è di tipo 
fuchsiano vale il fondamentale Teorema di Fuchs: condizione necessaria e sufficiente 
affinchè l'equazione differenziale lineare (5) ammetta due integrali y,(%), y2(z) linear- 
mente indipendenti (cioè un sistema fondamentale d’integrali) rappresentabili nel- 
l’intorno di un punto singolare % = % mediante formule del tipo 


n) = — %o) P1(%) 
Sax) = (F— %o)"P2() oppure Ia) = (2) [Aloe —%) +1(2)] 
dove ®1(%), ®2(%), Y() indicano funzioni analitiche uniformi dotate al pià di un polo 
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nel punto %, ed A una costante eventualmente nulla, è che 7 = % sia #1 punto di sin- 
golarità fuchsiana. 


Si dimostra che r, ed r, sono le soluzioni della seguente equazione: 
(7) r(r—1)+rA(x) +2(z%)=0 


detta equazione determinante. Ammettiamo ora che r, sia la radice per cui si ha 
Re {r,}= Re {rx} e sias=r,— ra. Se s è diverso da unintero positivo o nullo, le due 
soluzioni hanno la forma seguente: 


(8) Ji ()= (— to) si. CI (x— xo)" (= 1,2) 
(1) 


CO {(r;+2) (ir+a—1) + ao(rir +0) + b}+ Da {am(ri +0 0) + bm} CH 0 


AR)= > lv)" B)= Dr, — ta) 


Se invece s è un intero positivo o nullo, una soluzione è regolare, cioè del tipo 
(8), l’altra può presentare la singolarità logaritmica (nel caso in cui sia s= 0 la singo- 
larità logaritmica esiste sempre). Esaminiamo ora il comportamento all’infinito con- 
venendo di identificare il comportamento della (5) nell’intorno di tale punto con quello, 
nell'intorno del punto {=0, dell’equazione trasformata: 


2eltpali] ttt) 


ottenuta dalla (5) ponendo 0 = 1/%. Si vede subito che affinchè la (5) sia fuchsiana 


anche all’infinito occorre che f, e f, abbiano, ivi, degli zeri di ordine pari a/meno al 
loro indice. 


L’equazione determinante all’infinito è: 


re+(1—a)r+tfB=0 


dove: 
a.= lim 22) B= lim <p). 


Diremo d’ora in poi che un’equazione è totalmente fuchsiana se soddisfa alle 
condizioni di Fuchs in tutti i punti singolari, compreso il punto all’infinito. Per tali 
equazioni si dimostra che la somma delle radici delle equazioni determinanti di un’equa- 
zione con # + 1 punti singolari (di cui » al finito) vale x— 1; possiamo pertanto clas- 
sificare le equazioni totalmente fuchsiane secondo il numero dei punti singolari. È 
facile rendersi conto che il numero minimo di punti singolari di un’equazione total- 
mente fuchsiana è uguale a 2; non trattiamo peraltro questo tipo d’equazione che può 
essere integrata elementarmente. 

Maggiore importanza riveste per noi l'equazione differenziale con tre punti sin- 
golari: 

(9) d°y 4,1% » da dy b,z° sx byz + bs 


di TE=v) Au) & a) = w _ 


438 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


se i tre punti singolari sono in %y, %, ©0, Oppure: 


dy 22+a+d è biz + big + bi 
10) Fr +7=% e=U) et) & ti) R=O a 


se i tre punti singolari sono in K,, Ca, Cz. Come si vede, le (9) e (10) dipendono dai 5 
coefficienti dei polinomi al numeratore; questi parametri possono essere sostituiti 
con le 3 coppie di radici (x, x’), (8, 8‘), (Y.y') delle equazioni determinanti nei punti 
Cio Cao Cs (0 %. %. 00) rispettivamente. Ricordando che deve essere: 


(11) ata'"+B+B'+rY+rY"=1, 
abbiamo ancora 5 parametri arbitrari e la (10) assume la forma (detta equazione di 
Papperitz): 
dy pt 1—-B—8' B', 1-Y_ 74 
12 37 —_,;-- 
d9 da È tha ir z_- ha v— Ga 


Mata) Cata) ca” (Mot) (Me) Mi! z 
hl | z_-k * z_-ta ù z_-%s 


"PREMI IERI: > ERRATI 
(a) re) a) 


Introduciamo ora il simbolo P di Riemann, con cui intendiamo indicare una qual- 
siasi funzione soddisfacente l’equazione di Papperitz: 

ba ta ds i 
Pia B Y R 

a' B' Y 
dove si possono permutare le tre colonne fra di loro ed in ogni colonna si possono 
scambiare il 2° ed il 30 elemento. Si può dimostrare che: 


(13) 


1) praticando la sostituzione proiettiva x = CILS , cono AD_BC#0, 


si ha: 


È ta ts wo tw 
Pia B rY <)\=P{a 8B Y * 
a' B' v! a' B' v! 


essendo Xi, ts, t; i punti corrispondenti a %,, %,, Gs nella proiettività in questione; 
come si vede questa trasformazione mantiene fissi gli indici, altera solo la posizione 
dei punti singolari; 


2) ponendo yy=(z—U) (- Ga) (—)y con A+p+v=0, si ha: 


(e Ca Cs hi È 4 
P n GA Ti, %)> (_-G) (ra Ca) (Gs) P xa + B +w Y +y e} 
dl: a+) B'+p y'+v 


questa trasformazione mantiene fissi i punti singolari, altera solo gli indici. 
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In tal modo partendo dal generico simbolo P di Riemann, dato dalla (13), ed 
utilizzando le due proprietà suddette, si può giungere alla soluzione espressa da: 


0 1 c° 
14 i_h)* (4a 
( (=>) (ia) di Pa pa SIL 
no sd A=-—a; p=—8; v=x«+f. In questa formula si 


hanno per solo tre parametri essenziali. Se, in particolare, i tre punti singolari sono 
già in 0, 1, co, si ha: 


dove x = 


0 1 co00 0 1 co 
(15) Pia B 7 reco? 0 0 a+8B+vy sì 
a Br a'-a BB a+B+v' 


$ 3. - L’equazione ipergeometrica e le sue soluzioni. 


Nel caso particolare in cui sia: 


a=f=0 vY=4a | = 

a'=1—c p'=e-a—b, 
l'equazione di Papperitz si trasforma nell’equazione ipergeometrica: 

d 
16 vit È SO 
(16) x0—%) + @+b+ 1x1 d_db=0 
la cui soluzione generale è: 
0 1 (ese) 

(17) Pi 0 0 é #). 


1_-c c-a—b b 


Definendo una funzione F(a, bj c; Z), con c diverso da intero negativo o nullo, 
mediante la cosiddetta serie alia 


(18) F(a, b; c; Yui | - È IEEE 


__T© o T@e+n)F0+n) x 
_ Taro «" le+s al’ 


+ 


+ 


possiamo scrivere due integrali fondamentali della (16) nell’intorno dell’origine nel 
modo seguente: 


19 E iu cl F(a, b; Ci 2) 
(19) yJO=qI- F(a—c+1, b—c+1;2—c; 2). 

Se a, b, c sono diversi da zero e non sono interi negativi, il cerchio di convergenza 
della serie ipergeometrica è il cerchio unitario | |< 1. Valgono le seguenti condizioni 
per la convergenza: 
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1) Re{a+5—c}<0: convergenza assoluta in tutto il cerchio unitario com- 
preso il punto z = 1; in tal caso si ha: 
.qay_ TOTC—@4—-8) 
(20) F(a, b; e; 1) — lose 


2) 1> Re{4g+b5—c}=>0: convergenza in tutto il cerchio unitario fuorchè 
nel punto x = 1. 
3) Re{ag+5—c}= 1: divergenza su tutta la circonferenza |z|=1. 
In questi ultimi due casi vale lo sviluppo asintotico: 


ce) T@+b— 
(21) F(a, b; c; >)_a 0 (1—- g)ee. 


Mediante la posizione z'=1— 7, che trasporta il punto g= 1 nell’origine, si 
vede facilmente che i due integrali fondamentali della (16) nell’intorno di 7’ = 1 sono: 


(22) SS = g'e-ab F(c— a, eb 1+ce—-a—b; x')= 
=(1—-g)4% F(c-a, c-b1+c-aT—b;1—-z%). 


Si noti che nella lunula comune alle due circonferenze: | 7|=1,|1T—-x|=1 
sia_y{®”, yS® che y{, yi! rappresentano un sistema fondamentale di integrali della (16) 
e, per i risultati della teoria delle equazioni differenziali lineari, ciò implica che ciascuno 
dei due integrali y{? sia una combinazione lineare a coefficienti costanti degli yilì. 
Infatti si dimostra che: 

o_TOSTEe—4—-3) n  TODC+b—9 Mm 
Ss“ alp + "Toro 


_T@—)I(T—-a— db) T@QT—F(a_b—c) 
ga = TmMAI_—-a)M1—- d) H+ la+1T—-c)I(b+ 1g? 


(23) 


e si può verificare direttamente che, supposti e, 4 — dè, c—4— è non interi, esse sussi- 
stono se gli argomenti delle I' che vi figurano non sono nulli né interi negativi. In modo 
analogo, mediante la trasformazione x'= 1/g, si possono dare gli integrali della (16) 
nell’intorno di 7 = 00 espressi mediante la serie ipergeometrica con opportuni para- 
metri; tali serie convergono per | x|>1e si possono dare formule, analoghe alle (23), 
che forniscono y{9? in termini di i). Desideriamo infine notare due importanti pro- 


prietà della funzione F(4, bj 6; %) € cioè: 
1) dalla (18) si ha subito che: 


dm r a b 
(24) E F(a, b; cz) = N i rnt F(a+m, b+m;c+ wm; 2) 


Der: 1.2, 
2) se 4 o È sono interi negativi o nulli (e, b=—#; #=0, 1, 2, ...) la 


F(a, b; c; z) si riduce ad un polinomio; in tal caso, ad esempio, la (21) non diverge 
per z= 1. Ciò succede anche se c=— 7 (2#=0, 1, 2, ...) purchè sia n<m. 
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$ 4. - L’equazione di Legendre. 


Dicesi equazione di Legendre la seguente equazione differenziale: 
(25) 1-2)" —2%9'+/0+1)y=0. 


Insieme a questa considereremo anche la seguente equazione: 


(26) (9229 + [+1 E 5=0 

che prende il nome di equazione associata di Legendre e che si riduce alla precedente 
per = 0. Si vede subito che le (25) e (26) sono equazioni totalmente fuchsiane con 
punti singolari in %g = —1, + 1, 00; le loro soluzioni saranno pertanto esprimibili 
in termini delle funzioni F(4, b; €; x). Infatti si vede subito che le soluzioni della (26) 
corrispondono al seguente simbolo P di Riemann: 


ra 1-0 0 1g] 
(27) P° #2 m2 —! gz;=(1-g®)}MaP 0° 0 —1+m GS. 
— ml2 — [2 1+1 \ —m —m l+m+ 1 


Per 7 = 0 si ottiene il simbolo di Riemann per la (25). In tal caso, per il teorema 
di Fuchs, nell’intorno di 7 =1 una soluzione è regolare e l’altra ha una singolarità 
logaritmica. Consideriamo, per ora, solo le soluzioni regolari della (25); esse sono: 


(28) PQ)=F(-414+11;153); 


per / arbitrario (anche complesso) l’ipergeomettica a 2° membro definisce le cosidette 
funzioni di Legendre di 1% specie che per / intero positivo o nullo si riducono a poli- 
nomi di grado / detti polinomi di Legendre. Essi hanno la parità di / cioè P.(—- 7%) = 
(— 1)” Pi(+ x), costituiscono un insieme completo sull’intervallo —1<3z<+1 
e sono ortogonali, dato che: 


+1 1 
29) [PI Peo = pp du 


ed hanno / zeri semplici reali in —1< %< + 1. Tali polinomi possono essere espressi 
sia mediante la formula di Rodrigues: 


cid, È 
(30) Pa = 7 ar @_1 
che mediante la funzione generatrice: 


| ILZTO per |5|< min|g +VETT] 


31 rr EEEIEITIEREÒ;OREE «ib 
0 VI1-2bz + # 1 


| Di gi Pi) per |5|>max|z+vz-1|. 
[+] 
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Inoltre valgono le seguenti formule di ricorrenza: 


IP, (r)— (/—1) Pia) + (—-1) Pra K)=0 


62) 
@- 12; @ = (EPA) Pia) = TE Pn Pr); 


si ha: 
Pi(1)=1 P(_1)= (1) 


Py) = 1) SIA Pai: (0) = 


(33) 
e vale la limitazione: 
(34) | Pi(cos 9)|<1 (0<89< 7). 


La seconda soluzione della (25), linearmente indipendente dalla (28), è data da: 
14 
A) =) la TM) 
1 
1 
(35) Wis)= Dl 7 Per) Pra) 


W_R)=0. 


Come si vede le Q,(x), dette funzioni di Legendre di 22 specie, pe una 
singolarità logaritmica in z = +1. Per valori di /=340,+1,+2, ... le funzioni 
2,(%) sono definite nel modo seguente: i 

__P.@) cos Aa) 
(36) Qa)=n CRI 


È facile vedere che esse divergono per 7= +1. 
Ritorniamo ora alla (26). Si può dimostrare che il suo integrale generale può 


essere scritto nella forma seguente: 
y= AP") + Bon) 
dove #=0, 1, 2, 3, ... e: 


Prg = (10 gg LAO _ 


_i_qrm_TU+a+1) i 1-3 
ui. mi limi) 2°) ME(n—-41+m+114m317*), 


Qi'A= 1 (1 di _ 
OUTER LI mag nea p(ES4I ra CETRA: 
24r(/4 3 - 
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l’ultima espressione data per Q;' in termini di F(4, db; e; 7) è valida per | 7|= 1. Si può 
vedere facilmente, mediante la (21), che per %x+ +1 le funzioni Qj* divergono per 
qualunque valore di /, mentre le P}" convergono per 7-+ + 1 ar Fon0, 4, ds 
Per m=0 si pone P%(z) = Pz): per 4=—1, —2, —3, ... si ha: 


prim _ l/—-]2|+1) 


DEI n E 
TUF|m| +1)! < 


Si hanno le seguenti relazioni di ortogonalità: 


+1 
Î Pra) Pr)d=0 per /#/ 
—1 


tiecisi 3 Wes 
fe OPA=FTI (o pere 
4n (+)! 


2/41 (— m)} ly Sman al 


f n” Î "48 send exp[+ i(2 — #') g] P!"(cos 3) Pi (cos?) = 
o 0) 


Infine vale il seguente teorema d’addizione: 
(37) P;(cos 9 cos 9' + sen® sen?’ cos (p—9'))= 


(— mn)! 


= Pi(cos$) Pi(cos 9' )+2 DIE i + 2)l 


Pr'(cos%) Pi"(cost') cos m(p—p') 


$ 5. - L’equazione ipergeometrica confluente e le sue soluzioni. 


L’equazione ipergeometrica confluente può essere considerata come un caso limite 
dell’equazione ipergeometrica (12) allorchè due dei tre punti singolari confluiscono 
tra loro all’infinito. Consideriamo infatti la funzione: 


JA ù Gi ta el 


38 
si aa e-a—b b 


facendo tendere X,, %, e è all’infinito (ferme restando 4 e c), in modo che sia: 
im GTI 
Knrtab-= 00 Cile 


si dimostra facilmente che l’equazione differenziale cui soddisfano le funzioni (38) 
tende all’equazione limite, detta equazione ipergeometrica confluente: 


(39) "+ CE—%)y —d7m0. 


Tale equazione è fuchsiana in g7=0, non è fuchsiana in 7 = 00. L’equazione de- 
terminante in %<=0 è: 


re+(e-1)r=0 
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e quindi le soluzioni in un intorno di X=0 sono: 
In 3h) Fa AR), 


essendo f1(%) ed /2(%) funzioni analitiche regolari in g = 0; anzi, dato che l’altro punto 
singolare è in %7=0c0, esse convergono su tutto il piano della variabile complessa e 
sono quindi delle trascendenti intere. Definendo una funzione F(4;; ) (con e diverso 


da intero negativo o nullo) mediante la cosiddetta serie ipergeometrica confluente: 


cn i e %_s@+1) è le) & Met) x 
(40) F@;c;%)=1+— GIRL c(c+ 1) 2I slice Ta) Din Dl(e+ n) t, x 


possiamo scrivere due integrali fondamentali della (39) nell’intorno di 7 =0 nel 
modo seguente (c40, —1, —2, ...): 


= FG; 6; 
41) (a; €; %) 
Sa=%* F(a—-c+1;2— 6; 2). 
Quando % tende all’infinito vale la formula asintotica: 
T'(e) E nei 
(42) Fa; cc 2%) 3 = Ta) exp(r) 25° + pa pes (— 2) 


È chiaro che il primo termine è preponderante sul secondo se Re {x} + 00, 


mentre il secondo lo è sul primo se Re {+ zx} + — co. Se c è intero una soluzione è 
ancora Y, = F(4; e; z), l’altra, che presenta una singolarità logaritmica, è data dalla 


funzione seguente: 
I È mi. and 
(43) E; tano pas n 41; z)= all'(a— n) n) DELIO n+41; 2) bad 


è; Dea a m 
+ to + 4A+ mM 44 + E) + 


(DIMMI _—a "LL De+aT—1n) gm" 
FIGA 26 Cres a 


essendo c=2+1 (a=0, 1, 2, ...), dove l’ultima sommatoria è da tralasciare se 
n= 0, e dove con Y si è indicata la derivata logaritmica della funzione I' vale a dire 
W(z) =T'(x)/T (x). Per la funzione y vale il seguente sviluppo asintotico: 


le_ 1) 1) a 
(44) (a; €; z) e Pia) T (a) Re {}> 1. 
Vogliamo ora mostrare che la seguente equazione differenziale: 
B D E 
45 "+ (4+-2)+(c+È Z)y=0 
(45) F 7]? ' #)/ 


(dove 4, B, C, D, E sono cinque costanti) può essere integrata e le sue soluzioni 
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espresse mediante le funzioni ipergeometriche confluenti. Osserviamo infatti che essa 
resta formalmente invariata se si esegue un cambiamento della funzione incognita 
del tipo: 

(46) J=% f) explaz); 


più precisamente essa si tramuta in un’equazione analoga per /(g) in cui le cinque co- 
stanti A, 8, C, D, E sono sostituite dalle: 


A'=A+2x  B'=B+29 C'=C+aA+a? 
D'=D+Bx+(A4+?2a)op E =E+(B—1)p+g?. 


(47) 
Possiamo ora scegliere a e p in modo che C'= E’ = 0. Deve essere chia- 
ramente: 
p=3[(1-B)+V(1—Bf—4E] 
a=3}[- A+VA*—-4C], 


(48) 


per cui, se A'=#0, posto: 


(49) t=—- A a= 7 C=B', 


la (45) si tramuta nella: 
af) df(©) = 0° 
A da + n e i na 


che è del tipo (39) di cui conosciamo già le soluzioni date dalle (41) e (43). 


6 6. - L’equazione di Laguerre. 
Dicesi equazione associata di Laguerre la seguente equazione differenziale: 
(50) wy''+(a+1—-2y'+u=0. 


L’equazione di Laguerre si ottiene da questa quando a = 0. La (50) è evidente- 
mente un’ipergeometrica confluente con 4= pu, C=«+- 1; pertanto se x e 4 sono 
arbitrari (anche complessi) lo studio della (50) non differisce da quello della (39). 
Le cose cambiano però se p. è un intero negativo o nullo, p=—n(1=0,1,2,3,...); 
in tal caso le soluzioni F(—#; « + 1; z) della (50) sono, evidentemente, polinomi 
di ordine », indicati con L‘®(z) e detti polinomi associati di Laguerre; si pone più 
precisamente: 


(51) Lo = EZIO pisa +18). 
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Si dimostra facilmente che: 


62) L= TETTI pr et ap) = 


= [P 1) S e 
= P@++ 1) Ie aFari) GA 


Valgono le seguenti formule di ricorrenza: 


FILA = L&49(g) @=1) 


(53) n (z°exp (2) LA (2)) = (+ 1) 301 exp (2) LI) 


1 
LL) = (+24 1) LOR EL @+ LA) 


I polinomi associati di Laguerre possono anche essere ottenuti mediante la se- 
guente funzione generatrice: 


zi 
ki ep(- E sE MI pr LA È i 
( ) (1 #41 = Li eptari) n z) | x 
Per essi vale la seguente relazione di ortogonalità: 
A ti l(a+#+1)]? 
-— 2) L® (+) LA) de = DI “pi E ni 
(55) f 3° exp(— 2) LE RI LE) & Turi) cm 


che si ottiene mediante la (54). Sempre usando tale funzione si dimostra che (suppo- 
niamo « intero): A 


o b 
(56) Î ” L'P_YLO LORA 1A DIECI 


dove o è il più piccolo tra i due interi w— a, 2’ — a’. Nel caso speciale in cuia = a’, 
m=wm',p=«x+1, tuttii termini della somma precedente sono nulli fuorchè quelli 
in cui o assume i valori vr —a, #—a— 1; in tal caso la (56) diventa: 


+0 __ 
(57) f , capa) u@ompa= fee +1 0) Sue, 


Le funzioni x? L(7) exp(— x/2) sono dette funzioni ortogonali generaliz- 
zate di Laguerre di ordine w. Esse soddisfano un’equazione differenziale con condizioni 
al contorno di Sturm-Liouville nell’intervallo 0 < z< + 00, con autovalori che vanno 
da 0 a + 00; perciò esse formano un sistema completo su tale intervallo. Si noti bene 
che ciò non avviene per le funzioni R,;, soluzioni dell’equazione radiale dell’atomo di 
idrogeno, dato che l’insieme degli autovalori discreti ha come limite superiore lo zero; 
ciò è dovuto al fatto che la relazione tra le variabili indipendenti r e z coinvolge l’auto- 


valore n. 
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$ 7. - L’equazione di Bessel. 


Dicesi equazione di Bessel la seguente equazione differenziale: 


1 v° 
58 s sn p Pe = 0; 
(58) o +( 2) 


essa è del tipo (45), riconducibile quindi ad un’ipergeometrica confluente. Risolte 
le (48), scelto p = +v,ax=—? (tale scelta è arbitraria!), posto { = 2iz, si arriva fa- 


cilmente a determinare per f (vedi (46)) un’equazione del tipo (39) il cui integrale 
generale è dato dalle (41). Pertanto l’integrale generale della (58) è: 


(59) y= Ax” exp (ix) F(3+v;1+2y; 2î7)4+-Bx-* exp (iz) FA —v;1—2v; 2i2) 
che può essere riscritto nel modo seguente: 


essendo /,(x) la funzione di Bessel di 1% specie di ordine v: 
«set nici ; 
(61) LA = rpm e HR) FE+» 1+2, 2). 


Le funzioni /,(z) e /_,(%) sono linearmente indipendenti (e quindi la (60) è 
l’integrale generale della (58)) se v è diverso da un intero qualsiasi; in caso contrario 
(v=#, conu=0,+1,+2, ...) vengono introdotte le funzioni di Neumann Y,(z) 
o funzioni di Bessel di 2% specie (e di ordine v) nel modo seguente: 


(62) r(Q=TA er. 


Sen VIT 


queste sono sempre linearmente indipendenti dalle /,(z), così che l’integrale generale 
della (58) può sempre essere scritto nella forma: 


(63) y= AJ.) + BY). 


Un altro modo di scrivere l’integrale generale della (58) consiste nell’introdurre 
le funzioni di Hanke! H®(z) o funzioni di Bessel di 3% specie (e di ordine v), date da: 


5UM= È) Ti Ya) 
i. 50 )=/, A) 


tra di loro sempre linearmente indipendenti; si ha quindi: 
(65) = ASPRI) + BEI RI). 


1 
Accanto alle funzioni cilindriche di Bessel /,(%), Yy(%). 50 già definite, ven- 
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gono introdotte, nel modo seguente, le funzioni sferiche di Bessel j,(%),.yv(%), 2y* i) (z): 
hh) = VE JTv+3() HR) = VE v+4(X) 


5) = VE Sua) 4) = VE iQ. 
‘Se fy(%) è una qualsiasi di tali funzioni sferiche, è facile vedere che essa soddisfa 


l'equazione differenziale: 
“i. dg 1 
(67) S+T5+(1- Tk =0. 


Le funzioni introdotte godono delle seguenti proprietà: 
(68) Fn) = (C1)/nR)  Ya®= (18) 7=1,2,3,... 


(3) 


La CESSO) 


(66) 


(69) ross - cos| E 7 (* + +) 


ha a 7 cose—7- + 1) 


ro tO (4) 


(70) ra — 2 senle- 3 (+4 +)| 
ra = 7 ssk-3 60+1)| 
(71) Yo) — 2 (log — 0,11593) 


saba VE exp (lx —(x/2)(v + $)]) 


(72) 
550 (x) explilz— (7/2) (v + 1)]) 
z-+m di 


SR) Vi exp (?lz—(r/2)+3)]) 
(73) 
Visa (2) nt exp(—ilx—(x/2) (v a 1)]) 
z+% % t 
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Le funzioni cilindriche con indice v semidispari (v=#+3}, #=0, 1,2, ...) 
e quindi le corrisporidenti funzioni sferiche con indice x intero sono esprimibili in 
termini di funzioni elementari; più precisamente si ha: 


in&)= 1)" | 4) (#23) 


% 
d \" {cosg 
In(z) = ( 1)99g" (x) | 
24 z 
(74) nea | 
5 (2) =i(1)tHgn () (20) 
b®(2)= i 1)" () i (era 2) 
e quindi: 
hl n= — E4 
hi =— i exp (iz) {2 id cap (- &) 
(x) z 5) =i ? 
‘ dî senz _ COS $ ua cos 7 DE senz 
(75) ja) F i nr) È ; 
ja) = ($- 7) sen :-5 cos 


(gd) = — (3- =) cos 3 sen 
i vw x tali Agia 


e così via. Le funzioni /,(g) con indice intero o nullo (#= 0, 1, 2, 3, ...) hanno pro- 
prietà particolari estremamente semplici: esse sono trascendenti intere monodrome 
esprimibili in termini della seguente funzione generatrice : 


(76) exp [2/2 6— 1/91 =/AD+ Dal + CIN: 


Inoltre se Z,(2) = a/()+0Y (2, K(@M= (2) +dY,(z), con a, d, c, d 
indipendenti da v e da %, si ha: 


2 Z=Z +4) 2744 Z 0) 
(77) Saot1Z,)dr=rt1Z4:() Sauri: Zy(z)dr = —-%11Z,1(8) 
(a — LB) SZ, (az) K,(Br)zdr = BrZaz) K-1(8%) — azZyoa(az) KuBR). 
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Se R°=r2+r$— 2rro così, si ha per hn>r>0: 


(8) HP(R) = SEE Y, @1+1) P,(0088)j, (kr) 5 (kr) 


dove i P,(cos®) sono i polinomi di Legendre (28); facendo tendere r, all’infinito 
ed utilizzando la formula asintotica (72) di 54®(£,), si ha: 


19) expliE-7)= exp (i#c0s8)= Y],(21+1)#"P,(c0s8)j, (47). 


$ 8. - L’equazione di Hermite. 
Dicesi equazione differenziale di Hermite la seguente equazione: 
(80) y'—2xy'+2ay=0 
” 


integrabile in termini delle funzioni ipergeometriche confluenti F (- 3 ° + è x) i 


e 7: 5-5 tri, 3 -; x). È chiaro che se # è un intero positivo o nullo (7=0, 


1,:4,... A F si riducono a polinomi di grado » detti polinomi di Hermite; 
più precisamente si pone: 


H,(%) n (179 | + F(- : LE x) pern= 0, 2, 4, 6, "as 
Li 
3) 


(81) 


(7: ; se) pere 1,5,5, 7... 


H,=2-1)e 
(7) 
Si dimostra che: 
(82) HA = 1a) op [-2)). 
Per essi valgono le seguenti relazioni di ricorrenza: 
$ Ha) = Wars) 
(83) ca (R) = #71) +i Hana) 
$ [exp (x) H.(x)] = —2exp (2°) Hu (2). 


I polinomi di Hermite possono anche essere espressi mediante la seguente /un- 
gione generatrice : 


(84) cp (-2+2%)= Do A). 
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Si ha la seguente relazione di ortogonalità: 
+%0 » 
5) {CH a) Hu) PL) de = 2701 VE B 
-% 


I polinomi H,(z) sono legati ai polinomi associati di Laguerre L®(x) dalle 
seguenti relazioni: 


Ha) = CO Lod) 
(86) 
Hrna®)= OM 2 LOR). 
P(» + 3) 
Si ha evidentemente: 
(87) H,z)=(-1)" H.(--2). 


Mediante questi polinomi è possibile costruire delle funzioni, date da: exp (—} x°)- 
* H,(z) (n= 0, 1, 2, ...), che costituiscono un insieme ortogonale completo nell’inter- 
vallo —00< 7%< + 00. 
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CaprrroLo V 


FORMULAZIONE GENERALE 
DELLA MECCANICA QUANTISTICA” 


$ 1. - Osservazioni preliminari. 


La meccanica quantistica di una particella, precedentemente sviluppata, si 
basava sull’equazione di Schròdinger la quale era stata assunta a fondamento 
della teoria attraverso una reinterpretazione fisica dell’equazione delle onde 
materiali. Tale teoria appare pertanto, almeno a prima vista, legata prevalente- 
mente all’aspetto ondulatorio della materia, nonostante l’insieme dei fatti spe- 
rimentali dimostri come tale aspetto abbia tanta (o tanto poca) realtà obiettiva 
quanto l’aspetto corpuscolare. Vedremo in seguito come sia possibile mettere 
la meccanica quantistica sotto una forma che, pur essendo equivalente a quella 
fin qui usata, è però associata all’aspetto corpuscolare della materia. Non solo, 
ma, come mostreremo, anche altre forme diverse della meccanica quantistica 
possono rientrare come casi particolari in un formalismo più generale che espor- 
remo. 
Per ora allo scopo di mostrare, sia pure in un modo che può apparire arti- 
ficioso e formale, come l’equazione quantistica di Schròdinger possa essere 
legata alle variabili canoniche classiche (x,_y, % € d,, Py» d:) della particella, 
scriviamo tale equazione sotto la forma: 


b ò? ò? ò* dy 

1 toria an 9 — 

(1) [ 2 (tota)+2) Ù ds 
dove, come nell’uso, si è posto 5= —. 
2r 


*) In questo capitolo si fa uso di nozioni sullo spazio hilbertiano e sulla teoria matematica 
degli operatori lineari che formano oggetto del Corso di « Metodi matematici della Fisica » 
(v. Bibliografia). Nella Bibliografia sono indicate alcune opere di cui è particolarmente consi- 
gliata la consultazione. Infine in un’Appendice a questo Capitolo sono sinteticamente esposte 
le principali nozioni sull’argomento. 
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Confrontiamola con il teorema della conservazione della energia della mec- 
canica classica: 


(2) 1 


2 


(P2+ 95 + 2) +U=W. 


Se nella (2) si sostituiscono materialmente le variabili f,, f,, f-, W con gli 
operatori: 


ò 
— bj ——- — ij —P — j — ib —, 
dx òy dz di 


i due membri della (2) si trasformano negli operatori applicati alla y rispettiva- 
mente al primo e al secondo membro della (1). 
Si noti inoltre che all’hamiltoniana classica 


1 
H= 7 P:+dy+ p:)+U 


corrisponde l’operatore 


b ò? ò° ò? 
fo dgr] Di 


e che l’equazione quantistica del moto si può formalmente scrivere: 
i 
cid 


e quella degli stati stazionari nella forma: 
(3) Su= Wu. 


I risultati trovati possono apparire come una pura curiosità: in realtà essi 
traducono un’importante proprietà della rappresentazione delle grandezze fi- 
siche — quali le coordinate posizionali, le componenti delle quantità di moto 
e l’hamiltoniana della particella — nel formalismo della meccanica quantistica. 
Tali grandezze, come vedremo, sono rappresentate da operatori appartenenti 
ad una classe ben determinata: quella degli operatori lineari hermitiani. 


$ 2. - Stato di un sistema. Osservabili e operatori. 


Vogliamo ora inquadrare le nozioni finora introdotte in una formulazione 
assiomatica, che permetterà, fra l’altro, di estendere la meccanica quantistica 
della particella singola ad altri sistemi più complessi e di ridurre tale teoria ad 
un ristretto numero di postulati fondamentali. 
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Fra questi consideriamo anzitutto i seguenti due: 


Esiste uno scalare complesso Y *) il quale contiene in sè tutte le informazioni che 
sul sistema (particella) si possono dare: precisamente esso permette di calcolare, per 
ogni grandezza fisica A (che chiameremo, con Dirac, osservabile) la probabilità P(a; t) 
che essa assuma all'istante t generico un determinato valore a (I postulato). 


Ad ogni osservabile A. si può far corrispondere, nella formulazione assiomatica, un 
operatore lineare bermitiano a. L'insieme di tutti gli antovalori a, (discreti o continui) 
di & costituisce l’insieme di tutti i valori numerici che si possono trovare în nna misura 
di A, mentre il sistema degli antovettori corrispondenti y, rappresenta gli antostati del 
sistema (particella) relativi a tali risultati del processo di misura (II postulato). 


Illustreremo questi primi due postulati, appoggiandoci ad un’interpretazione 
geometrica dei vari enti introdotti. Lo scalare complesso Y che, conformemente 
al suo significato di ampiezza di probabilità, soddisfa alla condizione: 


| ywdV=1, 
p 


può interpretarsi come un vettore dello spazio hilbertiano delle funzioni a qua- 
drato sommabile, di norma unitaria : 


l9IP= @ 4) = f, WAV =1. 


La misura di un’osservabile A può dare, in base al II postulato, come ri- 
sultato uno qualsiasi degli autovalori 4, dell'operatore x che descrive, nel forma- 
lismo della meccanica quantistica, l’osservabile A stessa. Essendo l'operatore a 
hermitiano nello spazio di Hilbert, i suoi autovalori, dati dall’equazione: 


(4) x Ya= 4nIh> 


saranno necessariamente reali, come richiesto per essere interpretabili come 
numeri che danno la misura di una grandezza fisica. Inoltre il complesso delle 
soluzioni y, (autofunzioni dell’operatore a e autovettori nello spazio hilbertiano) 
.dell’equazione precedente costituisce notoriamente un sisfezza completo di fun- 
zioni (o vettori nello spazio di Hilbert) ortogonali e normalizzabili. Ammesso 
pertanto che le y, siano effettivamente normalizzate, tale sistema completo 
potrà assumersi come sistema base di vetsori ortogonali per il riferimento di un 
qualsiasi vettore dello spazio hilbertiano. 


. *) La legge di evoluzione temporale dello scalare complesso y verrà precisata nel se- 
guito (cfr. $ 9). 
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In particolare ad esso potrà essere riferito il vettore 
p= d(#) 


che rappresenta lo stato del sistema. 

Ciò permette di estendere ulteriormente l’interpretazione geometrica a 
tutte le nozioni fin qui introdotte. Lo sviluppo di uno stato in serie e (0) in inte- 
grale delle autosoluzioni di una determinata equazione agli autovalori (principio 
di sovrapposizione) equivale ad assumere le autosoluzioni (normalizzate) come 
versori di un sistema di assi di riferimento e a scomporre il vettore ) apparte- 
nente allo spazio hilbertiano secondo tali assi: 


da 
(x,y, % #)= Za c,0)1+ | c(A; #)y(x, I 25); 


da 


i coefficienti dello sviluppo si interpretano altrettanto facilmente: 


cn(t) = | ST dV= Ja Y) 
v 
è la componente di y secondo l’asse h-esimo; 


c(i; #)= (x, I: 53), d) 


è la componente di 4 secondo y(x, y, %; 2). 

La probabilità di trovare, in una misura di A all’istante 7, uno dei suoi va- 
lori possibili, diciamo 4,, e che corrispondentemente il sistema, per effetto della 
misura, precipiti in uno degli autostati di «, in questo caso y,, è data dal modulo 


del quadrato della componente di Y(x, _y, %, #) secondo l’asse di versore y,. In 
formula essa sarà: 


P,A=|a@A}P=] O 9)? 
per i valori dello spettro discreto. Se l’autostato appartiene allo spettro continuo, 
PA, )A=|c0, d)]4A=|] I z52), dA) A 
sarà la probabilità di trovare per A un valore compreso tra 4, € 4a 


Se, all’istante 7, A assume proprio il valore 4,, il vettore v dovrà coinci- 
dere con l’autovettore y, corrispondente all’autovalore 4, di «, cioè: 


dA) =yn- 


La ortonormalità del sistema completo degli autovettori di «, insieme alla 
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condizione di normalizzazione per il vettore di stato +, implica la seguente 
relazione tra i quadrati dei moduli delle componenti di +, che sono i coefficienti 


del suo sviluppo in autostati di «: 


da 
2|esl'+ | LORA=4=1 


d 


detta relazione di completezza. 
È chiaro che, se lo stato della particella immediatamente prima della misura 


è v= y;, il processo della misura di A, espresso matematicamente da ay; = 4,Y;, 
non altererà lo stato e darà come risultato 4; con probabilità: 


P;=|c;|}= 1. 


In generale però il sistema si trova in una sovrapposizione di autostati di a, 
ossia in generale è: 
da 
d= Za eni +| N) (x, I; %5 2) dA 


d 


per cui è di notevole interesse il calcolo dei valori medi o di aspettazione di una 
determinata osservabile A, vale a dire del valore che in media ci si può atten- 
dere che tale osservabile assuma in seguito alla misura che di essa si effettua 
ad un istante dato su un grande numero di sistemi identici e nello stesso stato ù. 
Indichiamo tale valore con <a): esso si definisce — come del resto segue dalle 
definizioni precedenti, generalizzando il calcolo ordinario della media ponderata 
di una data successione di misure — per mezzo della: 


da 
(aò= Ly ayP, + J 40) PA) da. 


Supponendo per semplicità di dimostrazione, ma senza limitarne la gene- 
ralità, l’esistenza di un solo spettro discreto, si ha: 


ta, yy dV = Zu Gy | pay, dV = 
p 


YEY, dV=%, | 
14 


Ca)= Z,a,cten=Zpayn | 

p 

-| Ya En 619 | Jah d/ = (Y, at). 
p p 
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$ 3. - Costruzione degli operatori quantistici dalle corrispondenti varia- 
bili classiche. 


Abbiamo postulato che ad ogni osservabile si possa far corrispondere un 
operatore hermitiano, e quindi dotato di autovalori reali (dovendo gli autova- 
lori dell’operatore coincidere con i possibili risultati di una misura dell’osserva- 
bile). Sorge ora il problema di costruire l'operatore corrispondente a un osser- 
vabile qualsiasi A. In meccanica classica ogni grandezza A può esprimersi me- 
diante una funzione F(x,_y, X; d, 2,» P:) delle variabili canoniche 9; = (x, 2) 
e Pi= (Pr Py Pi). In meccanica quantistica a tale F(g;, $;) dovrà corrispondere, 
in altre parole, un procedimento di misura rappresentato da un operatore &, 
i cui autovalori costituiscano i risultati possibili di una misura di A. Nella co- 
struzione di tale operatore si esige che siano soddisfatte le seguenti condizioni: 


1) & deve essere hermitiano; 
2) il valor medio di & deve avere come limite, per 5-+0, il valore clas- 
sico di A: 
>) aa Fd, Sdi) 
avendo denotato con q e p gli operatori corrispondenti alle variabili classiche 
Gi € Pi; 
3) devono essere soddisfatte le relazioni di indeterminazione. 


Si può mostrare (ed in parte ciò verrà fatto nel seguito) che le condizioni 
precedenti sono soddisfatte assumendo come operatori corrispondenti alle va- 
riabili x, Yy, % € Px, Py P: rispettivamente gli operatori «x, :y, ‘z € 

ò Ò i ò 
— ib — —ib_— —ib_—- 
òx òy Òz 


e facendo corrispondere a F(x, Y, % ?- Py» P:) UN operatore: 


ò ò ò dò 
. . +2; — i OI —, —ib —|= Fi-x,...;—ib_-,... 
v( ib o dell“ ib) (& i = ) 
dove F( ) coincide con la F delle variabili canoniche classiche salvo un’op- 
portuna simmetrizzazione (che preciseremo) nei termini che contengono pro- 
dotti di variabili posizionali coi rispettivi momenti coniugati. 


Operatori posizione x = «x, ... © quantità di moto p, = —ib rs 
» 


"LL che abbiamo posto 


Vogliamo anzitutto verificare che gli operatori -xe—i% 
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(cfr. $ 1) in corrispondenza con le variabili canoniche x e $,, sono hermitiani. 
Basterà mostrare che essi verificano la relazione che definisce un operatore 


hermitiano; è poi ovvio che le considerazioni per - x e — i © “e valgono anche 
per -ye-zei corrispondenti — i : e ici 
òy ò% 
Ricordiamo, dalla teoria degli operatori lineari, la definizione di operatore 
hermitiano: assegnato un operatore lineare a, esso si dice hermitiano se coincide 
col proprio coniugato hermitiano *) «+, ossia se: 


(4, av) = (atu, v)= (au, v) 


(4, v vettori dello spazio su cui è definito a). 
Sia ora «= x=-x (x reale); avremo: 


(4, xv) = f u*xv dx = [ 


—mo 


(100*)*v dx = | Ù (xa)tv dx = (x1, v) 


—o 


(2 è) 


— 0 
quindi x= r+. 
Allo stesso modo verifichiamo l’hermiticità dia = p,= — è cn 


“ ò » du 
== * — î _——— = — î * o î — = 
(#1, pr) [ 3 ( i ne ) vdx ib [tv]? + [ 2 i "a dx 


li * 
-| (a Te) vdx= (pi, v) 


quindi py= p.*. 

Calcoleremo ora gli autovalori, sicuramente reali, di tali operatori verifi- 
cando che essi sono effettivamente interpretabili come i valori possibili delle 
variabili canoniche corrispondenti. Allo scopo risolveremo l’equazione agli 
autovalori nel caso unidimensionale per l’operatore x e per — i 1" 

Autovalori e autofunzioni dell’operatore x saranno dati dall’equazione: 

x-p(x)= x’ (x) (x'= numero) 
da cui: 
(e—x')p(x)= 0. 


Questa equazione ammette soluzioni per qualsiasi valore di x' compreso 
tra — co € + 009; si ha quindi uno spettro continuo e illimitato di autovalori, 


*) Ammesso che a e a+ abbiano lo stesso insieme di definizione. 
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in accordo con il fatto che la variabile canonica x può variare tra — co e + 00 
con continuità. La g,(x) dovrà essere nulla per qualsiasi x 7 x' mentre per 
x= x' è diversa da zero. Trattandosi di spettro continuo di autovalori, la con- 
dizione di normalizzazione e di ortogonalità delle autofunzioni si scriverà: 


| PE (6) Pr) de = de — x"). 


—% 


Si verifica allora che è p_.(x)= 3(x— x') 


(intat: f dx x') de x") de = da"). 


—w 
| ì : —. 
All’osservabile 9, corrisponde, come abbiamo detto, l’operatore — ij —. 
Autovalori e autofunzioni di tale operatore si otterranno dall’equazione: 
su 7 7 
cn È = Q= dp (p,= numero) 


che ha per soluzione 


g= A explid,x/d) 


essendo A la costante di normalizzazione e ), un numero reale qualsiasi: si 
ha ancora uno spettro continuo illimitato di autovalori, com’era da attendersi. 
La costante A si ottiene, come abbiamo visto (cfr. $ 5, cap. III) imponendo 
la condizione di normalizzazione per le autofunzioni a spettro continuo: 


| p*(P. x)p(d., x) dx=d(p.—d;) 
da cui 1 
A=— 


vb” 
cara ì P 9 o) 
Verifichiamo ora che gli operatori qj=(-x, :y, :z)ep. = — id _— non 
commitano fra di loro. i 
Data una funzione f qualsiasi, si ha infatti: 


ò 


(api Pia) f= di (12 (i dg; 


)af= 10 


da cui 


(5) qpi— Pia = [4 dil = #2 (= 1, 2, 3). 
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Il simbolo [ ] vien detto parentesi di commutazione o commutatore. Si verifica 


facilmente che: 
[9 q;] _ [pi bj] =0 


(6) [gi p;] =0 per i#j(i,j=1,2, 3). 


La (5) e la (6) possono esprimersi sinteticamente nell’unica relazione 
[9;, p;]} = #5 8;;, con è;; simbolo di Krénecker. Le relazioni di commutazione 


ora formulate, a cui soddisfano gli operatori qj; =-g;, hanno, come vedremo, 
un’importanza fondamentale nello sviluppo della meccanica quantistica. 


$ 4. - Regole notevoli di commutazione. 


Vogliamo ora riportare il calcolo di alcune parentesi di commutazione, 
dedotte da quelle tra q; e p;, che illustrano le proprietà di queste e si riveleranno 


inoltre utili nelle applicazioni. 
Da [x, p.]=#% segue, con calcolo elementare: 
(2°, p.]= rx, p.]= [x p.1+ la p.J1e= 2583; 
da questo per induzione si ha: | 
[x", p.]= Es x", p.]= x[x", p.] + [x, p.Jx*1 = s(o—1)idbxn*+id x"! 
= ib (p+1-1)=nibo. 


Data allora una {(x), che soddisfi alle condizioni (del resto assai poco re- 
strittive) per la sviluppabilità in serie di Taylor, si ottiene: 


16), 01= [Sa (I) ELI (LI) 1 = 


Li (ce) 1 d' { . P : co d'f xl ci d{ 
= a — ( i) nba = id Din (Fi) ui di ib 


È ovvio che: 
[f(x), x]= 0 e [f(x, 7, %), x]=0, 


[f(), p,]=0, [f(x, 7), p.]=0, 


ì To) 
[f(, Sh %), p.] = ib aL, e analoghe. 
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Analogamente, si possono calcolare le relazioni: 
[x, pi] = 255 p, [x, p"]= 2/5 pr 
e” 
[x, T(pa Po p.)] = È b dp, P 


Se è dato G(q;, pi) = P(p;) + O(q), con Pe A simboli di funzioni razio- 
nali intere, si ha: 


$ 5. - Simmetrizzazione degli operatori. 


Riprendiamo ora in considerazione l’operatore & associato ad un’osser- 
vabile A generica, rappresentata classicamente da F(g;, 2;): esso deve essere 
hermitiano. Sappiamo che gli operatori q; e p; che entrano nell’espressione di 
Y non sono commutabili: ad un’espressione classica del tipo g;-);, equivalente 
2 di'g;, non si può far corrispondere semplicemente il prodotto degli operatori 
corrispondenti: punto primo, perchè si avrebbe ambiguità, essendo per gli opera- 
tori suddetti p;q; # q;p;; punto secondo, ma non meno importante, essendo q; € p; 
due operatori hermitiani 70” commutabili, gli operatori q; pi € pi & 404 sono her- 
mitiani. Ma sappiamo, dalla teoria degli operatori hermitiani, che è sicuramente 
hermitiano l’operatore della forma 3(gip; + Pg), il quale, al limite per 4-0, 
coincide con l’espressione classica *). Avremo pertanto la corrispondenza 


didi = dii 3 (pi + Gipi) 
Tale regola di simmetrizzazione si può generalizzare al caso g"p" **). Si 
verifica facilmente che ogni operatore & costruito sostituendo a g; € è; gli ope- 


*) Infatti si ha: [qi, Pi] mg 0 al limite quindi gli operatori diventano grandezze 
commutabili come le corrispondenti variabili classiche. In particolare, si ha quindi: 


te + (api + pin) = (4:d;)ar- 


**) Si noti che nel caso di una funzione F(g;, f;) generica la prescrizione da noi data 
per la costruzione dell’operatore hermitiano corrispondente non è l’unica regola possibile. 
Con altre prescrizioni è possibile ottenere un diverso operatore hermitiano cui corrisponda 
al limite classico la stessa F(%g;, Pi). 
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ratori hermitiani g;j, e — iè = nell’espressione classica simmetrizzata F(g;.d;), 
Fi 


dell’osservabile A, è hermitiano: infatti il suo coniugato hermitiano &+ si 
otterrà da esso prendendo i coniugati hermitiani degli operatori q; e p; ed 
invertendo l’ordine in cui essi compaiono in &; dunque se 3 è simmetrico nelle 
q € pi essendo q+= q; e pi+= p,, sarà F=F+. 


6 6. - Indeterminazione nella misura delle osservabili. 


a) Regole di indeterminazione fra grandezze complementari. — Dimostreremo 
più avanti che « condizione necessaria e sufficiente perchè due o più grandezze 
siano simultaneamente osservabili con precisione aesohza è che gli operatori 


corrispondenti comztino ». 
In base a questo teorema se gli operatori non commutano, non sarà possi- 


bile osservare le grandezze contemporaneamente con precisione assoluta; dun- 
que una misura ad un dato istante di due o più grandezze, i cui operatori non 
commutino, sarà necessariamente affetta da una indeterminazione ineliminabile. 


Tali grandezze vengono dette complementari. 
In relazione anche a quanto premesso dedurremo ora in generale le regole 


di indeterminazione dalle proprietà degli operatori. Assegnate le grandezze 
A e B, siano ae fi gli operatori hetmitiani corrispondenti. Estendendo la defi- 


nizione ordinaria di scarto quadratico medio 


<= [e- OLIVE (0, (e HI), 


definiamo, per A e per 8: 
C(SA)) = (4, (x— Ka))" di) 
‘(8B)?) = (4, (B— <B})" 4%) 


e assumiamo AA= + V<(8.A4)?) e AB=+V<«<(8B)?) come misura dell’in- 


determinazione rispettivamente nelle misure di A e di 5. 
SE &Ym = Amm, Possiamo scrivere la Y come d= ZtnIn, da cui: 


(a— a))} d = Znen(a — Ca))? n= Entn(An — Ca))? n> 
infine: 
(), (a cn a))? d) Pe n CRE n (An — Ca) )? 


ove cen è la probabilità di ottenere 2, ed (4, — {a))? è lo scarto quadratico. 
Osserviamo che a) è certo reale se x è hermitiano: infatti 4a) = E, |cn|f 4n 
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è reale dato che lo sono gli a,. Ne deriva quindi che a — <a) è hermitiano e 
perciò possiamo scrivere: 


(BA) = (la <a)] +, la— Ca)] 4) = [|(x— <a)) dj. 
Analogamente: 
<(85)?) = [|(B — <B>) gJl*. 
Consideriamo ora il prodotto: 
AA-AB= ||(a— <a>) W||-||(B — <B>) dll. 
Ricordando la disuguaglianza di Schwarz (cfr. « Metodi Matematici della 


Fisica»): [(fAI<lIIfll-Il£g[|. dove il segno = vale solo quando il vettore 
f è parallelo a g, ossia f= cg, si ha: 


AA-AB= ||(x— <a)) v||-|{(8— <B>) dl > |({a— <a] 4, B_<O] WI 


Osservando ancora che il modulo di un numero complesso è > del modulo 


del coefficiente della parte immaginaria, la quale, per un numero complesso 
(f. £) generico, è data da: 


Im = {A- GA= + {a- N 


avremo: 


AA.AB > [tm (G—<)4, E— )4) | — 


=} 


(emi, e—- 4) — (mi e—))|- 
ipa 14) — (6-9) 


sed ( («- © E-M_-A- ©) @-@) v| l 
= è Id, [a, B] J)| =} |K[o, BI. 


Dunque: in ana misura contemporanea di due osservabili A e B si ha necessaria- 
mente un'indeterminazione data da: 


(7) AA-AB >3|K[a, B))|- 


Le due grandezze A, B saranno quindi conoscibili contemporaneamente 
in maniera esatta, cioè AA-AB= 0, solo se i loro operatori a, f commutano: 
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[x,B] = 0. Le grandezze A, B si diranno, in questo caso, fra loro com- 
patibili. 
Su questo problema ritorneremo in seguito. 

Verifichiamo subito, come caso particolare, che la relazione di indetermi- 
nazione tra x e f, dedotta dalla conoscenza del commutatore degli operatori 
corrispondenti è in accordo, precisandola nello stesso tempo, con la relazione 
di indeterminazione di Heisenberg già stabilita qualitativamente per via diretta 
(cfr. $ 2, cap. III). i 

Se infatti si ha: 


ò 
== *x; =—ih_, 
hi B dx 


segue: 


(a, B]= [x p.]= #5. 


Si ha pertanto: 
Ax Ape >AIGDI = 31 [ W*i84dV]=3155]=45. 


La relazione Ax - Ap, >}, e le altre analoghe in y e 2, sono dunque in 
accordo con le relazioni di indeterminazione di Heisenberg, a suo tempo stabi- 
lite (cfr. $ 2 cap. III) in base a un’analisi diretta dei procedimenti di misura 
contemporanea di coppie di grandezze complementari. Esse anzi le precisano 
da un punto di vista quantitativo. 


b) Stato di minima indeterminazione. — Ci si pone ora il problema di deter- 
minare sotto quali condizioni vale il segno di uguaglianza nella relazione (7), 
cioè per quale stato Y le grandezze A e B presentano la minima indeterminazione. 
Ciò avverrà quando in entrambe le disuguaglianze di cui ci si è valsi nella de- 
duzione della (7) vale il segno di uguale e cioè: 


1) (a— {a))b= e(B— <B>») d perchè valga il segno = nella relazione 
di Schwarz; 


2)  ((a—<a))d, (B—-<B))d) =? (y reale) 


perchè il modulo del numero complesso 
coincida col modulo del coefficiente della 
parte immaginaria. 


Si vede facilmente che, perchè valgano simultaneamente queste due condi- 
zioni, deve essere ‘= immaginario puro = ie; infatti, da f= ge (f g)=vYi 
segue (/, £) = c*(&, £)= Yi; ma (g, £)= ||g||} è sicuramente reale, quindi de- 
ve essere c*= immaginario puro e anche c= immaginario puro = ie. 
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Pertanto la $, per rappresentare lo stato di minima indeterminazione, deve 
soddisfare all’equazione: 


(x— Ca)) p= ie(B— <B)) 4 


con e numero reale. 


EsemPro. — Verifichiamo ora che lo stato 4, che corrisponde alla minima indeter- 
minazione pera = -x = r e B=— if 


= P,, coincide con la funzione y cui 
corrisponda una distribuzione gaussiana (cfr. cap. IV, $ 7). 
Dovrà essere: 


_)p=i (iL) 4, 


8 + RM =0 


ossia 


Sa n (3 Se 2 a. 


da cui integrando: 
La 96) = 7 [7-+ (e) — x] +0 


e: 
Ye) = Aopi ti © 4 fa 


di 2 
da «|=40p è è» 


a 


ir) x)? 
DE VE 0 


Conglobando il fattore exp (—<)?/2ò=) nella costante di normalizzazione e 
osservando che deve essere e< 0, altrimenti 4 77299 € normalizzando, si ha: 


4 
y= VT exp [— (x— <x))?/(2|5]9) + i > xd]. 


In corrispondenza a tale stato dovrà dunque valere nella (7) il segno di ugua- 
glianza, per cui: 


Ax-Ap,=}. 


$ 7. - Cenno alle osservabili che non hanno analogo classico. Riflessione 
spaziale. 


Vi sono casi in cui non è possibile far corrispondere alla osservabile in 
questione nessuna espressione nella meccanica classica: allora l’operatore rela- 
tivo a tale osservabile viene introdotto mediante un’apposita ipotesi. 

Esempi notevoli sono l’osservabile di spin, tipicamente quantistica, il cui 
operatore verrà studiato in particolare nel seguito, e la riflessione spaziale. 

Questa operazione è definita nel caso unidimensionale dall’operatore ©, 
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che, applicato ad una funzione di x, cambia x in — x, cioè: Q,f(x)=f(— x) 


(ad esempio: Q, sen x= sen(— x)= — sen x). Autovalori e autofunzioni si 
otterranno dall’equazione: 

(8 2,9 (x) = X9(x) 

cioè: 

(9) o(_x)= 29(x). 


Applicando l’operatore £, ad entrambi i membri della (8) si ha: g(x)= 
X*p(— x) e, combinando con la (9), p(x)= X@(x); da cui X}=1eX=+1. 

L’operatore £, ha pertanto due soli autovalori: + 1 o — 1. Al primo cor- 
rispondono le infinite autofunzioni rappresentate da tutte le funzioni pari: 
®(x)= g(— x) (col comportamento asintotico prescritto); al secondo le in- 
finite autofunzioni rappresentate da tutte le funzioni dispari: g(x)= — g(— x). 
È immediato estendere questi risultati al caso tridimensionale, per il quale si 
ha un operatore di riflessione spaziale: Q=0,0,0,, definito da: 


Qf)=/(7). 


$ 8. - Determinazione dello stato iniziale. Osservazione massima. 


Uno dei problemi fondamentali della meccanica quantistica è quello di pre- 
vedere, una volta noto lo stato di un sistema ad un dato istante 4,= 0, la sua 
evoluzione temporale. Prima di affrontare questo problema è necessario definire 
il tipo di osservazione che permette di determinare in maniera univoca lo 
stato ad un istante fissato. 

In generale la misura di una sola grandezza non determina completamente 
la $, per cui è necessario misurare contemporaneamente più grandezze; d’altra 
parte il numero di grandezze che si possono misurare simultaneamente con pre- 
cisione assoluta nella teoria quantistica è limitato; ciò si è già visto in particolare 
nella discussione di esperienze per la misura simultanea delle coordinate e dei 
momenti coniugati di una particella, ad illustrazione del principio di indetermi- 
nazione di Heisenberg. Si richiede pertanto un criterio generale per decidere 
se, assegnate due grandezze A e 5, è possibile misurarle simultaneamente senza 
limitarne la precisione, vale a dire se esse siano, come abbiamo a suo tempo 
($ 6) detto, fra loro compatibili. Si dimostra che: condizione necessaria e sufficiente 
perchè due grandezze A e B siano misurabili contemporaneamente con precisione assoluta 
è che gli operatori x e }} ad esse corrispondenti commutino*). 


*) Ricordiamo, dalla teoria degli operatori lineari hermitiani, che se due operatori com- 
mutano essi hanno sicuramente almeno un sistema completo comune di autovettori e vice- 
versa (cfr. « Metodi matematici della fisica »). 
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Infatti, ammettiamo che A e 8 si possano misurare simultaneamente con 
precisione assoluta all’istante # (per esempio #= 0): l’osservazione di A si 
traduce matematicamente nell’equazione ay,= 4,y,, dove y, è il generico vet- 
tore dell’insieme degli autovettori di « corrispondenti ad 4, (x ha in generale 
più di un sistema completo di autovettori; in ogni sistema esiste un autovet- 
tore che corrisponde ad 4,; y, è uno di questi vettori); l’osservazione di 8 
si traduce nell’equazione fz, = bg, ove per z, valgono considerazioni analo- 
ghe a quelle per y,. Data la simultanea misurabilità di A e di 8, dovrà , 0 
coincidere con uno degli y, e con uno degli x,; perchè ciò sia verificato a e g 
devono avere almeno un sistema di autovettori in comune e quindi « e 8 
commutano. 

Ammesso viceversa che a e f commutino, essi avranno almeno un sistema 
di autovettori in comune {#,,} (ad ogni coppia di autovalori 4, di a e b, di 8 
corrisponderà un autovettore #,, del sistema completo comune); se da una mi- 
sura di 8 si trova b,, esiste almeno uno degli autovettori #,, che coincide con 
Y(0), poichè per questo #,, è am, = 4,7%, Ossia a4(0) = 4,4(0) [essendo 
U(0) = #,,], € 4, è una misura precisa di A all’istante #= 0. 

Osserviamo che la necessarietà della condizione di commutabilità tra « 
e f, per la possibilità di misurare simultaneamente con precisione assoluta le 
osservabili corrispondenti, si può constatare immediatamente per altra via: 
basta ricordare la relazione (7) tra il prodotto delle indeterminazioni nelle mi- 
sure di due osservabili e il commutatore degli operatori corrispondenti. Si 
verifica automaticamente che dalla relazione AA -AB >0 (la quale significa 
appunto che .4 e B possono misurarsi simultaneamente con precisione assoluta) 
segue che deve essere [a, B]= 0. 

Tale condizione però, come qui si è dimostrato, è anche sufficiente. 

Diremo osservazione massima l'osservazione, ad un dato istante, del maggior 
numero possibile di osservabili fra loro compatibili ed indipendenti. 

Una siffatta osservazione determina in modo univoco (completo) lo stato 
di un sistema. Gli operatori corrispondenti alle osservabili di un’osservazione 
massima costituiscono un sisfezza completo. Per definizione infatti tale sistema di 
operatori ammette un unico sistema completo comune di autovettori e ogni altro 
operatore che commuti con essi è necessariamente funzione degli stessi, cioè 
ogni suo autovalore è funzione degli autovalori degli operatori che formano un 
sistema completo; mentre un operatore che non commuti con essi non ha evi- 
dentemente alcun sistema completo di autovettori in comune (e l’osservazione 
della grandezza ad esso corrispondente è sicuramente indipendente ma incom- 
patibile con la misura delle grandezze corrispondenti agli operatori del sistema 
completo). 

Siamo ora in grado di precisare il significato dell’espressione « determinare 
la & ad un istante dato »: la Y(0) è completamente determinata în modo univoco se si 

esegne all'istante #= O un'osservazione massima (III postulato). 
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Lo stato y(0) sarà dato da un vettore dello spazio hilbertiano che è simulta- 
neamente autovettore di tutti gli operatori appartenenti al sistema completo di 
operatori corrispondenti al complesso di osservabili la cui misura simultanea 
costituisce l’osservazione massima usata per la determinazione dello stato del 
sistema. Che da un punto di vista fisico debba essere così, lo si può comprendere 
in base alle seguenti considerazioni. Supponiamo che nell’eseguire l’osservazione 
massima si sia misurata, fra le altre, l’osservabile A ottenendo il risultato 2,. 
Lo stato + del sistema sarà dunque un vettore che « conterrà » l’autovettore 
v, dell'operatore a (che descrive A) corrispondente all’autovalore 4,. D'altra 
parte, per ragioni di continuità fisica, se immediatamente dopo la prima misura 
se ne fa una seconda della stessa osservabile A, il risultato di questa dovrà 
necessariamente coincidere con quello della prima misura e quindi si dovrà 
ritrovare 4,. Ma ciò è, nel formalismo della meccanica quantistica, assicurato 
dal fatto che la probabilità di ottenere tale risultato, calcolabile in base alle 
regole di $ 2 derivanti dai primi due postulati, risulta proprio eguale a i cioè 
alla certezza. 

Da quanto precede risulta inoltre che, in ogni processo di misura di un’os- 
servabile qualsiasi A, il vettore di stato y, che caratterizza il sistema immediata- 
mente prima della misura stessa, viene bruscamente trasformato in modo da 
coincidere con uno degli autovettori dell’operatore x che descrive l’osservabile 
misurata A. Si suol anche dire che, per effetto del processo di misura, il vettore 
di stato y viene « proiettato » o « precipitato » in uno degli autovettori (o auto- 
stati) di «. Lo stato del sistema viene, in un certo senso, « rinnovato » dal pro- 


cesso di misura. 


APPLICAZIONE, — Sia data una particella puntiforme non dotata di alcun grado 
di libertà interna per cui « classicamente » il suo stato risulterà determinato dai valori 
delle sei grandezze x, y. % Pz Py Pr Limitandoci a fare misure su queste gran- 
dezze avremo quantisticamente tanti stati diversi in corrispondenza a tutte le osser- 
vazioni massime possibili. Queste consistono nella misura simultanea delle seguenti 


terne di osservabili: 
x, I %i x, I Pai x, Py %5 Pr Is 5 
x, Py Pai Par Is Pai Pro Py %; Pr Pyo Pr 


Supposto di aver fatta l’osservazione di x, y, f: e di aver trovato rispettivamente 
i valori x9,Yo» Py si verifichi che la Y corrispondente a questa osservazione massima è: 


Fi 


1 
px, y, 2) = e) 3 —do) cp|j- A | . 
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$ 9. - Evoluzione temporale di un sistema: descrizioni di Schròdinger 
e di Heisenberg. 


Determinato con un’osservazione massima il vettore di stato + all’istante 


# = 0, si pone il problema di studiare levoluzione temporale di tale 
stato. 


Assumeremo, sulla base di quanto abbiamo osservato nel $ 1, che in gene- 


rale l'evoluzione dello stato di un sistema sia regolata dall’equazione temporale di 
Schròdinger : 


I a de _ 
(10) ra eli 


dove S è l’operatore hermitiano, detto bamiltoniano, del sistema che corrisponde alla fun- 
Zione hamiltoniana classica (IV postulato). Per un’equazione di questo tipo, asse- 


gnata la 4(0), la + all’istante 7, che denoteremo ù,, risulterà determinata da una 
relazione del tipo: 


vi= T(@) do 


essendo T(#) un opportuno operatore legato all’operatore £. L’operatore T 
dovrà essere anzitutto /ineare, perchè il principio di sovrapposizione degli stati 
. sia valido a qualunque istante 7, e wrifario, per assicurare la normalizzazione del 
vettore di stato ad ogni istante: 


(d,, dv.) = (T(£) dor T(#) Vo) = (do Vo); 
si ha quindi (indicando con 1 l’operatore identità): 
T+4) T(A)=1= TA TH), 


cioè 
T+() = Tu). 
Noto wo, l'operatore T è determinato esplicitamente dall’integrazione della 
(10); si ha infatti: i 
i 
pd, = ep {- Ci | Sd} a 
0 
quindi 
i L 
T(#)= exp {- RA | CIO 
0 
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Se £ non contiene esplicitamente il tempo, T(#) si riduce a: 
t= pl 7 r*) 


Nota la %,, che caratterizza lo stato del sistema all’istante 7, è possibile cal- 
colare la probabilità che a tale istante la misura di una grandezza /A dia come 
risultato 4,: tale probabilità è data dal quadrato della proiezione di +, sull’auto- 
vettore (fisso) y, dell’operatore a, corrispondente all’osservabile A, relativo al- 


l’autovalore 4,. 


lati P.6)= 10» VO). 
Il valor medio di A all’istante # sarà dato da: 
(11) Ca(#)) = (d,, apr) = (T(#) do, aT(7) do). 


Osserviamo, a questo punto, che il considerare, come abbiamo fatto, l’evo- 
luzione dinamica di un sistema come determinata dall’evoluzione temporale 
del vettore di stato Y è un modo particolare di descrivere tale evoluzione: que- 
sta descrizione, in cui il vettore di stato varia nel tempo, mentre restano fissi 
gli operatori (a meno che questi nori dipendano esplicitamente dal parametro 
#), viene chiamata descrizione di Schròdinger. 

Si può alternativamente pensare che resti fisso nel tempo il vettore di stato 
e che varino gli operatori corrispondenti alle osservabili; questo è il punto di 
vista dalla descrizione di Heisenberg. 

L'evoluzione degli operatori dovrà naturalmente essere tale da dare risul- 
tati fisici identici a quelli che si ottengono dalla descrizione di Schrédinger, 
ossia il valor medio di un’osservabile al generico istante # dovrà essere identico 
nelle due descrizioni. Riprendendo la (11) ed osservando che essa può scriversi: 


(12) Ca(#)) = (do, T+#)a T(#) do) = (do T'aTdo) 


(essendo T un operatore unitario), si vede che a(#)) può anche considerarsi, 


*) Osserviamo che l’operatore T = exp (— i$#/5) va inteso definito per mezzo dello 

sviluppo: i 
È ® ? ©» 2 [I . 3 Fi) 

cp (MB) 1-7 s+(2) #-($) fa 
onde: 
d i iS i ib 
2. SI; 7) pre SOL PIRSLIE SI 
a cp _i54/) Di 79 +(5) > 


= È cpl i648) 


dato che & evidentemente commuta con ogni termine dello sviluppo in serie dell’operatore 
esponenziale. È ovvia l’estensione al caso in cui $ è funzione siclicin del tempo. 
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oltre che come valor medio dell’operatore (fisso) « sullo stato +, all’istante #, 


anche come valor medio dell’operatore a(#)= T-! x T (dipendente dal tempo) 
sullo stato U, (fisso). 


In questa descrizione la legge che esprime l’evoluzione temporale di un 
sistema è ricondotta ad un’equazione, non più per il vettore di stato (che in 
questo caso è fisso), ma per gli operatori corrispondenti alle osservabili che 
caratterizzano il sistema. L'equazione che regola l’evoluzione temporale del 
generico operatore « sarà, in conformità della (12), data da: 


a(f)= TT 
ossia: 


(13) Ta(#) = at. 


a) Derivata di un operatore. — Consideriamo l’espressione (11) del valor 
medio dell’osservabile A all’istante 7 e cioè: 


Ca(#)) = (by a ,) 
e calcoliamone la derivata temporale, tenendo presente che si ha: 


. , dd 
I: ——— I 
di Sb, 


e che « nell’espressione precedente va intesa come dipendente da ? solo attra- 
verso la sua eventuale dipendenza esplicita. Si trova senza difficoltà *): 


.., d vi LI 1 
(14) i d ei Ca) = i Cai + ri la(#), 61). 


Assumeremo per definizione di derivata dell'operatore « l'operatore: 


. da de. 1 
(15) nd "dedi 3 + ra [e(#), 6] 
*) Infatti: 
MAGDI: È a dp A da E: dp 
ib di = ih Guai) = 8 (Sa) +i3 (4, 2a g)4i0 (6337 —_ 


da 
=— (12 A. ad) +18 D+ [bei )- 
dl da i da 
=— (GY ay) + apt id = id + 4, _-Ga)y)= 


.. da = da 1 
= 1847) + <[a,6]) = #8 Sr 1 [x,9]) 
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onde: 


Mostreremo ora che questa definizione coincide col prendere formalmente: 


da _. (#+Af)_a(?) 
€ > A? 


anche se a tutto rigore un’espressione di questo tipo non ha a priori un signifi- 
cato preciso, dato che «(f-+ A?) e «(#) non sono due numeri, ma simboli indi- 
canti due operazioni di misura da ciascuna delle quali possono risultare infiniti 
numeri (tutti i valori possibili dell’osservabile A). 

Infatti, preso in conformità alla (13): 


Ta() = w5T 


e derivando formalmente (supponendo per semplicità di dimostrazione che 
5 e « non dipendano esplicitamente da #), avremo: 


Dalla (10) si ricava però immediatamente: 
(16) iù — = SZ, 


onde la relazione precedente si scrive: 


1 da(?) _ 1 cr. 
"Rn e tt 
da cui 
n da 
i bi (4) =iba()= Ta 6t — T! ST a(f) = 


di 


=T!a, TT18T_ TH S$Ta()= 
= a) 501) - Sa = le), 50) 


in accordo con il risultato (15). 
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b) Confronto fra le descrizioni di Schròdinger e di Heisenberg. - Vogliamo rias- 
sumere e mettere a confronto fra di loro i risultati stabiliti a proposito dei due 
modi, fra loro equivalenti, da noi considerati per la descrizione non solo del- 
l'evoluzione temporale dello stato di un sistema, ma anche di quella dei valori 
medi di un’osservabile. 

Caratterizzando con l’apice S i vettori e gli operatori della descrizione di 
Schròdinger e con l’apice 77 i vettori e gli operatori nella descrizione di Hei- 
senberg, quanto detto si può esprimere sinteticamente nel seguente schema: 


d ru 0 T(#) di = T(4) do 
tn sel "da; 
VW —T___— yF=yH= 
2% oi = ai n ag 


16 = 88 4 (e), 80) 
Si verifica che: 
Ca(#)9) = (47, cod) = (T do, co T do) = 
= (do, T+ao To) = (fo, TaoT do) = 


= (do ai do) aa Ca(#)H). 


$ 10. - Tipi generali di descrizione. 


Vogliamo ora mostrare che la descrizione di Schròdinger e quella di Hei- 
senberg sono due casi particolari, deducibili da uno schema molto generale che 
include tutti i tipi di descrizione dell’evoluzione dinamica di un sistema. 

Osserviamo anzitutto che ciò che maggiormente si presenta di interesse 
fisico nello studio dell'evoluzione temporale di un sistema è la conoscenza dei 
valori medi delle osservabili, dato che è per mezzo di essa che si effettua il con- 
fronto fra i risultati dei calcoli e l’esperienza ; il descrivere l'evoluzione temporale 
come un’evoluzione del vettore di stato o degli operatori è invece una pura que- 
stione formale. Ciò che è importante in pratica è quindi la legge di evoluzione 
del valor medio <a(#)) di una generica osservabile A; tale legge deve pertanto 
risultare indipendente dal tipo di descrizione adottato. Ed infatti abbiamo già 
visto in particolare che è: 


Ca(1)5) = Cal)". 
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Riscriviamo esplicitamente la definizione del valor medio di A (ad esempio 
nella descrizione di Heisenberg): i 


<a (#)) ai (do, — Co T do) > 


dove T è l’operatore unitario (definito nel $ 9) soluzione dell’equazione (16). 
Ricordando che ogni operatore unitario può scomporsi in più operatori unitari, 
tutte le descrizioni possibili per l'evoluzione temporale di un sistema si potranno 
ricavare dalla ricerca di tutti gli operatori unitari U, Y tali che T= UG; il nu- 
mero di tali descrizioni è ovviamente limitato dalla condizione che la trasfor- 
mazione T = UY soddisfi all’equazione (16). | 

Sostituiamo ora il prodotto UM a T nell’espressione del valor medio di A 
all’istante 7; si ha: 


Ca(#)) = (Vo, gw U co. B do) = (Bo (U= Xo U) B do) 


Si vede da qui che in generale l’evoluzione dinamica di un sistema può pen- 
sarsi dovuta all’evoluzione combinata del vettore di stato ù, la cui evoluzione 
è regolata dalla legge U(#)= B(#) vo, e dell’operatore « che si trasforma nel 
tempo secondo la legge a(#)= U-(#) «, U(#). 

Alle diverse leggi di variazione degli operatori U e 8 che portano alla va- 
riazione richiesta di T corrispondono altrettante descrizioni possibili. 

Lasciamo da verificare, come esercizio, che la descrizione di Schròdinger 
corrisponde alla posizione U(#)=1 (onde T(#)= V(#)), mentre quella di 
Heisenberg corrisponde a Y(#)= 1 (onde X(#)= U(?)). 


$ 11. - Costanti del moto. 


DEFINIZIONE. — Data un’osservabile A, se l'operatore ad essa associato 

d 
a è tale che, qualunque sia lo stato del sistema, si abbia 4a) = e Ca) = 0; 
ossia se la derivata temporale del valore medio di A è nulla per qualunque stato, si dice 


che l’osservabile A è una costante del moto. 
Vale il seguente: 


TEOREMA. — Se A, cui corrisponde l'operatore a, è ma costante del moto, gli anto- 
valori di a non dipendono dal tempo (gli antovettori în generale ne dipendono) e non di- 
pende dal tempo neppure la probabilità che la grandezza A assuma come valori i vari 
antovalori di «. 
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Infatti, riscriviamo per chiarezza ipotesi e tesi: 
Ipotesi : > + : [ox (# = 0 
potest ; dI dd x( )» 5] sa 


(questo è conseguenza della (15), data l’arbitrarietà dello stato). 


Tesi: 1) a(f)un(#)= 4yt,(t) con 4, indipendente dal tempo, 
2) P(a.)=|(#,(7), LA)? non dipendente dal tempo. 


Cominciamo col considerare la situazione nell’istante #= 0. 
Sia: 
(0) #,(0)= 2%4,(0) 


con 4% un generico autovalore all’istante #= 0 e #,(0) il corrispondente au- 
tovettore. 

Sia "(#) la soluzione dell’equazione di Schròdinger (sappiamo che è unica) 
che per #= 0 si riduce a #,(0), cioè tale che 9"(0)= #,(0); vale a dire sia 
9"(#) l’evoluto temporale dell’autovettore #,(0) di a per #=0. 

Consideriamo ora il vettore «(#) 9"(#) e applichiamo ad esso l’operatore 


ò 
ad; à : 
i È = GS; sar 


(2-7) a(1) p"() = i d - PU) + ida ali _ 


SETOLIORI ES GECE STELE TOLIOl 
î da 1 n ni 
Web le; 51) )=0, 
da 
essendo per ipotesi — "e 3 a la, 5]=0. 


Dunque «(#) g"(#) è la soluzione dini di Schròdinger che per 
#= 0 è uguale a 204,(0). 

D’altra parte 9"(#) è la soluzione dell’equazione di Schròdinger che per 
#= 0 coincide con #,(0) e quindi 2° g"(#) è una soluzione dell’equazione di 
Schròdinger che per #= 0 è uguale ad 4î/,(0). Poichè la soluzione dell’equa- 
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zione di Schròdinger è univocamente determinata dal suo valore assegnato 


all'istante /= 0, sarà: 
a(f) p"(#)= ah p"(#). 


L’evoluta nel tempo all’istante 7, g"(#), dell’autovettore #,(0) = g"(0) di 
a all’istante #= 0 è cioè l’autovettore dell’operatore a, all’istante 7, corrispon- 
dente allo stesso autovalore 42 dell’operatore a, all’istante # = 0, cui corrispon- 
de l’autovettore #,(0). Dunque gli autovalori di «(#) non dipendono dal tempo. 

Dimostriamo ora che le probabilità di realizzazione dei vari valori 4, non 
dipendono dal tempo. Sia 4(0)= X, c,4,(0) = Zx6x9"(0); |c.|]? è la probabilità 
che, all’istante #= 0, A assuma il valore 49. Consideriamo ora: U(#) = Z4,0"(#): 
questa è la soluzione dell’equazione di Schròdinger che per f= 0 è uguale alla 
Y(0) = X, €29"(0). Essendo anche 4(0) = 2, 4,9"(0), si avrà 4,= <,. (Lo svi- 
luppo è unico, essendo {p”} l'insieme di tutti gli autovettori di un operatore her- 
mitiano, quindi un sistema completo ortonormale). Poichè la probabilità che 
all’istante f l’osservabile A assuma il valore 4, è data da: 


Plan) = |d]?= [nl = PA), 
essa non dipende da 7. 


Nella maggior parte dei casi x non dipende esplicitamente dal tempo: allora 
condizione necessaria e sufficiente perchè A sia una costante del moto è, come 
sappiamo, che sia [x, £] = 0, ossia che « commuti con l’hamiltoniana del siste- 
ma. Il teorema sopra dimostrato, che garantisce l’indipendenza dal tempo degli 
autovalori di « e delle probabilità che A li assuma, se A è una costante del moto, 
acquista in questo caso un aspetto più intuitivo e semplice. Infatti se A è una 
costante del moto, «x e f commutano e ammettono quindi un sistema di auto- 
vettori COMUNE nm: 


DS nm | Hi nm = ml nm 
WA) = En nlnm XP (WE) (0) 


Poichè 4m sono gli autovettori che caratterizzano gli stati stazionari, essi 
non si evolvono nel tempo: se, per #= 0, è a%rm = 4n%nm tale relazione si veri- 
fica per ogni istante f generico. Poichè #,m sono gli autovettori relativi ad 2,, 
ad ogni istante 7, la probabilità che A assuma il valore 4,, per #= 0 è 


| one Ù (0))|? sità [ca 


A CxXp ( iW,#[5)|}= GALA 


Zn CEnnm P 


e per un # generico: 


cioè essa si mantiene costante durante l’evoluzione del sistema. 
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Esempio. — Conservazione della parità. 


Ci proponiamo di determinare sotto quali condizioni l’osservabile « riflessione 
spaziale » = 0,0,0, (cfr. $ 7) è una costante del moto. 
Scritta l’hamiltoniana della particella sotto la forma: 


6=T+U 
B_. ela die 
= A, l’operatore corrispondente all’energia cinetica e 
U= U(7#) l'operatore funzione potenziale dipendente in generale dalla distanza vet- 


toriale 7 = P— O della posizione P della particella da un punto fisso O, avremo che 
condizione necessaria e sufficiente perchè si verifichi quanto richiesto è: 


5£0=0Q5. 
Avendosi ovviamente QT = TQ, tale condizione riguarderà unicamente il com- 


mutatore fra l'operatore di parità € e l’operatore funzione potenziale U(7). Dovrà 
pertanto essere (essendo /(#) una funzione qualsiasi): 


QU(P)f(F) = UFO f(#) 


denotando T = i = — 
2 


vale a dire: 

U-7F)f_?)=UF)fC?) 
ossia! 
(17) U—?)=U(7?). 


La funzione potenziale deve essere cioè invariante per riflessione spaziale. In 
questo caso le autofunzioni di $ saranno anche autofunzioni di Q, vale a dire funzioni 
di # pari o dispari (corrispondentemente agli autovalori + 10 — 1) e tali si manter- 
ranno per tutta l’evoluzione del sistema. Ne viene pertanto che, quando la (17) è 
verificata, la parità (della funzione di stato) si conserva. 

Si noti che i tipi di forze che generalmente si presentano nella fisica atomica e 
molecolare soddisfano la (17). Ciò non si verifica però per certi tipi di forze che agi- 
scono sulle particelle glementari che intervengono in alcuni processi nucleari. Queste 
sono tali che la funzione U(#) da cui derivano contiene un termine del tipo M.7, 
essendo 4 un vettore assiale (del tipo cioè di un momento angolare o di un momento 
magnetico, ecc.) e quindi invariante per riflessione spaziale. Perciò un termine del tipo 
M-7 cambia di segno per effetto dell’applicazione dell’operatore 0, per cui si ha 
O6# 50. Durante l'evoluzione del sistema, in questo caso, la parità non si conserva. 


$ 12. - Carattere intrinseco delle regole di commutazione; loro relazioni 
con le parentesi classiche di Poisson. 


Una delle ragioni che rendono tanto importanti le relazioni di commuta- 
zione tra operatori sta nel loro carattere intrinseco. A priori si potrebbe infatti 
pensare che le regole di commutazione, ad esempio tra q; e p;, possano essere 
soddisfatte da più sistemi di operatori, a cui corrispondono risultati fisicamente 
diversi, cioè diversi assetti di valori possibili per una stessa osservabile e di- 
verse probabilità relative. 
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Si può invece dimostrare che, purchè si risolvano le regole di commuta- 
zione (5) e (6) tra qe pin uno spazio hilbertiano in cui qe p formano da soli 
un sistema irriducibile (cfr. « Metodi matematici della fisica »), possono esistere 
diversi sistemi p,, gs; P,, q - p, a q, ‘, ecc. di operatori che soddisfano a tali re- 
gole, ma tutti corrispondenti allo s/esso risultato fisico, in quanto ottenibili l’u- 
no dall’altro mediante trasformazioni unitarie le quali, com’è noto, hanno la 
proprietà di lasciare invariati i prodotti scalari: e i risultati fisici sono appunto 
espressi tramite prodotti scalari. 

Infatti se è a'= Ta T+ con T operatore unitario, a’ e « hanno gli stessi 
autovalori e gli autovettori relativi sono legati dalla relazione 9, = T gu; il 
generico stato 4’ nella rappresentazione (q’, p') è legato al vettore relativo al 
medesimo stato nella rappresentazione (q, p) da: 


y=Ty. 


La probabilità di trovare in una misura dell’osservabile associata all’opera- 
tore «, il valore 4, sarà pertanto: 


Pi=|(0, v)P=|Con» TW)= |» 4)= 


cioè sarà la stessa rispetto ai vari sistemi di operatori (9, p), (q’, p'), ... 

Il fatto che, come abbiamo mostrato, le regole quantiche di commutazione 
fra coordinate canoniche e momenti coniugati abbiano un significato intrinseco 
può essere ulteriormente sottolineato mostrando come esse possano essere 
ottenute, seguendo un procedimento dovuto a Dirac, partendo dalle parentesi 
classiche di Poisson. 

È infatti agevole mostrare che, se si assume per definizione di commutatore 
quantistico di due operatori u, b corrispondenti alle variabili classiche «, v la 


seguente: 
(18) [u, o] =ub—-vu=i5{,9}, 


essendo {, v} l'operatore espresso formalmente dalla parentesi classica di Poisson 
tra le variabili 4, v considerate come funzioni delle coordinate canoniche g,, $;: 


{a yv}= i se. du o 
i "lag, dd, dd, dI 


le regole di commutazione fra le diverse q,, p, e le relative funzioni di queste 
coincidono con quelle in precedenza trovate. 

Dalla (18) discende immediatamente come i commutatori [ ] soddisfino for- 
malmente alle stesse relazioni valide per le parentesi classiche di Poisson, a parte 
la non commutabilità delle variabili, la quale però scompare al limite per $ — 0. 

Vogliamo osservare ancora come vi siano più possibilità di specificare gli 
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operatori hermitiani q,, p, da fare corrispondere alle variabili classiche (coot- 
dinate cartesiane x, y, x e momenti coniugati f,, f, f:). 
Nella trattazione da noi seguita si è assunto: 
a a+ Si. * 
i o) : ò . ò 
dbr> ib — p,>_ ib— dp. ib —. 
dx òy dz 


Le stesse regole di commutazione e quindi gli stessi risultati fisici si hanno 
anche assumendo, ad esempio: 


x-ib 


ò 
— i D —» f 
ve Td ai” 


Dar — dr Py Py Pa fe 


$ 13. - Rappresentazioni diverse. 


Vediamo ora quale significato fisico possa essere associato, nel formalismo 
della meccanica quantistica, a tale libertà di scelta. 

Nella teoria da noi finora svolta lo stato del sistema (particella) era caratte- 
rizzato da un vettore y(x, #) *) dello spazio hilbertiano. In questa trattazione 
si fa uso cioè della cosi detta rappresentazione delle x o delle coordinate. In questa 
è peculiare il fatto che l’operatore corrispondente alla variabile classica x è 
semplicemente la « moltiplicazione per x», e conseguentemente quello corri- 


ò 
spondente alla variabile classica p, è —i# _" Abbiamo d’altra parte os- 


servato ($ 12) che la meccanica quantistica è caratterizzata dalle regole di commu- 
tazione fra gli operatori x e p, senza che sia richiesta alcuna specializzazione di 
questi. Abbiamo anzi visto come sia possibile ad esempio un’altra scelta: quella 


o) 
dpr 
Ciò facendo si fa ricorso alla cosf detta rappresentazione delle p o dell’impulso. 
In questa il vettore di stato che caratterizza il sistema sarà una 9(p', #). È facile 
vedere che fra la d(x', #) e la 9(p', #) (ossia fra la rappresentazione delle x e 
quella delle ») esiste un legame assai semplice. Si ha infatti la trasformazione: 


di assumere, come operatore corrispondente alla variabile classica x, + i è 


dti x | exp (+ i px/d) 9(P, 1) do 


*) Per semplicità ci riferiamo qui al caso unidimensionale: ciò non comporta alcuna 
limitazione ai risultati di questo paragrafo. 
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da cui si ricava l’inversa: 


1 oi 
p(p, )= >< | exp(— i px/d) 4(x, #) dx. 
VA Joe 
Inoltre, in virtù delle relazioni precedenti, la condizione di normalizzazione della 
y(x, #): a 
| y*(x*, #) (x, #)dx=1 
—%0 


si trasforma nella corrispondente condizione sulla ©(f, #): 


[ p*(P, #) 9(d, #)dp= 1. 


co 


Si osservi ancora che all’operatore 209(x; — ib associato, nella rappre- 


sentazione delle x, alla grandezza classica A(x; ) corrisponde, nella rappresen- 


tazione delle f, l’operatore al?) ( pi id 3) e che si ha, com'è facile verificare: 


(a) = | pray de = | ptalPo dp. 


—% —mw 


Alla 9($; #) è associato un significato fisico immediato: |p(d; #)|? dp rap- 
presenta la probabilità che, all’istante 7, la particella abbia impulso compreso fra 
dpeptdp*). 

In generale la rappresentazione delle ) è meno utile di quella delle x, per- 
chè mentre questa rende possibile esprimere qualunque funzione di x e di p, 
che sia una potenza di ), come un operatore di derivazione, la prima rende 
possibile esprimere in tal modo qualunque funzione di x e di p, che sia una serie 
di potenze di x, e le grandezze che più interessano in dinamica (ad esempio 
l’hamiltoniana che interviene direttamente nelle equazioni del moto) sono quasi 
sempre serie di potenze di f e raramente serie di potenze di x, dipendendo in ge- 
nerale da questa variabile in modo più complicato. Tuttavia anche la rappre- 
sentazione delle $ è spesso usata con vantaggio in qualche applicazione. 

È ovvio che si possono adottare, oltre a quella delle x e delle $, anche altre 
rappresentazioni. Una notevole è la così detta rappresentazione bamiltoniana o 
dell’energia. In essa il sistema è descritto dai numeri c, (0 dalla funzione c(W; #) 
se lo spettro è continuo) che caratterizzano lo sviluppo della funzione di stato 
y(x; #) in serie delle autofunzioni dell’operatore hamiltoniano: $4,= W,/ 


.__*) Le proprietà che caratterizzano il passaggio da una rappresentazione a un’altra de- 
rivano dal fatto che tale passaggio consiste in una trasformazione unitaria del vettore di stato. 
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Si ha pertanto il legame: y(x; #)= Zy(#)M con: E,|c,|}= 1. Sostituendo 
nell’equazione: 


a ® 
ppt 


è facile trovare le equazioni (del moto) a cui soddisfano le c,(#), il cui significato 
fisico è anche ben noto (cfr. $ 2). Avremo occasione in seguito di ritornare su 
questo problema. Vogliamo infine terminare queste sommarie considerazioni os- 
servando come esse siano suscettibili di una presentazione suggestiva ricorrendo 
al linguaggio geometrico dello spazio hilbertiano da noi altre volte adottato. 
Ragioni di spazio non ci consentono però di soffermatci su questo punto. 


$ 14. - Corrispondenza fra meccanica quantistica e classica: teorema di 
Ehrenfest. 


Più volte abbiamo avuto occasione di parlare del legame che intercorre fra 
la meccanica quantistica e quella classica. 

Un principio di corrispondenza era d’altronde ben noto anche nella vecchia 
teoria di Bohr. Esso stabiliva, nella sua essenza, una correlazione fra le proba- 
bilità di transizione della teoria di Bohr e l’intensità della radiazione di diversa 
frequenza che sarebbe stata irraggiata dal sistema se questo avesse seguito le 
leggi della teoria elettromagnetica classica. In particolare se la luce di frequenza 
corrispondente a una data transizione non avrebbe dovuto classicamente venir 
emessa, si assumeva che tale transizione era proibita: i risultati di queste consi- 
derazioni trovavano la loro più importante espressione nelle regole di selezione. 

Diverse connessioni abbiamo trovato anche tra la odierna teoria quantistica 
e quella classica. 

Così, studiando ad esempio il moto di una particella libera (cfr. cap. IV, 
$ 2), abbiamo visto che il gruppo di onde che rappresenta la particella (sufficien- 
temente localizzata nello spazio) si sposta con la stessa legge del moto della 
meccanica classica. Lo stesso risultato vale, entro certi limiti, per una parti- 
cella in un campo di forze qualsiasi (ad esempio l’oscillatore armonico). 

Un altro aspetto è quello discusso a proposito della trattazione dell’oscilla- 
tore armonico (cfr. cap. IV, $ 5): al crescere del numero quantico » la distri- 
buzione di probabilità che caratterizza uno stato stazionario tende ad approssi- 
marsi alla corrispondente espressione classica per una particella della stessa 
energia. Si potrebbe inoltre dimostrare che, data una variabile fisica classica 
rappresentata dalla funzione F(x,_y, % 2». 2, P:) a questa corrisponde un’osser- 
vabile quantistica caratterizzata da un operatore F(q,, Q,, 9:5 Pr, Py P:), COStrui- 
to con le regole ben note, il cui valor medio «&) risulta legato ai valori medi 


(Kq2), <q,» <q); Pr), Py» <p.)) delle osservabili quantiche x Hi % Po Py db: 
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da una relazione che, al limite per 5 -+0, è la stessa che lega la variabile classica 


F alle corrispondenti variabili canoniche. 
Ci si può render conto che un siffatto risultato debba valere, dal fatto che 


se si tiene presente il legame (derivante dalla (18)) tra i commutatori degli 
operatori quantici q,, p, e le parentesi di Poisson fra le corrispondenti variabili 
canoniche classiche, queste appaiono essere valide come caso limite per $ +0. 


La corrispondenza fra meccanica quantistica e meccanica classica può es- 
sere ulteriormente precisata in virtù del così detto feorezza di Ebrenfest, che ri- 


guarda il moto « medio » della particella (ovverossia del corrispondente pac- 
chetto d’onde di probabilità) quale esso risulta in base alle leggi della mecca- 
nica quantistica. 

Detta 9g; = (x, Y, %) una coordinata generica della particella e ); il relativo 
momento coniugato, si hanno le seguenti relazioni fra i corrispondenti operatori: 


tnt ni 
di= 3} (69; 9:86) 


(19) | 
pi= + (5 pi pi8). 


Ritenendo l’hamiltoniana classica della forma 7H= P(p;)+ 0(4;) (come 
abbiamo finora sempre supposto), ricordiamo le regole di commutazione a cui 
soddisfano gli operatori P(p;) e Q(q;), corrispondenti alle osservabili classiche 


P(pi) e Q(g:) (cfr. $ 4): 
Pg, aug=—it 


pO-Q A 
Òg; 


da cui, data la particolare struttura dell’operatore $, seguono: 


ca 0 
Sq iii 


su Di 
ps—sp=—is 3. 
di 
Le (19) assumono pertanto la forma: 
lot. ; ò$ 
O ap, a 
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Queste relazioni fra operatori comportano delle relazioni analoghe fra i 
valori medi delle corrispondenti osservabili, vale a dire: 


‘__ 30 TE 
(Qi) = NETTA ‘bd = — < 


d9 
ima 


Valgono dunque, per il moto medio del pacchetto d’onda, le equazioni classiche 
di Hamilton. 


6 15. - Cenno al metodo delle matrici. 


Abbiamo già avuto occasione di osservare come la meccanica quantistica 
si sia originariamente sviluppata lungo due linee diverse indipendentemente: 
quella seguita da de Broglie e da Schròdinger fondata sulla meccanica ondula- 
toria e che noi abbiamo particolareggiatamente esposto e quella, detta meccanica 
delle matrici, proposta da Heisenberg nel 1925. L’idea fisica che stava alla base 
della formulazione di Heisenberg si imperniava sulla convinzione che, per su- 
perare le difficoltà incontrate dalla fisica classica nella descrizione dei fenomeni 
atomici, la quale era fondata essenzialmente sul comportamento corpuscolare 
delle particelle, era necessario sviluppare una nuova meccanica che derivasse 
direttamente dai dati relativi alle strutture atomiche fornitici dall’esperienza, 
quali, ad esempio, le frequenze e le intensità delle radiazioni che l’atomo emette. 
Nell’originaria meccanica delle matrici si accettava, in particolare, la nozione 
introdotta dalla teoria di Bohr che un atomo può esistere solo in certi stati e che 
la transizione da uno stato di energia E, ad uno stato di energia E, corrisponde 
all’emissione di una radiazione di frequenza: 


_E—& 
ea 
(se E, < E, ver è negativa e si ha assorbimento, anzichè emissione, di una 
radiazione di questa frequenza). 

Heisenberg pensò allora di ordinare i numeri vy;, corrispondenti a quantità 
osservabili, in una tabella quadrata: 


Voo Vol Vo2 00 
Vio Vil Via ".. 
Vz20 Val V22 sv. 


con Voo = Vi = Va2= ---= 0, Ver= — Vi- 
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Aderendo a questo schema, cioè ammettendo che l’elemento /esimo della riga 
k-esima sia sempre associato alla transizione dallo stato £ allo stato /, si possono 
allora inquadrare anche le ampiezze 4, degli « oscillatori virtuali », associati 
alle varie frequenze emesse, in una tabella quadrata e così pure gli « spostamenti » 
di tali oscillatori 

(20) Gi = 41 Xp (— 2rivp8). 


Per ottenere le regole di calcolo algebrico tra questi quadri di numeri (ma- 
trici), Heisenberg osservò che queste devono essere compatibili con il principio 
di combinazione di Ritz, espresso dalla relazione: 


Veg = Ver + Vi 
Descrivendo la vibrazione di frequenza v;; con: 
(21) gi; = ay exp (— 2riv;#) 
e formando il prodotto della (20) con la (21), tenuto conto che è: 
exp [— 2ré(ve1 + vu)i] = exp (2x4?) 
per / qualunque, e quindi sommando su tutti i possibili valori di /, si ottiene: 
Zi dei dy = Zi di 4); exp (— 2rév;#) = (99')t; 
5 Zi 4 4; = (a4')x;. 


Dalla diretta considerazione di fatti sperimentali, Heisenberg ottenne così la re- 
lazione che intercorre fra i quadri di numeri (99’):; (@4’'); € Gen dij» dx dg: 

Born e Jordan osservarono che questa regola per la moltiplicazione è iden- 
tica a una delle regole di moltiplicazione tra matrici, la cui algebra era già stata 
formulata da molto tempo in matematica nella teoria delle trasformazioni lineari 
e nella teoria dei determinanti. Anzi è sulla base di questa osservazione che è 
stata dimostrata l’equivalenza tra il formalismo della meccanica delle matrici 
di Heisenberg e quello della meccanica ondulatoria di Schròdinger. 

Ci limiteremo a mostrare brevemente come la meccanica delle matrici possa 
dedursi dalla formulazione generale della meccanica quantistica precedentemente 
esposta. Da tale deduzione risulterà ovviamente anche dimostrata l’equivalenza 
fra la teoria di Heisenberg e quella di Schrédinger. Abbiamo visto come, nella 
teoria quantistica, ad ogni osservabile A corrisponda un operatore (hermitiano) 
a, il quale agisce sulle funzioni (vettori nello spazio di Hilbert) f (x) delle varia- 
bili atte a caratterizzare lo stato del sistema (denotate globalmente con x). Si 
devono cioè considerare delle relazioni del tipo: 


(22) af(x)= F(x). 
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Supponiamo ora di sviluppare le funzioni f(x) e F(x) in serie delle funzioni 
(ortogonali e normalizzate) ym(x), pensabili sempre come autofunzioni di un 
operatore assegnato. Avremo: 


(23) Sx) = ZnfnIn(*) F(x)= Xn FrIn(x) 
essendo: 
(24) În= Im f(x) Fy= Um F(x)). 


La seconda delle (24), tenendo presente la (22), può scriversi: 
F,= Uw af(x)) 
o per la prima delle (23) 


Fa= Ono EmfmIm) = EmfmIn Im) 
e, ponendo 
(25) Ann ten (In CY m) ’ 


anche: 
Fa Dafntam» 


Si vede quindi che nella rappresentazione delle funzioni y,(x), all’operatore « 
si può far corrispondere la matrice: 


A=|Ansll=| An Ax Ax 


3l Ass A 33 


Di conseguenza qualsiasi operazione tra operatori si traduce in un’analoga 
operazione fra le corrispondenti matrici. Ad esempio la matrice che rappresenta 
l'operatore ca (c= costante) avrà per elementi i numeri cA1; la matrice asso- 
ciata all’operatore a + f avrà elementi Ax + Ba; la matrice corrispondente 
all’operatore {= «f sarà rappresentata dai numeri Cy= 2, A;,Bx; la matrice 
che rappresenta l’operatore B = a+ avrà per elementi Bx= Ai; *); gli elementi 


*) Tutte queste relazioni tra elementi di matrici si deducono dalla definizione (25); 
in particolare si deduce per il prodotto tra matrici: 
Cu= (cy) = (Bye) = Za At (By) = Da A Za Bu si =, AuBu 


e per il coniugato hermitiano di « la: 


Ba= (Jo BYx)= Oo eta) = (CY, 7) = Va ay.) = Azz: 
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della matrice che rappresenta l’operatore f = «-! saranno: 


B complemento algebrico di A,, 

cdi determinante di A 

(in questo caso la condizione perchè un operatore ammetta l’inverso è che il 
determinante della matrice che lo rappresenta sia 3 0). Osserviamo che gli 
operatori hermitiani (i soli che ci interessano) sono rappresentati da matrici 
i cui elementi godono delle proprietà che A,,= -Aj,. Se la base scelta è costi- 
tuita dagli autovettori dell’operatore a, la matrice che lo rappresenta in tale base 
è diagonale, ossia i suoi elementi sono della forma A,= 483x*) (essendo 
a, gli autovalori dell’operatore «). 

Anche un vettore f può rappresentarsi come una matrice (ad una sola co- 
lonna); in tal modo tutte le operazioni tra operatori e vettori e tra vettori e 
vettori (oltre a quelle tra operatori, ora viste) possono scriversi come operazioni 
tra matrici. Ad esempio la relazione (22) può scriversi: 


# Au Ars 13 " a» fi Fi, 
An An Ara -.. fa F. 
= | FK 


Aa Ara Anz one 5 fa 


intendendo ancora che il prodotto al primo membro debba eseguirsi moltipli- 
cando righe per colonne (il prodotto di una matrice quadrata per una colonna 
è ancora una colonna). Si osservi che il coniugato £* di un generico vettore g 
è rappresentato da una matrice ad una sola riga, per cui il prodotto scalare di 
due vettori (g, f) si scrive: 


(& = eee |A 


*) Infatti sia ay. = xy; per definizione è: Ax= (y, ay.) ma: 
O ay) = ax (Vi Ja) = dx Tix 
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e dà come risultato ovviamente lo scalare: 


2tS,+&fa+2*fa+t 


Da quanto precede risulta chiaro come sia sempre possibile esprimere una rela- 
zione operatoriale della meccanica quantistica nella relazione equivalente fra 
matrici. In particolare sarà possibile mettere in tale forma le regole di commuta- 
zione e l’equazione dell'evoluzione temporale di un operatore. 


$ 16. - Applicazione del metodo delle matrici all’oscillatore armonico. 


Come applicazione del formalismo precedente basato sul calcolo delle ma- 
trici riprenderemo in considerazione l’oscillatore armonico lineare, a suo tempo 
studiato (cfr. cap. IV, $ 5) partendo direttamente dall’equazione di Schròdinger, 
onde ricavare la espressione delle matrici di maggior interesse associate a tale 
sistema. 


All’hamiltoniana classica H = p + BE corrisponderà la matrice ha- 


miltoniana: 20 2 
_ &_ |< 
de 20 Lù 2 9 


(con $=||H,nl --. ecc.) 


Esprimendo le matrici p e q per mezzo delle nuove matrici a, a* definite 


dalle: 
a st +i 
tà ' ant 
se TTV*//0 ; T 
sila d 17 vbinio u 
si ha: 


$6= 2 (aa* + a*a). 


Nella rappresentazione in cui si prende come sistema di riferimento quello 
degli autostati dell'operatore £ (cioè le autofunzioni dell’equazione di Schrò- 
dinger), le espressioni degli elementi di matrice gn,m = Xn,m € ?n,m risultano date da 


o VA 1permw=n+1 
tm = | n (@) 1%m(9) dd = 7 | perm=n—1 
a ich per wg4n +1 
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\—iVn+1 per w=an+1 


so 
n È porro — 
Pum = — il” Um(9) dg = Vbrvoto + è i Vn per w=n—1 
iii 0 petzza+1 
D 2re4ovo0 \. 
(con Rime ; 


deriva da ciò che le matrici [4,m], [4*,] hanno elementi di matrice tutti nulli eccetto 
Ann+1= hag 41 = VAIL 1. 


Come conseguenza si verifica immediatamente che aa* e a*a sono matrici 
diagonali con elementi 


(20*),n = #+ 1 (ata), =#. 


Ne risulta che pure l’hamiltoniana $ è rappresentata da una matrice diago- 
nale con elementi: 


Hun= bv(1+ 3) 


che costituiscono gli autovalori dell’energia. 
Notiamo infine che, come si può facilmente verificare, la coppia di matrici 


a*, a soddisfa alla relazione di commutazione: 
afa—aa*=—1 

cui corrisponde , 

pa_—qp=—:i51 


in accordo alle regole di commutazione valide per gli operatori q e p. 


$ 17. - La formulazione assiomatica e il problema della misurazione. 


Nella formulazione assiomatica della meccanica quantistica, sviluppata nei 
precedenti paragrafi sono state implicitamente introdotte due ipotesi che pet- 
mettono di dare significato fisico al formalismo matematico: 


a) data un’osservabile A di un sistema (particella) esiste un apparato 
idoneo alla sua misurazione. Come risultati di questa si ha che A può assumere 
i valori 4, che sono gli autovalori dell’operatore « corrispondente ad A; 

b) come effetto della misurazione di A il sistema passa bruscamente 
dallo stato + in cui si trovava immediatamente prima della misura stessa allo 
stato Yn, autostato dell’operatore « corrispondente all’autovalore 4,, risultato 
trovato nella misurazione di A. 
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Esigenze di coerenza e di completezza della teoria quantistica richiedono 
conseguentemente che siano soddisfatte le due seguenti condizioni: 


4,) Sia possibile stabilire se un apparato di misura sia idoneo per la de- 
terminazione degli autostati che individuano l’operatore hermitiano « che si 
associa all’osservabile A del sistema che si esamina. 

b,) La transizione dallo stato % del sistema prima della misura a quello 
In immediatamente dopo deve essere descrivibile anche per mezzo dell’equa- 
zione temporale di Schròdinger che regola l’evoluzione temporale del sistema 
completo (apparato più particella) in interazione durante il processo di misura. 


È partendo da queste considerazioni che viene sviluppata la teoria quanti- 
stica della misurazione, la quale riveste pertanto una importanza fondamentale 
nell’interpretazione fisica del formalismo della meccanica quantistica. Per un’espo- 
sizione sommaria e intuitiva di tale teoria, rimandiamo alla fine di questo volume. 


$ 18. - Cenno alle notazioni di Dirac. 


Nella formulazione assiomatica della meccanica quantistica, come si è visto, 
lo stato di un sistema è rappresentato da un vettore di un certo spazio lineare 
astratto, mentre a ciascuna variabile dinamica viene associato un operatore li- 
neare di detto spazio. Le notazioni introdotte da Dirac conferiscono un aspetto 
particolarmente elegante e coinciso alle relazioni coinvolgenti tali enti mate- 
matici; esse verranno ora brevemente illustrate. 

Seguendo Dirac, un vettore rappresentante lo stato di un sistema viene 
denominato « vettore ket », o semplicemente « ket » *), e indicato col simbolo | >. 
Per distinguere i kets l’uno dall’altro, il simbolo | ) viene completato inserendovi 
una lettera, o uno o più indici suscettibili di assumere, a seconda dei casi, valori 
discreti o continui. Ad esempio, un autostato simultaneo degli operatori M° 
e M., con autovalori /(/+ 1), 7° e 275 rispettivamente, si denota col ket |/w). 

I kets formano uno spazio vettoriale lineare: una combinazione lineare di vettori 
kets è ancora un vettore ket. Ad esempio, dati due kets |x) e |R>, e due numeri 
complessi arbitrari 4 e è, la combinazione lineare: 


(26) la) = a |a) + 5|8) 


è un vettore dello spazio dei kets. Analogamente, se |E) dipende da un indice 
continuo &, e se f(€&) è una funzione arbitraria di €, l’integrale: 


Gr 
(27) 0) = | Î(E) |) dE 
Gi 


*) I nomi ket e bra (v. seguito) derivano dallo spezzamento della parola inglese «braket » 
che significa parentesi. 
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è un ket che, con ovvia estensione di linguaggio, dicesi una sovrapposizione 
lineare dei kets |E). 

Dato un insieme di kets, i suoi elementi si dicono linearmente indipendenti 
se nessuno di essi può esprimersi come combinazione lineare degli altri (questa 
combinazione potendo essere del tipo (26), del tipo (27), o mista). 

Se lo spazio vettoriale contiene al più » vettori linearmente indipendenti, 
esso ha un numero finito di dimensioni, tale numero essendo per definizione 
uguale a #. Se non vi è alcun limite al numero di vettori linearmente indipendenti, 
lo spazio vettoriale considerato è ad infinite dimensioni; peraltro, è ancora pos- 
sibile scegliere una infinità (numerabile o no) di vettori linearmente indipendenti, 
tale che ogni vettore dello spazio sia una combinazione lineare (eventualmente 
una serie infinita, o un integrale) di questi « vettori base ». 

Accanto ai kets, Dirac considera un altro tipo di vettori, detti « vettori 
bra » o semplicemente « bra », che si indicano col simbolo « | e si possono in- 
trodurre nel modo seguente: una funzione lineare y(|u)) dei kets |y) definisce 
il bra <y|, il valore assunto da questa funzione per un particolare ket |) essendo 
un numero (in generale complesso) che si rappresenta col simbolo <y|u). Per 
definizione, il bra ®| è nullo se la funzione ®(|y)) è nulla qualunque sia |y): 


(28) <d|= 0 


se (D/y)= 0 per tutti gli |#). 

Analogamente, due bras <D,|] e <D,|] sono uguali se ®,| 4) = <®,|4) qualun- 
que sia |). Nel linguaggio dell’algebra lineare, lo spazio dei vettori bra dicesi 
duale a quello dei vettori ket. Si suppone che tra i vettori dello spazio dei kets 
ed i vettori dello spazio duale esista una corrispondenza biunivoca: bras e kets 
associati in questa corrispondenza diconsi coniugati, e si indicano con la mede- 
sima lettera (o col medesimo complesso di indici); così, il bra coniugato del 
ket |x) si indica col simbolo «|. 

Si suppone inoltre che questa corrispondenza sia antilineare; in altri termini, 
il bra coniugato del ket: 


19) la) = 2|]a) + 5]8> 

(30) Su] = a* Ca] + b* <B|. 

Analogamente, il bra coniugato del ket: i 
Es 

61) = [opa 
Bi 


è: 


Ea 
(32) = | PE) CI de. 


Gi 
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In tal modo, la corrispondenza tra kets e bras è analoga a quella tra le fun- 
zioni d’onda della meccanica ondulatoria e le loro complesse coniugate. Dati 
due kets |) e |v), il prodotto scalare tra |y) e |v) è definito dal numero (gene- 
ralmente complesso) jr); cioè, esso è definito dal valore »(|#)) assunto dalla 
funzione lineare associata al bra coniugato di |y). Come conseguenza, il prodotto 
scalare <o]u) è lineare rispetto ad |u) e antilineare rispetto a |v). Noi suppor- 
remo che il prodotto scalare di due kets goda di tutte le altre proprietà caratte- 
ristiche del prodotto scalare di due funzioni d’onda in meccanica ondulatoria, 
precisamente : 


a) Il prodotto scalare tra |y) e |v) è il complesso coniugato del prodotto 
scalare tra |v) e |4): 


(33) Ca]v) = Koja)*. 


b) Il prodotto scalare di |y) per se stesso è reale (cfr. la (33)) e non ne- 
gativo: 


(34) Gua) > 0, 


il segno di uguaglianza valendo se, e solo se, il vettore |x) è nullo. 
Da queste proprietà discende la disuguaglianza di Schwarz: 


(35) Ka]b|} > Ga) Wo 


i kets |y) e |v) essendo arbitrari; il segno di eguaglianza sussiste se, e solo se, 
i vettori |) e |v) sono collineari (cioè proporzionali). 

Completando gli assiomi precedenti con l’ipotesi che lo spazio dei vettori 
ket (e così pure il suo duale) sia completo e separabile, si realizza uno spazio di 
Hilbert (Cfr. Corso di ‘ Metodi Matematici della Fisica ”). 

Definito così lo spazio dei kets (e il suo duale), si possono ora introdurre 
le operazioni lineari su questo spazio. 

Supponiamo che ad ogni ket |w) dello spazio vettoriale corrisponda un 
ket |v); diremo allora che |v) è il risultato dell’azione di un certo operatore sul 
ket |y). Se, in più, questa corrispondenza è lineare, l’operatore così definito è 
un certo operatore lineare A *). Si scrive: 


|b= Aa; 
un tale operatore è nullo se il ket |v) è nullo, qualunque sia |y). Si può dimostrare 


che condizione necessaria e sufficiente affinchè un operatore A sia nullo è che 
Ku] A|m= 0, qualunque sia |#). Come conseguenza, affinchè due operatori 


*) Nel formalismo astratto di Dirac si è soliti indicare gli operatori con lettere ordinarie 
A, B, ecc., risultando chiaro nelle espressioni in cui compaiono il loro significato di operatori. 
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A e B siano uguali, è necessario e sufficiente che <4] A |) = <] B |) per tutti 
gli |u). Se la corrispondenza tra |) e |v) è biunivoca, essa definisce due operatori 


lineari A e B: 
(36) |>)= Alm |M) = Bo. 


Questi operatori sono, per definizione l’uno l’inverso dell’altro. Si dice 
pure che due operatori 4 e B sono l’uno l’inverso dell’altro se essi soddisfano 


simultaneamente alle equazioni: 
(37) AB=I BA=!I 


dove / è l’operatore identità (moltiplicazione per 1); queste due definizioni sono 
equivalenti. 

L’inverso di un dato operatore /A non sempre esiste. Se esso esiste, lo si 
indica, come sappiamo, col simbolo A. 

Nota l’azione di un operatore lineare /A sullo spazio dei vettori ket, 
la sua azione sullo spazio duale si definisce senza ambiguità nel modo se- 
guente. 

Dato un bra <y|, il prodotto scalare <y| (A |#)) è manifestamente una 
funzione lineare di [x), poichè l’operatore A è lineare. Sia <n| il bra definito da 
questa funzione: a ciascun bra <y|] corrisponde un bra <n|. Questa corrispon- 
denza, per le proprietà del prodotto scalare, è lineare. Si dice allora che <x] è il 


risultato dell’applicazione di A a <y|, e si scrive: 

(38) (= A. 

In base a questa definizione, si ha la seguente identità tra prodotti scalari: 
(39) (<x] 4) | = <Xl (A); 


le parentesi sono pertanto inessenziali, e si usa quindi semplicemente la notazione 
{y| A |4> per designare indifferentemente l’uno o l’altro di questi due prodotti 
scalari tra loro uguali. 

Di particolare importanza sono gli operatori del tipo |) |] la cui azione 
su un ket |w) dà il ket |y) <v]w) proporzionale ad |x) (fattore di proporzionalità 
{v|w0)); similmente, la loro azione su un bra <w| dà il bra w|4) 9] proporzio- 
nale a <| (fattore di proporzionalità <w|u)). 

L'operatore |) <v| non possiede inverso. 

Nel linguaggio dei kets e dei bras, l’operatore coniugato hermitiano (0 
aggiunto) di un operatore lineare A si definisce come segue. Sia |v) il ket co- 
niugato del bra <x|] A. Il ket |v) dipende antilinearmente dal bra {u|, ed è quin- 
di una funzione lineare di |w). 
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Questa corrispondenza lineare definisce un operatore lineare /A* che è 
appunto l’aggiunto di A: 


(40) >= A'|o. 
Dalla proprietà (33), discende l’importante proprietà di coniugazione: 
(41) <|A'|M= | A|h&*. 


Poichè questa relazione è valida per ogni |#) ed |w), il ket coniugato di 
Kt | A! è necessariamente dato da A |#). Ciò significa che l’operatore coniugato 
di A* è l’operatore A stesso; la coniugazione hermitiana è, in altri termini, 
una operazione reciproca: 


(42) (AY'=A. 


L’aggiunto dell’operatore |) | sopra citato è dato da: 
(43) (| <o])!= |a) al. 


La coniugazione hermitiana per gli operatori corrisponde alla coniugazione 
ket-bra per i vettori, ed alla consueta coniugazione complessa per i mumeri. 
Le notazioni di Dirac consentono di effettuare senza alcuna difficoltà queste 
operazioni su una data espressione; ad es. il coniugato hermitiano dell’operatore 
AB |u) «| C è C*|v) n] B'A*; il bra coniugato del ket AB|w «| C|w) 
è ‘@|] C* |) 4] B'A*; il complesso coniugato del numero <#| 48 |u) |] C |w) 
è Kw] C* |v) <a] B*A*|#) etc. Come è noto, un operatore lineare A dicesi her- 
mitiano quando esso si identifica col proprio aggiunto. Nel caso di un operatore 
hermitiano, il problema agli autovalori per i kets: 


A|\m= a|n 


(|) = auto-ket corrispondente all’autovalore 4) 
è in semplice relazione col problema agli autovalori per i bras: 


<u'| A= a' Ku'| 


(44'| = auto-bra corrispondente all’autovalore 4'); precisamente, valgono le 
seguenti proprietà (che sono la traduzione, nel linguaggio di Dirac, di noti 
teoremi sulle autofunzioni e sugli autovalori di operatori hermitiani): 


a) I due spettri di autovalori sono identici. 
b) Tutti gli autovalori sono reali. 


c) Il bra coniugato di un auto-ket di A è un auto-bra relativo al medesimo 
autovalore, e viceversa. 
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Vale inoltre la nota relazione di ortogonalità tra autovettori relativi a due 
distinti autovalori. (Nel caso di spettro continuo, ferme restando le proprietà 
a), b) e c), la relazione di ortogonalità si esprime comodamente per mezzo della 
funzione impropria è di Dirac). A titolo di esempio, si abbia un operatore her- 
mitiano il cui spettro di autovalori comprenda una serie di valori discreti 4, 
ed una parte continua 4(v). Le autofunzioni g(" relative all’autovalore 4, (l’in- 
dice r tiene conto di una eventuale degenerazione) corrispondano ad auto-kets 
ortonormali |nr); analogamente, le autofunzioni 9°? (v, p) relative all’autovalore 
a(v) (l’indice p ha significato simile a quello di r, ma è continuo) corrispondano 
ad auto-kets |vpr). Le relazioni tra questi vari auto-kets si scrivono allora: 


Kar|n'r') = San'Èrr 
Car|vpr')>= 0 
Kvpr]v'p'r') = 8(v— v') S(p— p') dm. 
A conclusione di questa sommaria esposizione del formalismo di Dirac, vogliamo 
fare alcune considerazioni sulla natura degli operatori del tipo |) <|, ai quali 
si è in precedenza accennato. Sia |a) un ket normalizzato ad 1: esso sottende un 


sottospazio unidimensionale. Dato un vettore arbitrario |x), indichiamo con 
|,) la sua proiezione in questo sottospazio, e con |7) la sua proiezione nel 


sottospazio complementare: 


(44) L= |a + |47). 


Per ipotesi, è: |y,) = c|a), {alm>) = 0; moltiplicando scalarmente a sini- 
stra la (44) per a], segue c= <a|#). Pertanto: 


(45) |a) = |a) Calm 


e questa relazione ci dice che l’operatore: 
(46) «- Pa= |a) <a] 


(Ka|a) == 1) è il proiettore su |a). Proiettori di questo tipo diconsi proiettori 
elementari. Consideriamo ora un insieme di vettori ortonormali |1}, |2), .... 


ces lV): 
Can) = Smn (727, a=1,2,..., N); 
essi sottendono un sottospazio €, (a IV dimensioni) dello spazio dei kets. Si 
verifica senza alcuna difficoltà che l’operatore: 
N 


(47) P,= Y [w) <al 


ti =1 


è il proiettore su E,. 
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Nel caso di kets |) dipendenti da un indice continuo È, variabile in un inter- 
vallo (É,, €) e soddisfacenti alla « condizione di ortonormalità »: 


(48) CELE") = BE—-E'), 

l’operatore: n 

(49) P,= | E) dE «El 
Gi 


è il proiettore sul sottospazio ©, sotteso dai vettori |E) (conviene naturalmente, 
per dare a questa terminologia una veste rigorosa, ragionare in termini di auto- 
differenziali). In effetti, il vettore: (|u)= vettore arbitrario) 


ta 
P.|m= | IE) dE <Elm 
ta 


appartiene manifestamente ad (€. (in quanto sovrapposizione lineare di kets 
|E)); in più, il vettore (1 — P.)|#) è ortogonale a ciascun vettore |E): 


En fa 
<E|(1—P.)]M= EM | KE "|E) dE <Elu) = «E'|u) — | d(E'—E) de <E]u) =0 


Ei Gi 


e quindi ortogonale ad @., c.v.d. 

Sull’algebra degli operatori di proiezione non ci soffermiamo (cfr. ‘“ Metodi 
Matematici della Fisica’). Ci limitiamo a riportare, nella notazione di Dirac, 
la relazione di completezza per le autofunzioni di un operatore lineare hermitiano 
A, e lo sviluppo di un arbitrario vettore di stato secondo queste autofunzioni. 
Supposto, per semplicità, che lo spettro dell’operatore in questione consti di una 
parte discreta (contrassegnata dall’indice discreto #) e di una parte continua 
(contrassegnata dall’indice continuo v), e che non si abbia degenerazione, la 
relazione di completezza è: 


(50) P,= >»; \n) <a] +| |> = 1, 


mentre lo sviluppo di un vettore arbitrario in auto-kets dell’operatore A si 
scrive: 


(51) lb = Pulòb= Xp Glò + | |v> dv va). 


La | 
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APPENDICE 
SPAZIO DI HILBERT (RICHIAMI) 


Lo spazio di Hilbert è definito come un insieme $ di elementi f, £, ... che soddi- 
sfano i seguenti assiomi. 
I Assioma. — $ è uno spazio vettoriale lineare. Ciò implica che: 

1) In Gè definita un’operazione, che si dice addizione, la quale ad ogni coppia 
di elementi f, g di $ fa corrispondere uno ed un solo elemento #4 di $, che si dice som- 
ma di f e di g, e che si indica conbs=/f+£. 

2) In è definita un’operazione che ad ogni numero complesso a e ad ogni ele- 
mento f di $ fa corrispondere uno ed un solo elemento #4 di $, che si dice prodotto 
di f per il numero complesso &, e che si indica con 4 = a-f. Per le due operazioni sud- 
dette valgono le seguenti proprietà: 

a) f+&£=£+/: proprietà commutativa dell’addizione; 
b) (f+£)+4=/f+(£+): proprietà associativa dell’addizione; 

c) esiste un elemento di $, detto elemento nullo, 0, tale che sia g+0=g 
per ogni g appartenente ad $*); 

d) per ogni elemento g di $} esiste un elemento f di $ tale che siag+f= 0. 
Si dice che f è l’opposto di g e si indica con f=—g *); 

e) 1-.g=g per ogni g di $; 

f) a-(B-2)= (eR)-£ per ogni g di $ ed «, fl numeri complessi; 

8) (a+B)g=a-£+B-£ lt 

h) «+-2)ufbag proprietà distributiva del prodotto. 

Si vede subito che è (—1)g=—%. 

Il vettore a1-£1 + 2:22 +... +ax<4%, CON a, ta, ..., cx, numeri complessi e 
Ei» La» ««-, £4 elementi di $, si dice combinazione lineare dei vettori g,, £2, --., £4-I 
vettori g1, £2, - - -,£+ Si dicono linearmente indipendenti se daa,g,1 + 222 +... agg =0 
segue che a, mo =... =a,=0. 


II Assroma. — In $) è definita un’operazione che ad ogni coppia di vettori (elementi) 
Sf. & di $ fa corrispondere un numero complesso, che si dice prodotto interno di f e 
di g, e che si indica con (f, g). Tale operazione gode delle seguenti proprietà: 


a) (fha-g)=a(f £) 

b) (S&+8)=(/4)+(/ 2) 

c) (fi £)= (4, fY* 

d) (N20; (f_f)=0 see solo se f=0 (si noti che (ff) è un numero 
reale per la c)). 


*) Si noti che è sufficiente postulare solo l’esistenza dell’elemento nullo e dell’opposto 
perchè la loro univocità è una conseguenza delle condizioni e) e 4) prese insieme, 
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Si dice che V(/, f) è la norma di f; essa viene indicata anche con ||.f||. Un vet- 
tore (elemento) con || f||=1 si dice normalizzato. 
Da a), b), c) segue che: 


a') (af, g)=a*(f 2) 
b') (A +/2 £) cana (fo £) su (Ja 2). 


Si vede che è (0, g£)= (g, 0)=0. Valgono la diseguaglianza di Schwartz: 


IG III] gl 
e la diseguaglianza triangolare: 


AI-A1I=<{/—l<I| +|l<Il- 


— Due vettori f e g, per i quali valga (f, g)=0, si dicono orzogonali. Un siste- 
ma di vettori normalizzati e mutuamente ortogonali si dice ortonormale. 


È opportuno far precedere il 3° Assioma dalla seguente definizione. Si dice che 


una successione di vettori fi, fo, ---1fm +-+: di $ converge fortemente al vettore f 
di $ e si scrive fi, gf se è lim||fh,—f||=0. 
n_* 0 


Abbiamo allora il seguente: 


III Assioma.- $) è completo: se per ogni successione fi, fa» ---» fn è soddisfatta 
la condizione di Cauchy 


WfnT/m || E per n, u>N, 


allora esiste in $ un elemento f tale che fp, 3f 

Un sottoinsieme T di $ si dice fondamentale se ogni vettore f di $ si può espri- 
mere o come combinazione lineare di un numero finito di vettori di T o come limite 
di una successione di tali combinazioni lineari; cioè a dire, o è esso stesso una combi- 
nazione lineare finita di vettori di TY o si può approssimare tanto bene quanto si vuole 
con opportune combinazioni lineari di questo tipo. È chiaro che se T è un insieme 
fondamentale in $), ogni T' che contiene T è fondamentale; appare quindi naturale 
ricercare i più piccoli insiemi fondamentali per $. Un sistema ortonormale si dice 
completo se non vi è nessun vettore non nullo di $ che sia ortogonale a tutti i vettori 
del sistema; è quindi impossibile aggiungere nuovi vettori al sistema in modo da 
ottenere un sistema ortonormale che lo contiene. Si dimostra che un sistema orto- 
normale è completo se e solo se è fondamentale. Si dimostra anche che tutti gli insiemi 
ortonormali completi di un dato spazio $ che soddisfa gli assiomi 19 e 2° hanno la stessa 
potenza: contengono tutti o » vettori (1 finito), o una infinità numerabile di vettori, 
o una infinità non numerabile. Da ogni insieme fondamentale si possono estrarre degli 
insiemi ortonormali completi, e quindi a loro volta fondamentali, in esso contenuti. 
Essi sono insiemi fondamentali di minima potenza, perchè togliendo un vettore da un 
insieme ortonormale completo si ottiene un sistema ortonormale che non è più com- 
pleto. La potenza di tali insiemi si dice dimensione di $. Per ciò che concerne la dimen- 
sione di $ si ha il seguente: 
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IV Assioma. — $ ha dimensione infinito numerabile. Esiste cioè una infinità nu- 
merabile di vettori ortonormali e, 62, .-., €) ---; CON (e;,6;) =; che costituisce 
una lana di $, cioè tale che per ogni f di $ si abbia ||f— Da ann || ZO; ossia 
f= Zu Anlno OVE di, da, ++ +3 Any ++» SONO Opportuni numeri complessi che si possono 
considerare come le componenti del vettore f rispetto alla base {e;};.13---i per gli 


a; vale la relazione 4;= (e; f). 
Un operatore lineare U su $ è definito come una corrispondenza Wf=/f'di $ 
in se stesso o su una sua parte tale che sia soddisfatta la relazione: 


A[xfi +22fp] = Uta US 
Sia f= $. ag; con 4;= (e. f), ed f'= > a;e; con a;= (e; f"); sarà: 
1 
a;= (e, YU Zi a;;) = n) a;(e, Ue;) = x; A,;4; 


con U;;= (e;, Ue;), e l'operatore lineare X è completamente definito dall’insieme dei 
numeri complessi Y;;. L’operatore lineare U si dice hermitiano se vale 


(US £) = (S Ue) 
per ogni coppia di elementi f, £ di $. 
Esempi di spazi di Hilbert. 
I. — L’insieme delle successioni numeriche f = (41, 43, ...), 4; numero com- 


co 
plesso, con X}; | 4;|?< 00 è uno spazio di Hilbert in cui vale: 
1 


Il 
NS 


fS+8= (4, 4%, Dt bs, ...) = (414+- db, a+ da, .-.) 
a-f=a(4,, 42, ...)= (c4,, 42, ...) =} 


(f g)= ((41, 4a; 00) (da, bo, ...))= p albi; 


co 
in particolare è || || = Vi 1a ed i vettori e, = (1, 0,0,0, ...), = (0, 1, 
1 
0, 0, ...) e così via costituiscono un sistema ortogormale completo. Si tratta della 
più naturale generalizzazione dello spazio euclideo ad # dimensioni, con # finito. 


II. — L'insieme delle funzioni a valori complessi f= f(x) della variabile reale 
x, definite nell’intervallo finito —/<x<+/ con la condizione f(—/) = f(/), 


continue ed a quadrato integrabile, cioè tali che sia fo f(x)]? dx< 00, è uno spazio 
hilbertiano in cui vale: Dì 
S+tea=/f@)+&(x)=4(x)=4 
a-f=af(x)=5(x)=% 


tal 
{im i {*6) 80) de 
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I 
in particolare || f|| -\( | f(x)|2 dx, ed i vettori 
smi 


= 77 sa (SE) 77 (53) G=0 12 4) 


costituiscono un sistema ortonormale completo. 


III. - L’insieme delle funzioni a valori complessi f= f(x), x = {x, %. %}. 

con — 00< x< +00, — 00<7< +00, — 00< %< + 00, ed a quadrato sommabile, 
+o% ("+0 ("+% 

cioè tali che sia | Î { | f(x)|? dx dy dg< 00, è uno spazio di Hilbert $. 
—00 4 — 0 —c0 

Come sappiamo la funzione d’onda y(x) di una particella deve soddisfare la condi- 

zione SlP(x)|? d°x<00; poichè lo stato della particella può essere descritto o dalla 

(x) o da ogni XJ(x), con ) numero complesso, se ne conclude che sussiste una cor- 

rispondenza biunivoca fra i possibili stati della particella e le classi di vettori di $ 

costruite mettendo nella stessa classe vettori f, ed f, per cui sia f, = }fa. Lo stato della 

particella si identifica così con un ente astratto, appunto un vettore f di $ (se si pre- 


scinde dall’ambiguità dovuta al fattore X), mentre la funzione d’onda ne è una parti- 
colare rappresentazione che si chiama « delle configurazioni ». Sia infatti {e,}i.1a.. 


co 
un sistema ortonormale completo e si ponga f= };; 4,g;: lo stato della particella si può 
1 


ora rappresentare con l’insieme dei numeri complessi 41, 43, ... altrettanto bene che 
con la funzione d’onda (x). 
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CarrroLo VI 


TEORIA DEL MOMENTO ANGOLARE 


6 1. - Introduzione. 


L’osservabile momento angolare di una particella è descritta in meccanica 
classica dal vettore M= (P— 0) A È, ove O è il punto rispetto al quale si 
calcola il momento angolare M e d è la quantità di moto della particella nel 


punto P. 
In un riferimento cartesiano ortogonale, assunto il punto O come origine 


degli assi, il vettore ha per componenti: 
My=p—-%Py My=%pr- xd:  M= xpy—Jda- 


Assunti, in corrispondenza alle variabili canoniche g; %; gli operatori 


ò 
. e .=T— ÎD 
di pi z d ‘ 


rappresentazione delle x) l’operatore vettoriale: 


, all’osservabile momento angolare corrisponderà (nella 


(1) T=TAF 
di componenti: 


; o) ò 
L= vmiri=—i8(r 7-1) 


2snnrn= (1 2--È) 


Un momento angolare così definito viene chiamato moment 
| o angolare 
orbitale. Tale operatore soddisfa la proprietà di hermiticità; infatti ogni Lasa 
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nente di £ è un operatore hermitiano, come si vede costruendo materialmente 
il coniugato hermitiano di uno qualsiasi di esso, ad esempio di £,: 


L= (Yp.— ap,)t= piyt— pi3at=)|.U—p,3=UP.—ap,= £L 


Dalle note regole di commutazione tra q; e bp; si deducono facilmente le 


seguenti regole di commutazione per £,, £,, L.: 


(2) [£,., L= i8% [Ra Lo] Lt; [C, L.}= 58, 
inoltre se si definisce l’operatore £? nel modo seguente: 

3) ou +4 L 

dalle (2) segue subito che: 

(4) [È, 2:]}=0. 


Consideriamo ora un sistema di N particelle e definiamo per ognuna di 
esse l’operatore momento angolare orbitale secondo la (1), cioè: 


du Fo Apo. 


L’operatore momento angolare orbitale £ del sistema è dato dalla somma 
degli operatori momento angolare delle singole particelle: 


_® N E. 
Ty, so. 


Dato che ogni operatore momento angolare parziale Î soddisfa le (2) 
e dato che le componenti dell’operatore momento angolare di una particella 
commutano con le componenti dell’operatore momento angolare di tutte le 
particelle rimanenti, si vede subito che anche È soddisfa la (2). 

Siamo pertanto portati a definire come « momento angolare » ogni opera- 
tore vettoriale hermitiano 3 le cui componenti 3, 3» J: soddisfino le seguenti 
relazioni di commutazione: 


(5) Ta Ty]l=i53:; By Fl = #83; B. 3.]= 53, 


Vedremo che la definizione ora data dell’operatore momento angolare è 
più generale della (1). 
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$ 2. - Autovalori del momento angolare. 


Vogliamo ora studiare le proprietà delle osservabili corrispondenti agli 
operatori J., 5,» 3: che derivano dall’aver imposto a questi di soddisfare le rela- 
zioni (5). Abbiamo già visto che il quadrato del momento angolare >, definito da: 


(6) PEILH+I+I 
commuta con le tre componenti di 3: 
0) (3, 3°]=0; 


da ciò segue che deve esistere un sistema di autostati comuni a 3? e ad una delle 


tre componenti di 5, ad esempio Ì.. 
Sia T un insieme di operatori, con autovalori indicati genericamente con 


Y, che commutano, oltre che con 3? e 3., anche con 3, e 3, e tali che T, 3°, 3. 
formino un insieme completo di osservabili indipendenti e compatibili e sia in- 
fine ®(y, /*, 7.) un autostato, in generale non normalizzato, di I, 3?, 3.. Si 


ha per definizione: 
| FD, JJ) =S"®1 JJ) 
: IPY Pi 1:)=T:®% Pi kb 


Dalle (6) e (8) si ottiene: 
(GI+ 3) dor SJ L= U—J0M JT, Ja); 


tenendo conto che 5, e 3, sono operatori hermitiani e che l’equazione ora scritta 
è un’equazione agli autovalori per l’osservabile 352 + 3%, segue subito che 
3° — J:3) 20 e quindi: 


0) USV. 


Questa relazione ha una interpretazione geometrica ovvia; essa esprime 
semplicemente il fatto che il modulo della proiezione del momento angolare 
3 su di un asse (in questo caso asse z) non può essere maggiore del modulo 
del momento angolare stesso. Introduciamo ora due operatori 7, e 3_ definiti 
nel modo seguente: 


34=T2+ 3%, 


(10) 
p ss fe ti 
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questi due operatori non sono hermitiani, ma sono l’uno il coniugato hermitiano 
dell’altro, cioè: 


(11) (34) - RE u 

È facile vedere che 5 + € J- soddisfano le seguenti regole di commutazione: 
(12) o 3-]=—-87- Bo 541=53+ 

4 3-]= 253; Ba S]= D- S]=0. 

Da queste formule discende subito che: 

(13) S+3-=3—-33+ 53. 
J-3sme 33-57: 

e che: 
(14) S:5a= Ia e +5); 
quindi: 


(15) 3.Ta Dv. 7°, J)=Ta G:+5) 1 7,7)= Ul +5)T. 001 FT) 


dove abbiamo tenuto conto del fatto che I commuta con 5, e 5, e quindi anche 
con 5, e F_. Quest'ultima equazione è un’equazione agli autovalori e mostra 
che se il vettore 7. D(Y, /*, 7.) non è nullo, esso è autovettore di 3, con auto- 
valore (/. + #); più in generale si ha che: se il vettore 3" D(Y, J*, J.) non è 
nullo, esso è autovettore di 3, con autovalore (Ji + n8). 
Dimostriamo questa proprietà per induzione completa: sappiamo che essa 
è vera pera= 1; verifichiamo che, se essa è vera perm— 1, essa è anche vera 
per #; infatti: 
Ta 3% Or, SY, L)=TTa DE! SJ = 

=Ta D.Tt*9M 77 /)] +37190 7,7) = 

= Us + (—-1) 81301, 7”,/:) +59 d1.]*,7.)= 

= Ji: +16) 3 1 J*, 1.) c.d.d. 


Vediamo in tal modo che, partendo dallo stato ®(Y, / °, 7.) è possibile 
costruire una successione di autostati di T, 3? 3. con autovalori: 


(16) set TS Poli {rJ*,J:+ mb} ... 


dove n, 2 = 0. In base alla condizione (9) # ed devono avere un limite 
superiore (/ 2' è fisso) e pertanto la successione (16) deve avere un limite infe- 
riore ed un limite superiore. Indichiamo questi due gruppi di autovalori con 
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{y, J*, J3} e con {y, J*, 71} rispettivamente; per gli stati ad essi corrispon- 
denti si ha: 
I-PM, P. J)= 0 
(17) 
S+ 1 JT, J)=0. 
Infatti se i secondi membri di queste due equazioni non fossero nulli, essi 


sarebbero autostati di j, con autovalori /° —% e /1+ # contrariamente alle . 


ipotesi fatte. 
Applichiamo alla prima delle (17) l’operatore 5; tenendo conto delle (13) 


si ha subito: 
3+3-®(y, JJ) = G*—31+23)0, 7°, J)= 
= U” — VU + 97:10, J*, J)= 0, 

da cui si ottiene: 
(182) J— U2P+bj=0. 

Analogamente, applicando l’operatore 5_ alla seconda delle (17) e tenendo 
conto delle (13), si ha: 
(182) J*— 31? dfi=0. 

Da queste due ultime equazioni si ha subito: 

U2+75) U—J:—5)=0 


che dà /°= — /} essendo /1 => /°. In base alle (16) si vede che la differenza 
J:}— J° deve essere un multiplo intero, positivo o nullo, di #. Indicando tale 
numero, seguendo la notazione solita, con 2}, il numero j assumerà valori in- 


teri o semidispari: 


(19) j= 0; ia cela 

e si avrà: 

(20) J=j p=-). 
Dalle (18) si ha: 

(21) P=jiG+1)#; 


sono questi gli autovalori di 5?. Gli autovalori di 3, sono infine determinati dalle 
(16) e risultano dati da: 


(22) J:= mb; with; ifolib 
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per un dato j il loro numero è 2j + 1. È chiaro che anche gli autovalori di /, 


e di /, sono dati dalla (22), perchè /,, /, J: Compaiono simmetricamente nelle 
relazioni di commutazione (5). 


$ 3. - Normalizzazione degli autostati; matrici del momento angolare 
e sottospazi invarianti. 


Data l’espressione degli autovalori di 5? e di 3., indichiamone le autofun- 
zioni con D(Y, j, #) invece che con ®(y, /?, 7.) come si era fatto finora. Per 
trovare le matrici che rappresentano gli operatori 3, e 5, nella rappresentazione 
in cui 35? e 3, sono diagonali, è conveniente anzitutto normalizzare gli autostati 
D(Y, j. #)*). Dalla (15) vediamo subito che: 


(23) Dj #wt1)=NiT:9Mj 2) 


dove N, è il fattore necessario per normalizzare D(Y, j, # + 1) supposto che 
lo sia D(Y, j, #), cioè se è soddisfatta la: 


(4) O, n), do, j, m))=1: 
Tenendo conto delle (11), (13) e (23) si ha: 


1=(0Mj,2+t1)DMj2t 1))= MVit.®Mj m), Ni5+2Mj m))= 
\Nal? (D(Y, j. #), dx Ta PM j) 2)) = 

Pe Na]? (OY. j. #), G-T.0.+2]120,j 2)) = 

= |INul UU+1)—2#Mt1)]2 (0. j 2), DM j 2)= 

= IN. [U+t2)U+t2+1)]}#. 


Quindi: 


_ exp (ia) 


Ny= = 
5VG+m) (f+t2+1) 


dove « è un numero reale arbitrario; è chiaro che la indeterminazione della fase 
non può avere alcun effetto sui risultati e pertanto intenderemo, d'ora in poi, 
con D(y, j, #) l'insieme degli autostati di 5° e di 3., normalizzati secondo la 
(24), e legati l’un l’altro dalla relazione: 


(25) 3.0,j, m=3VGFM) GERFI)O( 1), m+1). 


*) D’ora in poi indicheremo gli autostati normalizzati di 3* e di 3. con D(Y, j, #); fino 
ad ora questi autostati, in generale non normalizzati, crano stati indicati con D(Y, j, m)o 


D (JJ ). 
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Da questa'si ha subito con facili calcoli: 


im ; ji fim y/@) (_)! . 
(264) sE DY. Ja Fj)= VIEZIERD E Fw) 


66)  Firroj+m)=din DI O. j, +)) 


dove 7 è da intendersi positivo. Mediante la (25) possiamo agevolmente otte- 
nere gli elementi di matrice di 5, e di 5,; per quelli di 3, si ha: 


(27) Fa)rimvim sd (D (CA FA mM), Ja PM hi m)) ta 
=t(0(f.j 2), T+DMj #)) +3 (Mi 2), 5-PMj, 2)) = 


-HVG=S FEST te it 
+ B8VG+ 2) (7-#+1) dg dip Fmi 

e per quelli di 3,: 

(28) Tu)rimrim = (Pd 2), TyPM j #))= 
=—-- 0h, n), 3101, j, #)+ 


i i i 
+5 (Phi 2) 3-9. j', 2'))= 
=—? (Î— 2) (+ #2+1) dp dii Tmana 
+ 50 (Î+ #) (7 _-2+1) dp dij Ommt1* 


Gli elementi di matrice di 3? e di 3, sono dati da: 
(29) i gl EROE =j (0/ ai 1) bp dr d;;r Sr 
(30) Ta)im vm = mb Ia, d;; Ci . 


Tutte queste matrici, anche se solo quelle di 7? e di 7, sono diagonali, hanno 
in comune la proprietà di avere uguali a zero tutti gli elementi in cui j#j". 
I vettori D(Y, j, #) per j fisso ed #7 variabile da — f è +j, secondo la (22), 
forniscono una base ortonormalizzata per un sottospazio $° a 2f-+ 1 dimen- 
sioni dello spazio $ di Hilbert. È chiato che se applichiamo uno qualsiasi degli 
operatori 3%, J., Ty» 3 i cui elementi di matrice sono dati dalle (27), (28), (29), 
(30), ad un generico vettore di $‘, otteniamo ancora un vettore di $0) proprio 
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perchè tutti questi elementi di matrice contengono il fattore ò;;. In tal modo 
abbiamo mostrato come lo spazio $ possa essere suddiviso in tanti sottospazi 
5° invarianti rispetto agli operatori suddetti, cioè tali da essere trasformati 
in sè stessi dall’azione di uno qualsiasi di questi operatori. Ognuno dei sottospazi 
5°? corrisponde ad un determinato valore di j in quanto è definito da tutti gli 
autovettori di 3? che hanno per autovalore j(j+ 1) #; sarà in questo sottospazio 
che si dovranno cercare gli autovettori di 3., J,, 3. corrispondenti a quel deter- 
minato valore di j. L’insieme di tutti i vettori ®(y, j, 7) fornisce una base orto- 
normalizzata di $ e gli autovettori di 7, saranno pertanto dati da Y} C,;mD(Y 


J: m) dove i C,;m sono dei coefficienti di sviluppo, ma (®(Y', fm), VALCICA 


J, m))= 0 sej#j'eY#7y'; in tal modo si vede che non è necessario operare 

la combinazione lineare rispetto a y e j e che si può effettuare la diagonalizzazione 
della matrice (3x),;m,yjm mediante una trasformazione unitaria che dipende solo 
da 7, ponendosi in un sottospazio in cui j ha un valore determinato (sottospazio 
$'). È chiaro che anche per 3, vale un discorso perfettamente analogo. 

Le matrici che rappresentano gli operatori 3°, 3., JT, J: sono ad infinite 
righe e colonne, ma ognuna di esse si può pensare ottenuta disponendo sulla 
diagonale principale infinite matrici ad un numero finito di righe e di colonne; 
più precisamente esse sono matrici quadrate che, per un dato valore di j, risulta- 
no di ordine 2j + 1 cioè pari al numero dei possibili valori di w. Le nostre con- 
siderazioni si possono limitare a tali matrici finite e quindi ad un sottospazio 
ad un numero finito di dimensioni dove } ha un valore fissato (sottospazio 6). 
Per scrivere esplicitamente queste matrici si segue la convenzione di porre gli 


elementi con #'= j nella prima colonna e quelli con w=j nella prima riga, 
in questo modo: 


(31) m' = j m=j_-1 
(D(Y.;. S) ) LO(r'.j sj )) (DYy.j N) 5 LO(Y'.j.i De» 1)) rl ei alien 
(dyvjmoyjm = | (Dj — 1), LD ji) (Maj 1, 0Nji1)) | e=j_1 
(Orsi, LD fj)) A m=j—-2 


® è è è è è è è è è ii ie nia 


dove £ è uno qualsiasi degli operatori che abbiamo considerato finora. Diamo 
la rappresentazione di questi operatori per /j= è e per j= 1. Per j=} si ha: 


3/4 0 
Cze = : 3/4 | be dr = } (4 + 1) Via dn 1 
0 1/2 
(Fa)rm im ss | 1/2 0 | h dn =} ò Cr Ù 
0 —;il2 | 
Trium I | i2 0 | b dv =} Sy dn 
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1/2 0 
(Fa)rrom tam sibi | 0 12 | b dr =150, do 
0 1 
(Flint sit | 0 0 d dn 
0 
S)rmrsa = | 4 0 bn 


dove 1 è la matrice unità con le dimensioni appropriate, cioè 2 - 2, e 0,, 
G,» 9; sono, come vedremo, le così dette matrici di Pauli. Per j= 1 si ha, 
(1 essendo ora la matrice unità 3 - 3): 


2 0 0 

O ieri Pei 0 2 0 db? dv =1 (1 t 1) b° dn sd 
0 0. 2 
1 1/V2 0 

Calriazio e 1/V2 0 1/V2 h òn 
0 1/V2 0 
0 —ilv2 0 

Snrmrim = PAVZA 0 — ilv2 BSc 
0 iV/2 0 
1 0 

Folio Pe 0 0 0 b dr 
0 0 _ 
o v2 0 

elia a 0 0 4/2 b dn 
0 0 0 
0 0 0 

(iii n v2 0 0 b dn 
0 v2 0 
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$ 4. - II momento angolare orbitale. 


Abbiamo già detto che nella meccanica quantistica l’osservabile momento 


angolare, definita classicamente da M= 7 A $, è rappresentata dall’operatore 
vettoriale hermitiano: 


Î=t7A3. 


Come sappiamo, nella rappresentazione in cui sono diagonali le x si ha 


sa 
po=— id i" (cioè j è rappresentato dall’operatore — i grad), così che: 


È£=_— ib Ngrad. 


Da questa vediamo che l'operatore È non ha componenti nella direzione 
radiale; ciò suggerisce che esso assuma una forma particolarmente semplice 
se viene espresso in un sistema di coordinate polari sferiche. Cerchiamo pertanto 
l’espressione di £,, £,, £. in questo sistema di coordinate. Ricordiamo a tal 
fine che le coordinate di un punto # sono espresse mediante tre variabili (r, 
®, @) dove la colatitudine è e-l’azimut 9 sono mostrati in fig. 70. 

Le coordinate cartesiane sono: 


x = r send cosg y=r send sengp g=r così. 


Indichiamo i vettori unitari nei due sistemi con 77 e con un indice appropriato 


per specificarne la direzione. I versori lungo gli assi x, y, z Sono 7, 7%; 
e quelli lungo r, 3, 9 sono #,, 73,7, L'operatore gradiente è dato in coordi- 


nate sferiche da: 


Quindi: 


È dati Pa £_D 1 ò 
&=_—ibfANgrad=—idbr#, ie me dial era Dina Li 


Dato che: 
— —. ww _— _. 
W.,AW 320 A, Nig=t, a,NT,=—-Î, 


la precedente diventa: 


= — — lis, — -— 
di dui * send do 
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e questa mostra che effettivamente pu dipende solo dagli angoli ® e gp. Tenendo 
conto che: 


i ,= — Sen p i = c0S9 Ù îg= 0 

di — — 

fi Hi = c0S3 cos 7 y-7,= cos$ cosp # Hi g= — Seng, 
otteniamo: 


e ò ò 
c=#7,L=id (seno o" cotg è cos p +) 


L,= 7, È = ib (- cos © a + cotg 8 seng >) 
(32) dd dp 


i (IE ò lo) 1 ò? 
2 q2 2 oa N ad 
Fm el; da (seno + sen? 27 | 


Vogliamo ora ricavare gli autovalori e gli autovettori di questi operatori 
facendo uso dei metodi che abbiamo esposto sulla teoria generale del momento 


angolare. i 
L’equazione degli autovalori dell’operatore £, è data da (eq. (8) e (22)): 


ih w= mnbv. 
d9 


Integrando segue: 
1 
P= A exp(im 
Va, en 


dove la grandezza A non dipende da g. Dato che la funzione d’onda di Schrò- 
dinger deve essere ad un sol valore in tutti i punti dello spazio, discende che 
m è un numero intero: 


(33) m=0, +1, +2, +3,... m=mb. 
Poniamo quindi: 
Y= Ad) 
dove: 


1 
(34) D(2) = pax Pe): 
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Le funzioni ®(7) sono ortogonali e normalizzate; infatti: 


ar 
| D* (127) D(22') do = dum 
0 A 
L’aver dovuto scegliere per w dei valori interi esclude automaticamente i 
valori semidispari del numero quantico j perchè —j<w <j}. Seguendo la 
notazione solita per il momento angolare orbitale indichiamo tale numero quan- 
tico con /; dalla (21) si ha allora che gli autovalori dell'operatore £? sono: 


(35) L°=/(+1)f# 
dove: 
(36) Pi di‘ © M6- E VP > |. 


Se confrontiamo le (33), (35), (36) con le (19), (21), (22) vediamo che 
la definizione (5) di momento angolare è più generale della (1) perchè nella 
(19) j può assumere anche valori semidispari, valori che non sono permessi se 
il momento angolare viene definito dalla (1). Vedremo in seguito che la maggiore 


generalità offerta dalla (5) ci permetterà di introdurre in modo semplice e na- 
turale il concetto di spin. 


Cerchiamo ora la dipendenza da ® della funzione d’onda di Schrédinger 
YF(Y, 4, #) autostato comune agli operatori T, £?, £.. Dalle (10) e (32) abbiamo: 


i ò i ò 
(37) L=, tiL,=È cp(+ i) (+ tica) 
Poniamo: 
Y(Y. 4, m)= B(X. i, n) O(1g, m)D®(m) 


essendo la grandezza B(y, /, #) indipendente da & e da gp. Dalle (17) abbiamo: 
L£,0(4/)0()=0 
e questa, in virtù delle (32) e (34), conduce alla seguente equazione differenziale 
er 0(/,5): 
i di 2209 _1corg® 0(5)=0, 


le cui soluzioni normalizzate, cioè soddisfacenti la: 


Lr [0(4/)}} send 43 = 1, 
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sono: 
1a/(@2+ 1)! (sen 8) 
(38) o0)= (1) are net o 


Si è qui scelta la convenzione standard per la fase, cioè il fattore (— 1). 
Abbiamo quindi: 


W(y/))= BW4) 04100). 


Applicando più volte a questa funzione l’operatore £_, tenendo conto delle 
(264) e (37) possiamo trovare tutte le Y(y,,w) con—/< # < + 4; inoltre, da- 
to che la funzione ©0(/,/) ®(/) è normalizzata, lo sono anche tutte le © (/,7) D (27) 
ottenute in questo modo. Notiamo infine che l’operatore £_, dato dalla (37), 
opera solo su è e 9, e pertanto la funzione 28(Y,4,/) rimarrà sempre la stessa per 
ogni 7; in altre parole essa non dipende da questo numero quantico. Possiamo 


allora scrivere: 
Y(Yh2#)= B(Y.)) 04m) D(2). 


Due funzioni ©(/7) sono ortogonali per #7 uguale ed / diverso mentre non lo 
sono, in generale, per / uguale ed # diverso. 
Dalla (37) segue subito che: 


d 
D-1 2, exp (img) f(8) = + cxp [im + 1)0] (send)t&m —_ [(sen8)?" /(0)] 
dove # è da intendersi positivo. Per induzione si dimostra agevolmente che: 
(39) h*(£,)% exp (i29) f(8) = 
d* 
= ()"exp [i( + £)o] (seng)}im —_—_ (d c0s9)? [(sen 8)®" /(9)]. 
Usando questa formula e la (264) (si ricordi che w è positivo) si ottiene: 


m)= (— (2/+1) (+ =)! (sen&)-" di-m 
0(4 ) ( ) 2 (_- m)! 2/1 (@ cos. cos$)im (s end); I. 


quindi: - 
2Z+1 1 d' 2/4 1 
(CI CA 0) = VEE DUI Goggi ij / La P:(cos 3) 


dove i P;(cos 8) sono i soliti polinomi di Legendre (vedi Appendice al 
cap. IV). 
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Dalle (39) si ricava: 


_ (2/+1) L'on - m)! si dm 
(40) 0(4 m) = (1 p de: "al C+ a) n) (s se ) (A cos 9}M Pi(cos$?) 
(2 > 0) nina 
2141) (/— m)! dm 
O —-m2)= n° OÙ (sen "a cos 3) Pi(cos®). 
Posto: 
Y(/, m)= 

a 1) nità 
=D (2/41) VE SNO. Cesi QITTI SLI P;(cos 3) exp(imp), 
si ha 


Yo 4 m)= By, DYU, n). 


Notiamo che le funzioni Y(/, 7), autostati comuni di £? e di £,, coincidono 
con le armoniche sferiche introdotte nel cap. IV eq. (70). In tale capitolo era 
stato dimostrato che la funzione d’onda Y(r, 8, 9) di una particella in un campo 
di forze centrali è decomponibile nel prodotto di due funzioni: una R(#,/) di- 
pendente solo da r, l’altra Y(/,w) dipendente solo dagli angoli ed eguale per tutti 
i potenziali centrali. A questo risultato si era giunti esprimendo l’operatore 
hamiltoniano $ in coordinate sferiche polari ottenendo: 


a Ò » È 
— 2r èr (” +)tz 2a (E SIA 


a 1 Ò ad a) % 1 ò* 
i 2mr® |sen®d dd da sen* 3 do 


che, tenendo conto della (32), può essere scritta come: 


I) ò 
ne 2 dr (e +)+ 2a pe PIE 
Da questa si vede facilmente che per un’hamiltoniano di questo tipo si ha: 
[6, £]=0 [6, £.]= 0; 


quindi l’energia, il modulo del momento angolare e la sua proiezione sull’asse 
% sono costanti del moto (6, £*, £. non dipendono esplicitamente dal tempo); 
da ciò discende, in ultima analisi, la possibilità di caratterizzare lo stato di una 
particella in un campo di forze centrali mediante i tre numeri quantici #, /, m. 


514 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


f 5. - Accoppiamento di due momenti angolari. Definizione dei coeffi- 
cienti di Clebsch-Gordan e loro proprietà. 


Consideriamo un sistema in cui Î, e T, siano due operatori momento 
angolare ed ammettiamo che 5, e 5: commutino; ad esempio Sei. possono 
essere i momenti angolari totali, orbitali o di spin di due particelle diverse (ve- 
dremo in seguito che lo spin può essere considerato come un momento angolare 
intrinseco di una particella), oppure 3, e 3. possono essere i momenti angolari 
orbitali e di spin di una stessa particella. 

Come sappiamo, devono esistere degli autostati D(Y, j1 #1), P(Y. ja) #2) 
tali che: 

Si D(Y. jo 211) = jet 1) be D(Y.j 71) 


Ti: PMYjv #11) tai Mi dPR (Yjv #13) 
si D(Y, ja #2) = ja(j2 + 1) #D(Y.jz, #2) 


Ta: P(Y.jz 142) = #2 dB D(V.jx #2) 


dove abbiamo usato la stessa notazione, ®, per i due autovettori anche se essi 
appartengono a spazi diversi ed anche se hanno strutture completamente diverse ; 
con y abbiamo indicato gli autovalori di un gruppo di osservabili I che commu- 
tino sia con 3, e con i, 

Gli stati del sistema potranno essere rappresentati mediante i vettori 
II (Y: 1.52» #1, #3) dati dal prodotto diretto dei vettori D(Y, ji, #1) e P(Y ja #2) 
cioè: 

II (Y3j10.Î274,42) = D(Y3.j171) D(Y52%2) . 


Il prodotto interno di due autostati II è dato da: 


(II (Y3Î13.Î271,,42), II (Y>.Îx3.j2:14,,113)) = 
= (Of), Dr 'jot)) (Ofjta), Dr jet) 


In questa rappresentazione, detta rappresentazione non accoppiata, sono 
evidentemente diagonali le matrici corrispondenti agli operatori 33, Ii dio 
Ta el. 

Ci occuperemo ora di vedere come sia possibile « sommare » i due momenti 
angolari S, e 3, cioè come si possano classificare gli autostati dell’osservabile 

1+ d2 € quali numeri quantici le corrispondano. È chiaro che se sappiamo 
sommare due momenti angolari sappiamo anche sommarne un numero qualsiasi 
iterando il procedimento. 
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Definiamo il risultante x dei due momenti angolari 3, e # nel modo se- 


guente: 
S=31+ 3 
L’operatore 5? sarà dato da: 
3=3+231-9.+ 32. 
Gli stati II definiti prima sono autostati normalizzati dell’insieme completo 
T, Fi, Fi, Tan Ta: 


di osservabili indipendenti e compatibili. È facile vedere che anche l'insieme di 
osservabili : n 


D, Ii Sa 9% I. 


(dove 3.= T1. + T2:) è un insieme di osservabili indipendenti e compatibili e, 
dato che contiene tante osservabili quante il sistema precedente, deve anche essere 
completo; indichiamone gli autostati normalizzati con: 


Eh iv jo vA m). 


In questa rappresentazione, detta rappresentazione accoppiata, sono diago- 
nali gli operatori I, 32, 32, 77, I. 

Vediamo ora di stabilire quali valori possono essere assunti da j ed 77 una 
volta fissati i valori di j, e di j,; pet stabilire ciò consideriamo il sottospazio ca- 
ratterizzato dagli autovalori y, j1 € js. Dalla (22) segue subito che esso ha (2j, + 1) 
+ (2j + 1) dimensioni; questo numero corrisponde infatti al numero di modi di 
assegnare indipendentemente 7, ed 7, alle ®: 


mia —it1; fili A 
mo=—jx} —ji+1;-..;ji_- 1; 


Determiniamo quali valori di j e di 77 caratterizzino le Y di questo sottospa- 
zio; si può risolvere agevolmente questo problema una volta che ci si sia resi conto 
che alle due rappresentazioni sono comuni non solo i numeri quantici Y, j1,/a, ma 
anche il numero quantico 7. Dal fatto che 5,= F,- + Ja; segue chez = 2, + 23; 
essendo inoltre $ un momento angolare si ha che per un dato j vi sono 2j + 1 
valori di 7 dati da: = —j; —j+ 1; ...;j—1;/. Il più grande valore di 
m che si può avere in un vettore Y' deve essere j, + ja da cui infine segue che 
anche il massimo valore di j è j, + j». In questo caso particolare si ha: 


(41) exp ((:39) b'ASAIOZIOZIOZI tja.f1 + ja) n II (Y:jnjojvjS2) 
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con « reale. Infatti se applichiamo ad ambo i membri di questa eguaglianza l’ope- 
ratore 3? scritto nella forma: 
(42) 3°= (Fur + Tar)" + Gay + Tan)" + Fia + 322)? = 

nà di T 3 + T1+ Ta- + Ta- T2+ + 2 T1: Ta 


dove naturalmente: 
Ti e Tir * 1F1y Ta = Ta + i Fay 
(si noti che 5? connette stati con valori differenti di 77, ed 73), vedianio subito, 


tenendo conto delle (17), che esso coincide, in questo caso particolare, con l’ope- 
ratore Fi + 3: + 2 J1. Ja... operatore di cui gli stati Y e II indicati sono autostati 


corrispondenti allo stesso autovalore poichè: 
i(d+1)=ij(/1t+1)+so02+ 1) + Zia 

se j= j1+ j:. Analogamente si ha che, seej=j1+j. ed #=—j,—j» allora: 

(43) exp (8) Y(Y:jsjnji tin i i)=UMjvijo — iv —Î2) 


con f reale. Notiamo che è possibile scrivere le (41) e (43) proprio perchè in 
questi due casi, e solo in questi due, l’operatore 5? coincide con l’operatore 
Ti + 35+ 231: Fa; in generale 5? non commuta con 5; Fa: € quindi non possiede 
‘ un sistema completo di autostati in comune con questo operatore. 

Riprendiamo ora la discussione dei possibili valori di j; considerando gli stati: 


II Mivivi o“ 1,.j2) e II (CPOZIOLIOLINI — 1 ) 


è chiaro che essi sono connessi dall’operatore 3? e che mediante una loro oppor- 
tuna combinazione lineare si può costruire lo stato (Y, io jnjrtinixti: 1); 


infatti la (25) implica che: 
5 explix) V2j + 2iaY(Wnivinivtinivti.—1)= 
= exp(ia) T-YM.jnvjinih tini. ti) = 
= Gi Ta) I (Y./n/9Î1/2) = 
= 5{V%, rin jnji.—1,j:)+VaMtjnivinji:—1)} 
Si può costruire uno stato ortogonale a questo e cioè: 


Vist Cr. info hi) —VilWtiv iv iv fi — 1) 
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Se applichiamo a questo vettore l’operatore 5? vediamo subito che esso è 
autostato di 3? con autovalore: 


Pi +ja) (ja 1) 
cioè: 


j=ijtij 1. 
Per w= j\+_j:— 2 abbiamo tre stati II e cioè: 


IT (Y jo jo ji 2, ja) 
I Îv ij» ii 1, VC 1) 
II (Y. jb ij» iv ja 2). 


Possiamo costruire, come abbiamo già fatto, mediante questi tre stati II due 
stati di cui abbiamo già trovato il valore dij e cioè Y(Y.jnjnf1 tin Yi: 2) 
e Y(Y.jnjiwni\x ti: 1.j\+.j:— 2). Mediante una opportuna combinazione 
lineare dei tre stati II in questione è possibile costruire uno stato ortogonale ai 
due vettori Y suddetti che, come si può verificare con un calcolo diretto, risulta 
essere autostato di 3? con j = j, + ja — 2. Anche senza eseguire il calcolo si vede 
subito che per questo stato non si può avere j=/j\+j:0j=/1tj:-1 per 
chè ciò implicherebbe l’esistenza di due stati con j=/\tj» #=/1t/21 9 
di due stati con j=/1+j.— 1, #=j1+j2—1 che si potrebbero ottenere 
dallo stato Y in questione mediante l’applicazione dell'operatore 3,. Tuttavia 
se j, 0 ja fossero uguali ad } non avremmo ottenuto uno dei tre stati II e, di con- 
seguenza, non avremmo affatto determinato un nuovo valore per /. 

Procedendo in questo modo, riducendo di 1 ogni volta il valore di w= 
= w#,+ #, e prendendo in considerazione solo stati ortogonali a quelli prece- 
dentemente trovati, si ottengono sempre nuovi valori di j appartenenti alla 
successione : 


iti ij. tin 1iji ti. 2; .. 

In generale si ottiene il più piccolo valore pet j1=/1+/2—# quando 
ij —n=—jx dove j: è il più piccolo tra i due numeri j, € j2; è quindi 2w= j, e 
il valore minimo di j è |jj—jal- 

Abbiamo determinato in tal modo i possibili valori di j che risultano essere 
dati da: 

(44) j=ijtijxj.vtix1;jtj-2; eo; Va ial; 
come abbiamo già detto per ognuno di questi valori di ji valori di 77 sono: 


m=_-j —jt+1;...;j_-1;/. 
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Dato che 
lida!. . «i +ia x x % 
p> (27+1)= (2+ 1) @j.+ 1) 


3 


il numero dei vettori Y e II nelle due rappresentazioni è uguale, come deve 
essere. 
Ricapitolando: se abbiamo due momenti angolari "i. e fi il cui modulo al 
quadrato è ji(j1+ 1)#? e j(j1+ 1)#? rispettivamente, allora il modulo al qua- 
drato del vettore 3, somma di op e di J,, è uguale a j(j+1)#° ed i possibili 
valori di j sono dati dalla (44). Questi valori sono uguali a quelli trovati empiri- 
camente dagli spettroscopisti prima della formulazione moderna della meccanica 
quantistica. I risultati ora ottenuti venivano interpretati mediante un modello 
in cui due vettori, di lunghezza j, € j,, venivano sommati vettorialmente incomin- 
ciando con il caso parallelo con risultante j, + ja ed ottenendo via via tutti gli 
altri valori che differiscono da questo di numeri interi fino a |j, —j2| per il caso 
antiparallelo. 

Abbiamo già notato che, fissati j, e j2, il numero dei vettori Y' e II è uguale; 
da ciò deriva che deve essere possibile passare dall’uno all’altro dei due sistemi 
di autostati mediante una trasformazione unitaria. Poniamo pertanto: 


(45) PMijvfojM)= 2 C(jjaj3 77127) I (Y, j10 29,712). 
mita 


È chiaro che i coefficienti di questa trasformazione non dipendono da y; 
infatti in un sottospazio dello spazio di Hilbert in cui j;, e ja hanno un valore 
fissato, i vettori II formano la base di una rappresentazione in cui 3,€ J, sono 
espressi in termini di matrici che non dipendono da y (vedi (27), (28), (29), 
(30)) e quindi anche le matrici di 5? e di 7, sono indipendenti da y, cosa che av- 
viene anche per le componenti C(j,jaj; #77) dei loro autostati Y' rispetto alla 
base II. 

Gli elementi C(jxjaj; #,#1,m) della trasformazione unitaria in questione, 
che ha (2j, + 1) (2f2.+ 2) dimensioni con righe e colonne indicate mediante 
le coppie 27,, #73 € j, #7 rispettivamente, sono i cosiddetti coefficienti di Clebsh- 
Gordan o di Wigner; essi sono anche chiamati coefficienti di addizione vet- 
toriale dato che si somma }, con j, per ottenere j ed 7, con w, per ottenere 7 
(sebbene, come abbiamo visto, le regole della somma siano differenti, cioè vetto- 
riale per gli j ed algebrica per gli mr). 

Se applichiamo ad ambo i membri della (45) l'operatore 5.= 31. + Fa, 
otteniamo: 


ME (off) = si (214 22) C(jjzj; 1,737) I (> jx.j271743) 
ma 
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x» (mm m3) C(jijoj: mmm) (vj jo ma) = 0. 


ma 


Dato che i vettori II sono linearmente indipendenti, la somma ora scritta 
può essere nulla solo se ogni termine è identicamente nullo, cioè: 
(m_—-m— ma) C(j.j.j; mmm)=0, 
da cui si ricava: 


C(j,jrj; mm) = 0 se Mm#mt Ma. 


Di qui vediamo che la sommatoria doppia che compare nella (45) è in realtà 
una sommatoria semplice poichè deve essere verificata la condizione: 


(46) m= My, + Ma; 
pertanto, possiamo scrivere: 


(47) PMjvjnjM)= 2 C(j.j2j; MM) II (Y3.Î1Î0221/42) 
e le regole d’addizione vettoriale implicano che questi coefficienti sono nulli 
se non sono soddisfatte le (44) e (46). 

Dato che i coefficienti di Clebsch-Gordan sono elementi di una trasforma- 


zione unitaria, è facile vedere che sono soddisfatte le seguenti equazioni (per 
Îsnja fissi): 


II (Y3j1.Î2:#1,712) = p> C*(Yijaj: My1gM) Yrijvjnj,M) 


(48) Zi C*(jrjaj: mmm) C(j.j.j} mm) = Sui Con. 
jm 


Zi C*(j.jaj': #1ym') C(jrjzj: 71310) = dj Imm 3(jnj»j) 

Sigla 
dove $(_j,,j2,j) vale 1 se / soddisfa le (44) ed è 0 altrimenti. Inoltre, come appa- 
re dalla discussione fatta sugli stati Y' e II, la matrice dei coefficienti di Clebsch- 
Gordan può essere scissa in sottomatrici ognuna delle quali corrisponde ad un 


dato valore di 2 = 7, + #3; ognuna di queste matrici è essa stessa unitaria ed 
abbiamo: 


>, C*(j1j2j: mM — 21171) C(j.j2j; My — My) = Sa 
2 


x C*(j.jz.j; mmm) C(jjaj; tm_—m,m)= 8;p8(j.j2j) 
7 
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Dalle (47) e (48) appare chiaro che la probabilità che il sistema abbia j ed # 
dati, una volta fissati /,,7, € j2,#», ha la seguente espressione: 


IC(/rj2j; wmym)}}. 


Si può dimostrare che, mediante una scelta opportuna delle fasi dei vettori 
Y e II, i coefficienti di Clebsch-Gordan sono numeri reali. Esplicitamente si ha: 


ss, 2j +1) (tft)! Vit A)! Vi) 
C(jrj2j 5 #,11398)= dmn +m, ae] 


ì [i + m,)! i 2)! (j.+ Ma)! (ja — #2)! (+ m)! (_ m)}}} 
1 
LO) 


njtirdA) GAD ft j41+) U_-j 1x1)! 
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CarrroLo VII 


PARTICELLA CARICA IN UN CAMPO ELETTRICO E MAGNETICO. 
EQUAZIONE DI PAULI. 


$ 1. - Equazioni di Schròdinger per un elettrone in un campo elettroma- 
gnetico. 


Nelle considerazioni fatte sin qui abbiamo sempre trattato questioni rela- 
tive al comportamento di particelle soggette all’azione di forze che ammette- 
vano una funzione potenziale U dipendente dalle sole coordinate posizionali ed 
eventualmente anche dal tempo. Non rientra quindi in questa classe di problemi 
lo studio del comportamento di una particella carica e sottoposta a forze ma- 
gnetiche. 

Ci occuperemo ora dell’estensione della teoria di Schròdinger per lo studio 
del moto di una particella sottoposta a forze elettromagnetiche oltre a quelle 
ordinarie derivanti dalla funzione potenziale U. Tale estensione si raggiunge fa- 
cilmente ricordando che, com’è noto, una particella di carica e che si muove 
con velocità 7 in un campo elettrico E e in un campo magnetico Hè sottoposta 


alla forza: 
F-:(E+ 72) 


la quale, come abbiamo a suo tempo osservato (cfr. parte I cap. II $ 3), si può 
derivare dal potenziale generalizzato 


U=e(v- 1.4), 


essendo V/ e A rispettivamente il potenziale scalare od elettrico ed il potenziale 
vettore o magnetico, legati alle intensità E e HH’ dalle relazioni: 


=—gadVT_--— — H= tot A. 
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Pertanto, come abbiamo visto, è possibile mettere le equazioni del moto 
della nostra particella sotto forma hamiltoniana, pur di prendere come funzione 


hamiltoniana la seguente: 
1 FC 30, - POL "AVER 
(1) -La (0-4 J+e + 


dove: 
= nd, + TA, 


essendo le g, le tre coordinate cartesiane x, Y, %. 
L’equazione della meccanica quantistica relativa al problema in conside- 


razione si otterrà quindi trasformando la (1) con il procedimento consueto 


) nel corrispondente opera- 


(cioè applicando la sostituzione $, + Di 
TT r 
tore: 
L wl b mè e 9 
2 = —— tions sii 
2) s-D(+-_t4)+v+1, 


dato che i potenziali 4 e V dipendono dalle sole coordinate di posizione. 
Si ha così l’equazione: 


Bo 
dal i ici 


dove, esplicitando e simmetrizzando (cfr. cap. V, $ 5) il doppio prodotto, per 
l’operatore $ si ha: 


> PE e nè e 
(3) ba A+4)4 A V4 IL 


essendo p l'operatore = grad. 


Trasformiamo ora il termine: 
p.A= Pa 4A, + pyriAy + p. A 
ricordando le formule di commutazione di $ 4 (cap. V). Si ha: 


pi) = 1@p+ È SO, 
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e altre formule analoghe in y e in 7. Dopo calcoli immediati si ottiene: 


PA= 4.5 + n div 4 
onde la (3) diviene: 


_&_e 3. db e. e 
f — dr iA RI 


2m me i 2mc 


Pertanto l’equazione temporale di Schròdinger, relativa al problema che 
stiamo considerando, potrà scriversi in forma esplicita: 


b è , he 
So S=|- w "9" Ag 2ime ist 
e 
+ ‘+ V+ ue. 
2me* 


Da questa si può ricavare l’equazione di Schròdinger per gli stati stazionari: 


Su, WA» 
vale a dire: 


tia be be è e î 
(5) |— A, cli rr div 4+ A+ 


+ eV + u| = WUa 


$ 2. - Atomo in un campo magnetico. 


Sia dato un atomo con un solo elettrone ottico (di carica — e) che suppor- 
remo muoversi sotto l’azione di un campo centrale di potenziale U(r) e di un 
campo magnetico omogeneo d’intensità H, e diretto lungo l’asse z. Essendo 
il campo H di componenti (0, 0, 77), esso ammetterà un potenziale vettore 
À di componenti: 


A,=—3Ho A,=}Hwx A,=0 


pet cui Bx= rot 4. 
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L’hamiltoniano del sistema (essendo WV nullo, per la condizione di Lo- 
rentz è div A4= 0) sarà (essendo anche U = VU): 
e è 


e a 
= bian 2 seni 
mec Moe & À) * 26° AEREE VIA 
_ eHo Ae E 
= + nd (x py9Pa)+t da * U + a" 
ne eHo e n p° 
iii 2antt sedili 2,6? sii 2ato” 


A?, trascurabile nei problemi di fisica ato- 


2° eH 
. LI . [1] 
mica, consideriamo l’operatore L= — 


Tralasciando il termine 


M.. 

Zane È 

Esso, come è immediato verificare, commuta con l’operatore $ (commu- 
2 


tando con l’operatore &9= Ra +U del campo centrale e con se stesso) 


0 
e pertanto è una costante del moto. Essendo d’altra parte gli autovalori di WM, 


dati da 75 (con w numero quantico magnetico), avremo che l’hamiltoniano 


S avrà per autovalori: 
Wim = Ent # Wo Fo; 


dove E,; sono gli autovalori dell’operatore H7, del campo centrale e dove si 


è posto wo = , grandezza denominata magnetone di Bohr. 


e. 
20806 

Si noti che, a parte il campo coulombiano per il quale E,; dipende solo da # 
e non da /, la presenza del campo magneticoj 77, toglie completamente la dege- 
nerazione dei livelli dal momento che) ad ogni autovalore [W,;m corrisponde 
una singola autofunzione, tm = Yim(®, @) Rui(r), dipendendo l’espressione ef- 
fettiva di R,;(r) dalla forma del potenziale U(r). 

Ogni livello imperturbato E,; (2/+ 1 volte degenere) si spezza dunque 
in 2/+- 1 livelli corrispondenti ai diversi valori dim (n= —4—/+1,...,-1, 
0, + 1, ...,/). È appunto questa la ragione del nome di numero quantico ma- 
gnetico attribuito ad ww. 


$ 3. - Spin e momento magnetico intrinseco dell’elettrone, 
I risultati sopra trovati però sono in disaccordo con i risultati delle espe- 


rienze che dovrebbero verificarli. Infatti, se si esegue lo studio dell’azione di 
un campo magnetico costante sui livelli energetici di un elettrone atomico attra- 
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verso l'osservazione delle righe spettrali emesse (effetto Zeeman), si vede che 
ogni livello E,, si scinde, sotto l’azione del campo magnetico, in un multipletto 
costituito da 2(2/+ 1) componenti e non 2/+ 1, come abbiamo trovato nel 
paragrafo precedente. 

Le informazioni fornite dallo studio dell’effetto Zeeman possono essere 
completate da quelle che si ottengono dall’esperimento di Stern-Gerlach con- 
sistente nell’osservazione del comportamento di un elettrone di valenza in un 
atomo per effetto di un forte campo disomogeneo: un fascio di atomi (alcalini, 
argento, rame, oro, ecc.) per effetto del forte campo disomogeneo si scinde in 
due fasci parziali deflessi dal campo in sensi opposti in modo da formare un 
angolo proporzionale al gradiente del campo. È importante il fatto che questa 
separazione si ha anche se l’elettrone è in uno stato s (/= 0) e quindi con mo- 
mento orbitale nullo. 

È noto come i risultati sperimentali, ottenuti per mezzo dell’osservazione 
dell’effetto Zeeman e per mezzo dell’esperimento di Stern-Gerlach, hanno tro- 
vato una spiegazione abbastanza soddisfacente, nello spirito della teoria modelli- 
stica di Bohr, sulla base dell’ipotesi dell’elettrone rotante formulata da Uhlen- 
beck e Goudsmit (1925). Secondo tale ipotesi l’elettrone possiede un momento 
meccanico intrinseco (associato modellisticamente a una rotazione dell’elettrone, 
immaginato come una piccola sferetta, attorno ad un proprio asse), la cui com- 
ponente in una direzione qualsiasi può assumere solo i due valori + 15). A 
questo momento meccanico è associato un momento magnetico intrinseco la 


cui componente lungo una direzione qualsiasi può assumere i valori + 


2” 
Entrambe le grandezze sono indipendenti dal moto di rivoluzione dell’elet- 


trone attorno al nucleo, ma hanno, come abbiamo detto, un carattere intrinseco. 
Pauli ha mostrato come sia possibile estendere il formalismo della mecca- 
nica quantistica in modo da tener conto dello spin e del momento magnetico 
intrinseco dell’elettrone. 
Ricordiamo che a suo tempo (cap. VI) si sono studiate le proprietà del- 
l’osservabile momento angolare orbitale (0 momento della quantità di moto) di 


una particella, rappresentato (nella rappresentazione delle coordinate x) dall’o- 
peratore vettoriale 


“ ò 
(6) Ù=FA1F=—TAgrd. 


La norma W° ammette gli autovalori £°/(/+ 1) e la sua componente 
M. (0 M, o M,) gli autovalori 4 w, essendo / e 7 numeri interi (/= 0, 1,2,.. 
m= ... 2, — 1,0, + 1, +2, ...). Il fatto che gli 7 siano interi deriva 
dalla condizione che l’autofunzione debba essere ad un sol valore; quello che gli 
/ pure siano interi deriva dalla suddetta proprietà per # e dalla condizione che 
le autofunzioni non debbano presentare singolarità. D'altra parte, com’è noto 
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dalla teoria generale degli operatori lineari hermitiani, M,, V,, N, risultano com- 
pletamente determinati in base alle sole regole di commutazione, indipendente- 
mente da ogni loro particolare rappresentazione. In virtù di questa proprietà 
è facile convincersi che la specificazione (6) per l'operatore M, richiesta dal 
procedimento di costruzione degli operatori atti a descrivere nella meccanica 
quantistica le grandezze che hanno un analogo classico, rappresenta una limita- 
zione, escludendo essa gli autovalori di M, e M corrispondenti a valori semidi- 
spari di 77 e /, i quali invece sono ammessi se si considerano gli operatori diretta- 
mente definiti dalle regole di commutazione *). In altri termini, se si considera 


l’operatore « vettore »: 


© = (6,,6,,5.) 


definito dai commutatori: 


(7) [S,, 6,]=6,6,—6,6.= 156, (e cicliche), 


si ottengono per ©? e €, rispettivamente gli autovalori: 


Bj(j+ 1) e m; È 
ove: 


j=0, 4, 1, 3/2, 2, 5/2,3.... nici 


Nel caso dello spin dell’elettrone (indipendentemente dal moto orbitale) 
si dovrà avere, in base all’esperienza, = s= } e conseguentemente 7;= 7,= 


= +8. 
In base all’osservazione precedente è facile sviluppare un formalismo capace 
di descrivere le proprietà connesse con lo spin dell’elettrone. Caratterizziamo 


infatti questo per mezzo di un operatore: 


(8) 5 150 o= (0, Cs G.) 


si dovrà avere che ciascuno degli operatori 0,, c,, 0, ammetterà gli autova- 
lori +1et1. 

Tali operatori potranno rappresentarsi per mezzo di matrici a due righe e 
due colonne. 

Dal fatto che ciascuna delle matrici 0,, 0, € o, ha come autovalori + 1eT— 1, 
segue che: 


(9) oe = 0 =ogi=1 


*) Si veda a questo proposito lo studio particolareggiato dell'operatore momento ango- 
lare fatto al Cap. VI. Per ragioni didattiche si è preferito fare nel presente paragrafo una tratta- 
zione autosufficiente anzichè riferirsi esplicitamente ai risultati del Capitolo precedente. 
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dove 1 è la matrice unità 2 x 2. Tenendo presente questo fatto, è facile vedere 
che le matrici c,, 0, € 0, anticommutano tra loro, cioè soddisfano alle relazioni: 


0, = 0: 
(10) igiacna, 
Of = — Gig 


Consideriamo infatti, ad es., l'equazione 0,5; — 0.0, = 2i0,; moltiplican- 
dola a destra e rispettivamente a sinistra, per c., essa dà: 


Gy— 0.9,9:= 20,0; 
cos: — 0y= 2i0,0, 


e da queste segue immediatamente la seconda delle (10); per le rimanenti, si 
opera in modo analogo. In virtù delle (10), le regole di commutazione: 


GO — C0y= 2i0, 
Gr — 039: 2ic, 
Gy — Cir = Zio, 


assumono la forma più semplice: 


GI: = 10, 
(11) G,0,= i0, 
0,0,= i0;. 


Si può notare che, scrivendo 0, = 01, 0, = 02, 0:=0, la (9) e la (11) 
si possono compendiare nell’unica formula: 


(12) 0,5,= 8,1 + ie,10 r,5=1,2,3 


dove e, è il consueto simbolo di Ricci. 


Per determinare 0, € 0, nella rappresentazione in cui a, è diagonale, operiamo 


i; a b Li À 
come segue. Scrivendo: 0,=: did la condizione c,0.= —g.0, fornisce 


anzitutto 4= d= 0; a sua volta, la condizione cè = 1 implica be = 1. Quest’ul- 
tima, dovendo la matrice o, essere hermitiana, equivale a |b|]f= 1, ossia b= 
= exp (ix), cona reale arbitrario. Poichè la scelta del fattore di fase è inessenziale, 


1 P , , 
prendiamo a = 0; allora o, = hi il La matrice 0, può ora determinarsi me- 


528 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


diante la seconda delle (10), e risulta data da l al Le tre matrici: 


1 0 
0—-1 


0—;i 
i 0 


Gi = 


(13) G, = cy = 


01 
10 
che soddisfano a tutti i requisiti di cui sopra, sono note come watrici di Pani. 

Osserviamo infine che il momento magnetico intrinseco È, dell’elettrone 
sarà rappresentato quantisticamente dall’operatore: 


— Ho = (— 4o0z, — Hoy — hot:). 


$ 4. - Equazione di Pauli. 


Definiti così gli operatori di spin, si tratta ora di estendere l’equazione di 
Schròdinger in modo da tener conto anche dell’esistenza di questa nuova osser- 
vabile. Rappresenteremo lo stato dell’elettrone con una funzione 4, la quale di- 
penderà, oltre che dalle variabili di posizione x, _y, z, anche dallo spin che carat- 
terizzeremo per mezzo di una variabile w, per cui y= Y(x, Y, Z; ©; #). Su di 
questa opereranno gli operatori di spin G = (0,, c,, 6.) rappresentati da matrici 
a due righe e due colonne. Conseguentemente la dipendenza della 4 da w deve 
essere di tipo tale che si possa scrivere in generale: 


#2? (cc, 3, E: 1) 


b(x, I Xi 0; 7)= | 


essendo le y(+#), YI? funzioni ordinarie delle variabili di posizione oltre che del 


tempo. 
Per comprendere il significato fisico della funzione y, matrice a due compo- 


nenti, osserviamo che è sempre possibile scrivere: 
(+) 


I (+) 0 
(14) v=[t|= [fo |+||= = G=1, 2) 
(+) 0 
(Y n n pa = 4) 
tai (+) 0 ti 
e che le matrici Y,= o| © d, = | yo sono le autofunzioni dell’operatore 


G; corrispondenti rispettivamente agli autovalori + 1 e — 1. Si ha infatti: 


1 0I |M#) (+) 
ov = | _il|'o= |'0|=+1% 
1 0)|0 0 
osta = ‘o LA Ra PER Lel= te 
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La y#) = W, descrive quindi uno stato dell’elettrone in corrispondenza del 
quale si ha certamente per a; l’autovalore + 1 (equindiS.= + 33);lay2 = 4, 
descrive invece uno stato in corrispondenza del quale si ha per c; l’autovalore 
— 1 (e quindiS,=— 18). 

Allo scopo di scrivere l'equazione cui soddisfa la W(x, y, £; ©; #) partiamo 
al solito dall’espressione dell’hamiltoniana classica per un elettrone dotato di 


momento magnetico }î, oltre che di carica — e, in un campo elettrico E e ma- 
gnetico 


1 e È = 
Ha= 3 La(0+-44) —eV_-Hi 


cui corrisponde l'operatore hamiltoniano: 
H5= Got poll.d = So + Si 


essendo $, l’operatore hamiltoniano, per una particella di carica — e in un campo 
elettrico e magnetico, dato (a parte il segno della carica) dall’espressione (3) 
di $ 1. 

L’equazione che generalizza quella di Schròdinger per l’elettrone dotato 
di un momento magnetico associato allo spin, e che viene chiamata equazione 
di Panli, si scriverà formalmente sempre: 


db 
b=ihb —. 
SÙ x» 


È quindi spontaneo interpretare |y{*+)|2 4V e |Y{2|® 4V come probabi- 
lità di trovare l’elettrone nell’elemento di volume dV/ con S,=+}%e S,= 


= —}}, rispettivamente. La condizione di normalizzazione andrà pertanto 
scritta come: 


(15) I _ (IWP+ 99) dV7= Î Vv dv=1, 


dove g+= |j{+* y(*| è la coniugata hermitiana della matrice y data dalla (14). 
La (15) si usa scrivere convenzionalmente anche: 


fio | PI tO) dI ant 


Nel caso in cui $ non dipenda da 7, avremo che la soluzione generale del- 
l'equazione di Pauli sarà esprimibile con lo sviluppo in serie (ed eventualmente 
in integrale): 

d= Mn exp(_W, fb) *) 


*) n rappresenta globalmente i numeri quantici orbitali e di spin. 
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essendo: 
(+) (+) 
im Un (29%) i Hn 0 = * 
"Jo 10 + 0) = Len, #14 *) 
ut) 0 
Hln'1 = 0 Hn's == Pz) 


la funzione d’onda a due componenti che soddisfa all’equazione degli stati 


stazionari: 
(16) Sa. = Pair 
Le equazioni di Pauli, tenendo presente le (13), si scrivono: 
y+) e dò |U(+) 
Do gi + poll Fl i MIE [di 
Ma: 
i 3 01 0—i 10] 
Ra= È, Ho=Hs{ |+4| o + A: 0-1" 


_| HH. (H.—iH)) 
(H.+iH)) —H, | 


per cui le equazioni precedenti, esplicitate, si scrivono: 
o) 
Bo BH + polZ tt + pol, — i) VO = IE SY 


(17) 
So + pol, + iN) VO pH = id - g9.. 


Quando il campo magnetico è uniforme e costante, la $, non contiene le 
coordinate di posizione, ma solo quelle di spin. È possiible allora procedere 
alla separazione delle variabili di posizione da quelle di spin. Porremo: 


(18) PI, 5 0; #)= Dx, X5 5) (0) 
dove 9(w) è evidentemente una funzione a due soli valori 


P(0) = iti 


a 
b 


*) n° rappresenta globalmente i numeri quantici orbitali. 

**) Naturalmente varrà la condizione di normalizzazione: |a] +|£]|!=1. È chiaro 
che | a |? dà la probabilità di trovare, in una misura della componente dello spin lungo l’asse 
z, il valore # d, mentre |£ |* la probabilità di trovare per tale componente il valore — + #. 
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In particolare, per gli stati stazionari, sarà: 


(19) Un(X,, Zi W) cut 1. (x,I, z) @s(%) con P2(%) si Ri 


(n= n',5) (s= 1, 2). 


Con la posizione (19) l’equazione (16) degli stati stazionari si scinde nelle: 


(20) o n(x,I; Z) — Ud n (x, Z) 
(21) uoll-do,= Wo, 

e sarà: 

(22) W,=W3+W.. 


La (20) è l’ordinaria equazione di Schròdinger per cui W0 e #0. rappresentano 
rispettivamente i livelli energetici e le autofunzioni secondo la meccanica quan- 
tistica quando si trascuri l’esistenza dello spin. La (21), in cui IW, rappresenta 
l'energia dovuta all’azione del campo magnetico, si può esplicitare nelle due 
equazioni elgebriche: 


uol7,4; + bo(F7,— i7H7,) b,= Wa, 


(23) 
bo(77, + iH,) dg uol7.b, tati W,b, 


le quali sono lineari e omogenee in 4, e d,. Soluzioni non identicamente nulle 
si hanno -a condizione che sia:. 


che dà: 
(25) (VW) = v3(42+ H+ H3)= wH?, 
le cui radici sono: 
Wi = pol? W.= — uol? 


che denotano evidentemente i valori dell’energia magnetica in corrispondenza 
alle due orientazioni possibili dello spinf vc (21) ). 

Sostituendo questi due valori dell'energia magnetica nelle (23) si deter- 
minano le due @,(w) ad essi corrispondenti; precisamente, tenuto conto 
della condizione di normalizzazione cui le %, devono soddisfare e cioè 
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|a,|® + |4,|*= 1, si ha in corrispondenza a W,= uo: 


con 4,= Var exp (ia) 


H— H, 
c e E paz? exp (x + arctg (4,/4,))] 


con a reale arbitrario. 


di 


P1 = b, 


In corrispondenza a W, = — po? si ha invece: 
da H_- HH, 
Q, = b, con d4,= de i exp (ix) 
H FH, 
è he TESI 1A: exp [ile + arctg (yH.))]. 


Se si suppone che il campo magnetico sia diretto e orientato come l’asse % (e 
cioè H= H,; H,= H,=0)si ha: 


gi(0) = | ù | =a(0) 


g(0)={|f|=P@) 


In tal caso a(w) e B(4+) sono evidentemente le autofunzioni di o, corrispon- 
denti agli autovalori + 1(S,=35) e —1(Ss=—12)*). 

Se, contemporaneamente allo spin, si considera il moto orbitale dell’elet- 
trone, il momento angolare orbitale ed il momento meccanico di spin dell’elet- 
trone si compongono a dare il momento angolare #ofa/e, che sarà pertanto indi- 
viduato dal numero quantico inferzo j=/+5= / +4: quindi, fissato /, il nu- 
mero quantico j può assumere due valori, salvo nel caso /= 0, in cui j può 
assumere il solo valore + 1. 


$ 5. - Equazioni di Pauli generalizzate. 


I principi generali del formalismo della teoria di Pauli, sviluppata per l’elet- 
trone, valgono in generale per qualsiasi altra particella a spin } (ad esempio 
il protone, il neutrone, il mesone p). Ovviamente per e si dovrà mettere la carica 


*) Ovviamente essendo la funzione di stato determinata a meno di un fattore di modulo 1, 
l’espressione più generale per le due dl a fondamentali di spin sarà: 


exp (ic) £ M 


0 essendo e, d delle costanti reali qualsiasi. 


a(wW) = 


exp (id) 


CAP. VII - EQUAZIONE DI PAULI 533 


della particella considerata (ad esempio per il neutrone si porrà e = 0) e per 
Wo il momento magnetico della stessa (ad esempio: È, = usò con pa = + 2,7928 
kw per il protone, e un = — 1,9125 py per il neutrone, py essendo il magnetone 


nucleare uy = ——, con pw, magnetone di Bohr). 


Le 
1838 

È possibile estendere il formalismo di Pauli anche al caso di particelle con 
spin diverso da }. 

Accenneremo brevemente al caso delle particelle con spin eguale a 1 (in 
unità 5). 6, dovrà possedere gli autovalori: —1, 0, +18. 

Posto È= # è (essendo #=0,, 0,, 0.) con: 


[0,, 0,]= #0; [c, c.1=i0, (o, c.]=i0,; 


si può soddisfare a tutte le esigenze prendendo, in una rappresentazione con 
c, diagonale: 


1 010 1 0 -i 0 100 
o,= —= |1 01 cy= i 0-i o,= |0 0 0 
vV2 010 vz lo i 0 0 0-1 
+4) 
Si assume poi ) = A e E= po. 
yi 


È infine immediato scrivere l'equazione per la funzione di stato che genera- 
lizza quella di Pauli per una particella a spin 3. 

Vogliamo terminare osservando esplicitamente come l’equazione di Schrò- 
dinger della meccanica quantistica sia l’equazione che descrive, nell’approssi- 
mazione non relativistica, il comportamento di una particella non dotata di 
spin e di momento magnetico intrinseco. Essa viene però assai spesso usata, in 
sostituzione della corrispondente equazione di Pauli, anche per descrivere il com- 
portamento di particelle (come l’elettrone) dotate di spin e di momento magne- 
tico intrinseco in tutti quei problemi (e sono in pratica assai numerosi) nei quali 
gli effetti associati alle predette grandezze si possono ritenere trascurabili. 
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CaprroLo VIII 


METODI APPROSSIMATI PER LA RISOLUZIONE 
DELL’EQUAZIONE DI SCHRODINGER 


Nei capitoli precedenti abbiamo mostrato, con alcuni esempi, la tecnica 
da seguirsi per effettuare i calcoli caratteristici dei problemi di meccanica quan- 
tistica. 

Va però notato che solo in pochi casi si ha a che fare con equazioni diffe- 
renziali che si sappiano integrare esattamente. In molti casi invece la funzione po- 
tenziale U è tale da rendere impossibile l’integrazione esatta della corrispondente 
equazione di Schròdinger. Si può però ricorrere allora a procedimenti approssi- 
mati, atti a dare risultati utili per le applicazioni pratiche. Fra questi ci limiteremo 
qui ad illustrare i seguenti: il metodo perturbativo, il metodo variazionale ed 
il metodo di WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin}). i 

Osserviamo infine che è anche sempre possibile ricorrere a procedimenti 
di calcolo numerico i quali sono oggigiorno estremamente efficienti data la 
possibilità di impiegare i calcolatori elettronici. 


$ 1. - Metodo perturbativo. 


Questo metodo si applica alla risoluzione dell’equazione di Schròdinger 
quando l’hamiltoniana è scomponibile nella somma di più termini alcuni dei 
quali di entità nettamente preponderante rispetto agli altri e si sappia risolvere 
esattamente l’equazione in cui intervengono i soli termini preponderanti. 

Il procedimento che conviene seguire in questo caso è quello di trattare 
anzitutto il sistema in istudio come soggetto alle sole forze preponderanti (si- 
stema imperturbato: approssimazione zero), e poi calcolare, eventualmente 
con approssimazioni successive, come viene modificato lo stato del sistema per 
effetto delle forze più deboli prima trascurate (forze perturbatrici). 

Caratteristiche assai diverse presenta il problema a seconda che le forze 
perturbatrici siano costanti (perturbazioni statiche) o variabili (perturbazioni 
variabili) nel tempo: nel primo caso infatti gli stati del sistema sono stazionari 
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(cioè la loro energia si mantiene costante), nel secondo caso invece gli stati, 
che in assenza della perturbazione erano stazionari, per effetto di questa andran- 
no modificandosi nel tempo (cioè la loro energia andrà variando). In conse- 


guenza di ciò si seguono nei due casi, per il calcolo delle perturbazioni, proce- 
dimenti diversi. 


$ 2. - Perturbazioni statiche. 


Supponiamo che il sistema da studiare sia caratterizzato classicamente da 
una funzione hamiltoniana del tipo: 


(1) H(gp;)= H°(gidp) + L(qg:di) 


in cui il termine L(g;p;) è assai minore del termine H°(g;p;)*). 
A questa hamiltoniana classica corrisponde nella meccanica quantistica 
l’operatore: 


Gap) = (GP) + Lp). 


Il nostro problema consisterà quindi nella determinazione degli autovalori 
e delle autofunzioni dell’operatore $, cioè nella risoluzione dell’equazione: 


(2) (6° + L)an= Walt: 


Considereremo come sistema imperturbato quello caratterizzato classica- 
mente dall’hamiltoniana 7°. La corrispondente equazione di Schròdinger per 
gli stati stazionari nella meccanica quantistica sarà allora: 


(3) Sun= VW 45 


Gli autovalori 7? e le corrispondenti autofunzioni #î di questa equazione 
rappresenteranno evidentemente la soluzione del problema in approssima- 
zione zero. 

Supponendo di conoscere tale soluzione, per cui W% ed #% saranno delle 
grandezze note, ci proponiamo di trovare una soluzione approssimata del- 
l'equazione (2) determinando le modifiche apportate dal termine perturbatore 
su W° e su #1 (considerando dapprima per semplicità un sistema non de- 
genere). 

Supporremo allora di considerare un livello (sia l’-esimo) per cui all’au- 


*) Con la dizione « assai minore » si vuol intendere che l’ordine di grandezza dei 
termini H° e L sia caratterizzato rispettivamente dai parametri numerici A, e x, tali che 


dai & 1. 
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tovalore W? corrisponderà una sola autofunzione #9. Ponendo: 
(4) W.,=Wh+ en 
(5) Un = Un + Xn> 


avremo da determinare il termine e, e la funzione y,, che rappresentano l’effetto 
della perturbazione rispettivamente su W° e su #°. Sviluppiamo allo scopo la 
funzione y, in serie mediante le autofunzioni imperturbate x? (che formano 
notoriamente un sistema ortogonale completo se gli autovalori dell’energia 
sono tutti e solo quelli discreti) scrivendo: 


Co 
(6) Un = + Zi: AnsHl3 


dove le 2,; sono coefficienti costanti che nel loro complesso definiscono l’effetto 
della perturbazione su #9. Sostituendo questa espressione nella (2) e tenendo 


conto delle (3) e (4) si ha: 
(ent £)00+ Dieu — WI en + 2) 08 = 0. 
1 


Moltiplichiamo (a sinistra) *) i due membri per #9* ed integriamo rispetto 
a tutto lo spazio delle g. Tenendo presente le relazioni: 


fe 1 dS=d 


e ponendo: 
(7) La "= far Lat dS, 
avremo: 
00 
(8) En(1 Fr Ann) ci Lun La por Ans Lus 
I 


Similmente moltiplicando per 19 (con c:7#) ed integrando avremo: 
. co 
(9) GrWi—Wit 2) = Lan + Zi Ansloy 
1 


Tutte le formule dedotte fin qui valgono rigorosamente. Sfruttiamo ora l’i- 
potesi che l’effetto della perturbazione sia piccolo: si potranno quindi conside- 


*) È essenziale questa specificazione altrimenti l’operatore £ opererebbe anche sulla be, 
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rare le grandezze L,,, €n, 4; Come termini infinitesimi del primo ordine. Tra- 
scurando allora nella (8) i termini del secondo ordine, avremo in prima appros- 
simazione: 


(10) En = Lin î 


cioè la perturbazione dell’u-esimo autovalore è data, in prima approssimazione, 


dal valor medio dell’osservabile L, supposto che il sistema imperturbato si trovi 
nell’-esimo stato quantico. 


Analogamente dalla (9) si ha in prima approssimazione: 


Si determina infine l’ultimo coefficiente 4,, imponendo all’autofunzione 
perturbata 4, la condizione di normalizzazione: 


1= (È in dS = fee n° dS + [ce > Ani; + 19 > atyu$) dS. 
1 
Questa condizione dà quindi in prima approssimazione: 
co (cs) 
{car Dinalle +08, Di RS) dS = aan + dî = 
1 1 
a cui si può soddisfare prendendo: 4,,= 0. Avremo allora: 


dala 
Un = 10 + n°. 
Zmm 


Si noti che sotto l’aspetto intuitivo si possono esprimere i risultati trovati 
dicendo che l’effetto della perturbazione dell’u-esimo stato stazionario (non 
degenere) è quello di « mescolare » alla autofunzione #2 ciascuna delle altre #9, 
in misura tanto maggiore quanto più i rispettivi livelli energetici sono vicini a 
quello considerato, e quanto più è rilevante l’espressione Lun 

È facile immaginare come si possano sviluppare, quando ciò sia richiesto, 
anche le approssimazioni successive. Ci limitiamo qui a dare semplicemente la 
formula per il calcolo della perturbazione dei livelli energetici di un sistema 
quando si voglia tener conto anche dei termini del secondo ordine. Se £ è al 
solito l’operatore corrispondente alla funzione potenziale L delle forze pertur- 
batrici, si ha: 


Wi= Wi +eto 
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dove: 
LA 


essendo al solito: 
La= farro u° dr. 


$ 3. - Applicazione: l’oscillatore anarmonico. 


Come semplice applicazione della teoria delle perturbazioni (per livelli non 
degeneri) ci proponiamo la ricerca dei livelli energetici di un punto materiale 
sottoposto all’azione di una forza che deriva dalla funzione potenziale: 


U(x)=3K>2+ ax3 + bd 


nell’ipotesi che 4 e è siano tali che, se X è un parametro delle dimensioni di una 
lunghezza che caratterizza la zona ove le autofunzioni sono sensibilmente diverse 


da zero, si abbia: 


FKX> 23 e 3KX SIA. 


In approssimazione zero (4= = 0) il sistema si riduce a un oscillatore 
armonico, i cui livelli energetici sono — come sappiamo (cfr. cap. IV, $ 5) — 
dati da: 

W.,= () + 3) h Vo 


a cui corrispondono le autofunzioni: 


1 
me) = 7 AC)ap (48) 


dove: 


h dai 4r2z7v 
= gg | Lal 0 
N, / > ei nVa law 


ed H,(€) rappresenta il polinomio di Hermite di grado x. 
Considerando pertanto: 
L= ax3 + bsx 
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come perturbazione, avremo che lo spostamento e, del livello n-esimo sarà dato 
da: 


€En= Lan = | (x) [ax3 + bi] an(x) de = 


o 


= 4 | [n (3)]? xd + b | [un (e)]}} ida. 


—m —o0 


Essendo però x? una funzione dispari e [,(x)]? una funzione pari di x, 
il primo di questi integrali è nullo, onde la perturbazione dovuta al termine ax? 
non ha, almeno in prima approssimazione, alcun effetto sui livelli energetici. 


Il secondo integrale si può invece scrivere come funzione della sola variabile 
E, e si ha: 


1 b af 
En = ° Ti (=) | ces Hi) E de. 


Ricordiamo ora che per i polinomi di Hermite vale la seguente relazione: 
EH n (E) = è Hnsa (E) + 27, (6) 


che, applicata a €77,10 2 &H,_,, permette di ricavare immediatamente l’equa- 
zione: 


EHE) = 7 Hue®) + (147) AO + 10—1) Ha). 


Quadrando questa espressione e sostituendola nell’integrale di e,, si potrà 
esprimere questo come somma di termini del tipo: 


0 0 per mn 
| exp(—E) FI, (€) Hm(€) de ine | 


—o 


2"nl Va per =" 
(cfr. cap. IV, $ 5). Si ha così con calcoli immediati: 


b bh Sla 1 n 29n 
E, = (a) Val 16 2542142)! + (+ 3)°2"a1 + 


36 h 2 
— n— 1 I == —-— dc 2 
+ a 1)? 2"-2(n 21} ( -) (218 + 2n+ 1) 
I livelli dell’oscillatore anarmonico salon quindi, in prima approssima- 
zione, dati da: 
’ 3 h3b 
W,=Wuten= (+ 4)bvt 7 (2@+ 2n+ 1) 


meva 
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$ 4. - Applicazione: effetto Stark per il rotatore piano. 


Vogliamo studiare l’effetto esercitato da un campo elettrico uniforme E 
su di una massa puntiforme P ruotante con velocità uniforme attorno ad un 
asse passante per il punto fisso P, e dotata di un momento elettrico pu. L’equa- 
zione di Schròdinger per gli stati stazionari del rotatore piano imperturbato, 
cioè a prescindere dall’azione del campo elettrico E, caratterizzando la posizione 


2% 


Fig. 78 - Rotatore piano. 


del punto mobile P per mezzo della lunghezza d’arco s= R9 (fig. 78), si scrive: 


du, 8r22/0 


= 0 50° —0- 
po F Won =0; 


introducendo la variabile angolare ® ed indicando con / il momento d’inerzia 
T= moB? della massa rotante, l’equazione scritta diviene: 


d°n° 8r2/ 
m "RPS SE 
i + Wont =0. 


Le autofunzioni normalizzate che rappresentano gli stati stazionari del ro- 
tatore piano sono: 


ii » 
=> exp(i29) con m=0, +1, +2, ... 
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L’equazione di Schròdinger per il sistema perturbato è: 


d°n0 8r2/ 
ETO iu i (W. + Epcos8) #68 =0. 


Considerando L= — Ep cos? come una perturbazione, e tenendo pre- 
senti le espressioni delle autofunzioni #9, e dei corrispondenti autovalori I°, 
del rotatore piano imperturbato, in prima approssimazione avremo: 


ì ar uE Loi 
th = Lon=— ve | 182, 0009 do =— LÉ | cost dt = 0, 
Te 


cioè in tale approssimazione il campo elettrico non induce alcuno spostamento 
dei livelli energetici del rotatore. 


In seconda approssimazione avremo invece: 


'_5% PE A 
fm D Sims 70 __]p0, 
essendo: 
2a 


ar uE 
Layu=_—-pE | 1° 1° cos® sd | exp [i(r—s)9]cos9 48, 
TC 


0 0 


Esprimendo cos? per mezzo delle formule di Eulero si ha: 


(11) Ly= È {| exp [i(r—5+ 1)9] #0+| exp [i(r—sT—1)9] io}. 


0 0 


Il primo termine della (11) è sempre nullo a meno che sia r—s+1=0, 
cioè r= s— 1, nel qual caso l’integrale vale 2r. Analogamente, il secondo ter- 
mine è diverso da zero per r= s+ 1. Di conseguenza i soli termini non nulli 
sono: 

Lumi € Lm,m+1 


onde: 


E 


"I [lia + (Emy) __ 4r°[p3E? 
mo — Wo PM, Fan 1) 


Nell’approssimazione del 2° ordine i livelli energetici sono quindi dati da: 


ss kh? + 4r*/u?E? 
Wa= ga, RR 1) 
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$ 5. - Perturbazioni di livelli degeneri. 


Come abbiamo detto esplicitamente, la teoria delle perturbazioni esposta 
precedentemente si applica solo ai livelli semplici di un sistema. Ciò risulta 
evidente se si tien presente che, considerando per semplicità un livello doppio, 
all’autovalore 7 corrisponderanno due autofunzioni indipendenti #% e y%®; 
a tale autovalore si potrà però far corrispondere, anzichè tale coppia di autofun- 
zioni, anche un’altra coppia qualsiasi che si ricavi da essa mediante combinazioni 
lineari a coefficienti costanti ed arbitrari. Per effetto della perturbazione il nostro 
livello si scinderà, almeno in generale, in due livelli distinti W® e W® ai quali 
corrisponderanno rispettivamente le autofunzioni 4” e #®, le quali natural- 
mente deriveranno dalla perturbazione di due particolari autofunzioni di ordine 
zero. In generale però non si conosce un criterio atto a determinare la scelta 
a priori di queste due particolari autofunzioni di ordine zero, e di conseguenza 
il procedimento da noi esposto non è più direttamente applicabile. Solo ecce- 
zionalmente può succedere (ne vedremo in seguito un interessante esempio) 
che considerazioni di natura diversa determinino la scelta a priori delle autofun- 
zioni di ordine zero; in tal caso si potrà ancora applicare il procedimento in 
parola. 
Naturalmente quanto detto per un livello doppiamente degenere vale anche 
nel caso di degenerazione di ordine f. 

Ci limiteremo però a ricordare qui le formule principali, necessarie per le 
applicazioni pratiche. 

Dato un livello imperturbato, di energia W9 degenere di ordine «, esiste- 
ranno x autofunzioni #î,)1 - - - #{n)a indipendenti che appartengono all’autovalore 
W° e che supporremo in generale non ortogonali fra loro. Posto: 


(0 OX 0 
Aa = fer U (mu A 
a 


ai 


L® = ftt Lat dr, 
il livello s-esimo si scinderà, per opera della perturbazione, in a livelli di energia: 
We = Sin 


a cui corrispondono le autofunzioni 


ny, Dn A Hina (a=1, ..., a). 
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I coefficienti 4,, si ottengono risolvendo il seguente sistema di equazioni 
algebriche lineari omogenee: 


(Lu A 1€npa) 4 + (La A 12€n)a) 4,2 Fest 
ci (La dle A, 2E (na) Ina 0 


(12) (Lor — A21%npa) Gua + (Lor — Asa€ mu) Gua + + 
- (La AE nu) Ova = 0) 
(Ly AE tap) Gua + (Lar — Baattna) Gua + <<< + 
+ (La — AaE (mu) Ina 


sotto la condizione (atta a determinare i valori di e,,,,) che il determinante dei 
coefficienti sia nullo, vale a dire: 


La ai A 115(n)u Lia POTE A12€(n)u ‘0. 6 nto A 
La sE As1% nu Los mana As2€ nu è sè La i Emu 
de lesene . {= 0 


La — AraSna La Lan AnsE (mu «a. Li — A 


$ 6. - Perturbazioni stazionarie, caso dei livelli degeneri: effetto Stark 
‘del livello n= 2 dell’atomo di idrogeno. 


Al livello = 2 dell’atomo di H appartengono gli stati caratterizzati delle 
autofunzioni : 


2p: Ho 1,-1= 0 (0) ca exp(—r/24,) send exp(ip)= #2 


3 ( . ) Le (— r/2a;) cost = #3 
I. —— —— PA ce — 
i lab 4V2r Aa p : : 


1 1\ì r 
=e —— — _ _ —— Za 93 — i — 0. 
H2,1,+1 3 na (1) stà exp(—r/24,) send exp(— ip) = # 


Supposto il campo elettrico E uniforme e diretto lungo l’asse 7, avremo: 


L= —eEz=— eEr così. 
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Avremo allora, come facilmente si verifica: 


L= L30= L39= Ly = Lia=> Lu= Lu=La=0 


Lia La = — E [n 18r cosà dV = 


DE Ce. i 
eE (+) [ do [ cos? 3 sen 3 20 | - (2 — 1) exp (— r/a) ride= 
0 (i) [1] 


16-2x Ao o 0 


cui a a» | (2—x)x'texp(—x)dx=L=3eEa, 


ed anche: 
Ax = fatta dV = di. 


Avremo pertanto che l’energia del livello #-esimo sarà data da: 
Rbh 
W,=W+ =— + Ei» 
essendo le e; le radici dell’equazione algebrica: 


— e 0 pa (0) 
0 —e 0 0|=0, 

0 

€ 


che dà: 
— € 0 0 O £L 0 
— e 0 —e O0|+LlT—e 0 O|= e't— L2e? 
0 O —e O 0—-e 


che ha per radici: 
e,-= L= 3engE Eg== 0 eg=T—L= — 3eggE ey= 0. 
Si ha così che, mentre due livelli rimangono inalterati, gli altri due (e preci- 
samente #2,0,0 € #2,1,0) Si spostano uno di una quantità + 3eggE e l’altro di 


— 3eagE. 


$ 7. - Perturbazioni variabili. 


Tratteremo ora il problema delle perturbazioni prodotte da forze dipendenti 
dal tempo: in questo caso, come abbiamo detto, gli stati del sistema non saranno 
semplici (stazionari) ma composti, cioè risultanti dalla sovrapposizione di più 
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stati semplici. Il metodo che useremo è noto sotto il nome di « metodo della 
variazione delle costanti ». 


Il sistema imperturbato, la cui funzione potenziale non dipende dal tempo, 
ammetterà una serie di stati stazionari, le cui funzioni di Schròdinger avranno 


quindi la forma: 
Vr= urexp (i Wf41b) 


e soddisferanno all’equazione temporale: 


b ag 
1 bia 
(14) spa È 


Il sistema perturbato sarà invece caratterizzato dalla hamiltoniana classica: 
H(gi, dp) = Hg; dp) +L(9; dis 1) 


e quindi, nella meccanica quantistica, soddisferà all’equazione: 


ò ] 
09 FELINI 


Sviluppando la y in serie mediante le funzioni 4° (ortogonali perchè sono 
tali le #°) avremo: 


(16) py= Z,c,(2) 4 


dove i coefficienti c, in generale saranno funzioni di f. 
Sostituendo nella (15) e tenendo conto della (14) si ottiene: 


d de, 
APRE 21 : 40 ba 
Z, Cr L di cani i d. î07 (4 dt ) 
da cui, moltiplicando (a sinistra) i due membri per 4? e integrando si ricava: 
i 
(17) = — << Pr dar*) 
dove: 


dar = lie L ye dS = Ly, exp [i Wi —W7) #6] 


essendo: 
Ls = fue n° dS . 


*) L’aver sostituito l'equazione (15) con il sistema (17) equivale sostanzialmente a pas- 
sare dalla rappresentazione delle 4 a quella dell'energia (cfr. $ 13, cap. V). 
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Supponiamo di conoscere la y iniziale, che al solito svilupperemo secondo 


la serie: 
p(0)= 2, c0# 


(le e? rappresentano quindi i valori iniziali delle c,, cioè: c° = c,(0)). 

Si tratta allora di risolvere le equazioni (esatte) (17), dati i valori iniziali 
delle incognite c,. Introducendo ora l’ipotesi che la perturbazione sia piccola, 
si avrà che la y(#) differirà poco dalla y(0) e quindi i coefficienti c, differiranno 
poco dai loro valori iniziali 6° ; ritenendo questa differenza come un infinitesimo 
del primo ordine, potremo, in prima approssimazione, sostituire nel secondo 
membro della (17) le e, con le e° (con ciò si commette un errore del secondo 
ordine, essendo anche le ),, quantità piccole del primo ordine). Avremo allora, 


in prima approssimazione: . 
i 


3 Z, CD; 


fe = — 


t_, 
ds, di 
(i) 


e integrando: i 
(18) (= a-0| 


che, sostituite nella (16), ci danno le autofunzioni perturbate in prima approssi- 
mazione. 

Volendo anche le approssimazioni successive basterà sostituire le (18) nei 
secondi membri della (17), e così via; noi però ci limiteremo alla prima appros- 
simazione. 

Supporremo ora (è questo il caso più comune nella pratica) che le forze 
perturbatrici agiscano solo per un intervallo finito di tempo, da 0 a #7, mentre 
prima e dopo di tale intervallo sia L = 0. Supporremo inoltre che in assenza 
della perturbazione il sistema si trovi nello stato stazionario y° di energia W°, 
pet cui: 

e = 0 (#7). 


co=1 - 


Per opera della perturbazione lo stato del sistema si modifica: i coefficienti 
c, varieranno col tempo, e all’istante f si avrà, applicando la (18): 


(19) Cn(#) =1— È [ dan dt (Ann nai Liga) 
(20) c(f)= — - | on di (0# n). 


Fisicamente ciò significa che, se all’istante 7 si fa una nuova determinazione 
dell’energia del sistema, c’è una certa probabilità, data in prima approssimazione 
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da |c,(#)|?, di trovare il sistema nello stato p anzichè in quello iniziale y. Se tale 
determinazione dà questo risultato, si dirà che si è prodotta una fransizione dallo 
stato y-esimo al p-esimo; si può quindi dire che l’effetto della perturbazione è 


quello di indurre una certa probabilità di transizione da uno stato stazionario ad 
un altro. 


$ 8. - Metodo variazionale. 


Questo metodo si applica convenientemente allo studio di sistemi per i 
quali l’hamiltoniana non sia tale da permettere l’applicazione del metodo per- 
turbativo e si conosca una classe di funzioni che può approssimare la funzione 
d’onda relativa allo stato fondamentale; il metodo fornisce un limite superiore 
per l’energia di questo stato e permette al tempo stesso di estrarre, dalla classe 
di funzioni che si avvicinano all’autofunzione dello stato fondamentale, 
quella che meglio l’approssima. Il procedimento si fonda sul risultato del se- 
guente Zeorezza: sia f l'operatore hamiltoniano associato all’energia del sistema 
in istudio e: 


(21) Gy= Wy 


l'equazione agli autovalori di questo operatore; se ù è una qualunque funzione 
normalizzata soddisfacente alle condizioni dette al $ 4, cap. III (se cioè y è un 
vettore dello spazio hilbertiano) si dimostra che è: 


V= [ss dVv>VW 


essendo VW, l’autovalore più basso di £. 
Dette infatti Do, D,, ..., D,, ... le autofunzioni normalizzate della (21) 
corrispondenti rispettivamente agli autovalori Wè Wi, -.-: Wu --. (ammesso 


per semplicità che il sistema possegga solo stati discreti non degeneri), è possi- 
bile sviluppare la Y in serie di queste: 


(22) p= Ù. cdi con Ce = [ore dl. 


Poichè si è supposto che la y sia normalizzata, tra i coefficienti dello sviluppo 
vale, come si vede immediatamente moltiplicando a sinistra per 4* e integrando 
su tutto lo spazio, la relazione: 


Due Ea = s 
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Sostituendo ora nell'espressione : 
v- fe Syd 
la +, quale è data dalla (22), e tenuto conto che è $D,= WD, e quindi 
[rs ®.dV=W, 


si ottiene: 


0 o 
VW= [es ddV= 1; ca [0150, dV= Yi etelV,. 
O) 0 


Se si considera la differenza WV— W,, si vede subito che essa è > 0; infatti 


si ha: ia PA 
W_-W,= Zi cali — Wo = Di cioWMi — Wo) 


ed il secondo membro di questa relazione può essere soltanto o positivo o nullo 
(essendo in ogni caso W,>W, e cha >0). 

Resta così dimostrato che il valor medio dell’osservabile energia, calcolato 
su un’arbitraria sovrapposizione di stati, costituisce un limite superiore per il 
valor medio calcolato sullo stato fondamentale e cioè per l’autovalore minimo 
dell'energia. Questo risultato traduce sostanzialmente un noto teorema d’ana- 
lisi dovuto a Ritz. È intuitivo che, quanto più la Y approssimerà l’autofunzione 
Do, tanto minore sarà lo scarto tra W e W,. 

Supposto pertanto che l’autofunzione relativa allo stato fondamentale del 
sistema possa approssimarsi con una funzione appattenente ad una certa classe, 
individuata da un certo numero di parametri 4, 42, ..., 4,, Ossia da una fun- 
zione del tipo y(xy%, 41, 42, ..., 4,), evidentemente l’approssimazione sarà 
tanto migliore quanto più opportunamente si saranno scelti i parametri z,, 
43, - - -, 4; precisamente questi dovranno essete tali che risulti minima la quantità : 


W=W(4,4,...,4,)= [Pon di +11, 4) GY(9%, 4, - «+, 4) dV, 


il che avviene quando i parametri 41, 42, ... 4, soddisfano le condizioni: 


t1!4 
= 0 = sa 
Òdy È 1, 2, i "). 


Il metodo variazionale è stato anche esteso per la trattazione di livelli di- 


versi da quello fondamentale. 
Si vedrà più avanti un’applicazione del metodo (cfr. $ 8, cap. Xo°). 
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$ 9. - Metodo di Wentzel-Kramers-Brillouin. 


Questo metodo, originariamente introdotto da Wentzel e Brillouin e in 
seguito perfezionato nei suoi sviluppi matematici da Kramers e dai suoi allievi, 
consiste essenzialmente nel fare uno sviluppo della funzione d’onda in serie 
di potenze di $, trascurando i termini d’ordine superiore ad #°. Ciò equivale 
(almeno entro certe regioni dello spazio) a rimpiazzare l’equazione di Schrédin- 
ger col suo limite classico. La portata del metodo va peraltro oltre l’approssima- 
zione classica propriamente detta, poichè esso permette di trattare anche le re- 
gioni dello spazio nelle quali l’interpretazione classica non ha senso (regioni 
in cui W<U, inaccessibili classicamente). Noi ci limiteremo a problemi uni- 
dimensionali (è questo l’unico caso in cui il metodo è di facile applicazione), 
e cercheremo le soluzioni stazionarie dell'equazione di Schròdinger indipendente 
dal tempo. Questa limitazione non è peraltro grave, poichè in moltissimi casi 
l'equazione d’onda tridimensionale si riduce ad una equazione unidimensionale, 


dopo separazione delle variabili angolari. Consideriamo dunque l’equazione di 
2° ordine e di 1° grado in «: 


d°n 2m 
(22) I tes [W_- U(x)]a=0 
e convertiamola anzitutto, mediante la posizione: #(x) = exp [{S(x)/ò], in una 


equazione (del tipo di Riccati) di 1° ordine e di 2° grado in S'= e 
(23) Sa= 2u[VWV_- U(x)]+idbs”. 


Sviluppiamo ora S in serie di potenze di #/i (questo sviluppo, come si può 
dimostrare, è di tipo semiconvergente): 


ò b \? 
(24) S2I4+ TP h+ (4) 


sostituiamo nella (23), ed uguagliamo a zero i coefficienti delle singole potenze 
di $. Si ha così, con facili calcoli: 


(252) St=22[V7— U(x)] 
(25b) 2S051+ I = 0 


s .è .».s &;&a èai èàèì è è * 


Nella discussione di queste equazioni, particolare importanza rivestono i 
cosiddetti punti di inversione, cioè i punti attraverso i quali la funzione W— U(x) 
subisce un cambiamento di segno (detti punti separano quindi le regioni in cui 
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W — U(x) è positiva — classicamente accessibili — dalle regioni in cui W—U(x) 
è negativa — classicamente inaccessibili). Supporremo, per semplicità, di avere 
due soli punti di inversione, x, ed x: la situazione è rappresentata graficamente 


dalla fig. 79. 


W 


U(x) 


Il Fig. 79 - Ad illustrazione del me- 
todo di W.K,B. 


xi Xo x 


La (25a) può integrarsi immediatamente, e fornisce: 


(26) S= + [ vane— U(x)] dx= + f d(x) dx 


xi 


essendosi posto: 


(27) p(x)=V2u(W_ U(x)). 


Dalla (25b) si ha poi: 
Ss=—}lnS+C (C= costante di integrazione) 


così che, in questo ordine di approssimazione, possiamo scrivere due soluzioni 
linearmente indipendenti della (22): 


(282) n, (x) = CIp(x)]* exp [(i/8) | d(x) dx] 


a > 


(28b) u_(x) = CIp(x)] exp [ i/8) [ d(x) dx]. 


Ti 


Queste cessano di essere valide in prossimità dei punti di inversione, nei 
quali la funzione f(x) si annulla. Per studiare il comportamento della funzione 
d’onda in prossimità di x, ed x,, osserviamo che ivi si può scrivere: 


1 
(299) > P&)=W—U()=W—U(x+x—x)= 


=WV_-U(x)_- (2%) U'(x.) +... = (tx) +... 
(= —-U'(x1)> 0) 
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QI) — p()=W-U)=W-Ux+x—x)= 
=W_-U(x.)— (x—x.)U'(x.) += —(x—x2) a+... 
(aa= +U'(x2)> 0) 
così che la (22), nella regione in questione, è essenzialmente della forma: 


30 9 = 

( ) di? + ty 0 b] 

essendo legata ad x da una semplice relazione di proporzionalità. Con la po- 

sizione y= # (uf), si trova che la scelta X= ; , = La e v= LA dà 

luogo, per la nuova funzione incognita w, alla ben nota equazione di Bessel: 
d°y 1 dv 1 2 

31 ine ina j io, o A 

ui eta atiose)e0 ed 


Per i nostri scopi conviene assumere, quali soluzioni linearmente indipen- 
denti della (31), le due funzioni di Hankel H7{P(x) e 77{?(z) (il perchè di questa 
scelta risulterà chiaro in seguito). Le corrispondenti soluzioni della (30) sono 
allora (il fattore costante essendo puramente convenzionale): 


2 
A (1) = 3° exp(xri/6) 4 H. e(+- a) 
(32) 
AD) = 3 exp(— ri/6) 4A H e(+- A), 

Queste funzioni (che, per 7 reale, sono l’una la complessa coniugata dell’altra) 
sono note come funzioni di Airy. Utilizzando convenienti rappresentazioni delle 
(32) sotto forma di integrali presi lungo certi cammini nel piano complesso, 
ed applicando a tali integrali un particolare metodo di approssimazione (il 


cosidetto « metodo del punto sella ») si possono dedurre, per A‘(#) e A°®(#), 
le seguenti espressioni approssimate: 


2 
t<0 AOG)=— ke l#]T* exp (+ 1%) è 
ti" 


(332) 7 |t]-X exp (-4 Ra Hr) 


i 2 1 
AMG) = IX op(+ ll) + ite (-4- 11) 
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30 Ar=Lrten(i( Zan) 
Vr 3 


A®(1) = F t-% exp | i (4 tl r/4) | 


(notare, nelle (33b), la presenza del fattore exp (+ x?/4)). Tornando ora alla 
(22), la sua soluzione generale in prossimità del primo punto di inversione sarà 
una combinazione lineare delle due funzioni di Airy di argomento: 


(33b) 


Za, \* 
(34) &=-x){(- 
Per trovare la combinazione corretta, consideriamo la regione x < x, (classi- 
camente irraggiungibile), dove la soluzione #(x) è smorzata. Con p= — i|p|, 
la (28) dà: 
65) = Cpltap|- 16) &| x<%i 


1 (* 2a, \ (1 2 
+| lp 4 = ( e) [ be xl} de= — JE]! 


così che (cfr. la (33a)): 

(36) u= C|E|-X exp (—-3- [El = CA0) 
essendosi posto: 

(37) AC)= [AVE)+ A°()] 


(la costante moltiplicativa, pur essendo sempre indicata con la lettera C, non 
ha necessariamente lo stesso valore nelle varie espressioni in cui figura). In virtù 
delle (33b), la soluzione per x > x, si scriverà: 


TT 


2 LL 1° Tr 
(38) u= CE cos ( 3 E 7 ) Cp cos ( 3 [s6 n ) 
Analogamente, in prossimità del secondo punto di inversione, posto: 


(39) n= (xx) (FE) ’ 


CAP, VIII - METODI RISOLUZIONE EQUAZIONE DI SCHRÒDINGER 553 


si trova: 
X 2 
(40) a= CialT* exp (-— lal!)= CA(n) x> x 
e: 
n 1 (* T 
(41) u= Cb *cos(-+| ddx—- +) x< xa 


Le varie espressioni ottenute in precedenza rappresentano la funzione 
d’onda da — co a + co. Essa si annulla esponenzialmente agli estremi e modifica 
radicalmente la propria struttura in prossimità dei punti di inversione. Se si 
vuole che le due coppie (36), (38) e (40), (41) forniscano una descrizione uni- 
voca, bisogna imporre che, nell’intervallo comune (x,, xs), si abbia: 


cos (F[eosg)- + cos (+ [2604 1) 


Esplicitando questa condizione mediante le formule di prostaferesi, ed introdu- 
cendo l’integrale di fase della vecchia teoria di Bohr-Sommerfeld: 


Fi $ px) dx = z| VEno— U(x)] dx, 


si perviene alla seguente condizione di quantizzazione: 
(42) J= (1+3)5. 


Ricordando che, secondo la meccanica classica, la particella compirebbe 
delle oscillazioni fra x, e xs, la condizione trovata, pur essendo approssimata, 
appare più precisa della corrispondente condizione originaria di Sommerfeld 
7= nh. Si può anzi mostrare che essa è tanto migliore quanto più grande è 
n, l'errore essendo dell’ordine di 1/n. In certi casi (ad es., nel caso dell’oscilla- 
tore lineare armonico), la (42) conduce al risultato esatto per ogni #; ciò è una 
conseguenza della particolare forma del potenziale. 
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CaprroLo IX 


TEORIA SEMICLASSICA DELL’EMISSIONE 
E DELL’ASSORBIMENTO DI RADIAZIONE 


$ 1. - Generalità. 


La teoria dell’emissione e dell’assorbimento della luce da parte di un si- 
stema (atomo o molecola) di particelle elementari (elettroni, nuclei) richiede 
anzitutto lo studio dell’interazione della radiazione luminosa con le particelle 
elementari che costituiscono il sistema stesso. 

Volendo trattare il problema secondo i concetti della teoria quantistica, 
occorrerebbe procedere alla quantizzazione del campo elettromagnetico che 
costituisce la radiazione luminosa; a tale scopo è stato sviluppato, per opera di 
numerosi fisici (Dirac, Fermi, Heisenberg, Pauli, ecc.), un particolare formalismo 
che porta, in generale, a risultati soddisfacenti, ed al quale accenneremo nel 
seguito. Essendo però tale formalismo alquanto laborioso, ci accontenteremo 
qui (dato anche il carattere elementare di queste lezioni) di svolgere la nostra 
discussione intorno ai fenomeni dell’emissione e dell’assorbimento della radia- 
zione luminosa da parte di atomi e di molecole, basandoci su un metodo piuttosto 
grossolano, ma semplice, che consiste essenzialmente nel trattare l’azione del 
campo elettromagnetico sulle cariche contenute nell’atomo o nella molecola 
come una semplice perturbazione analoga a quella di una forza meccanica. 


$ 2. - Campo della radiazione. 


La radiazione elettromagnetica interagisce con un atomo o con una mole- 
cola per il fatto che il suo campo elettrico E e il suo campo magnetico 7 agi- 
scono sulle cariche elettriche che costituiscono l'atomo o la molecola. 

Ricordiamo pertanto che i due vettori E e /f che caratterizzano il campo 
associato a una radiazione elettromagnetica si possono dedurre (cfr. Patte I, 
Cap. II, $ 2) da un potenziale vettore A (data l’assenza di cariche il potenziale 
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scalare V può essere assunto eguale a zero) che soddisfa alle equazioni: 


(1) A nt divA4=0 


per mezzo delle relazioni 
1 
(2) Di Be H= tot 4. 


Potremo poi rappresentarci il campo di radiazione come dovuto alla so- 
vrapposizione di infinite onde piane monocromatiche trasversali, ciascuna delle 


quali si potrà ritenere caratterizzata dalla seguente particolare soluzione del 
sistema (1): 


(3) AF, t)=2ÀA,cos (£-7? — 2rvt+ a) 


x + i 2 2 
dove £ è il vettore di propagazione di modulo & = 7 = n, e À, è un 


vettore perpendicolare a #(AxÈ = 0). I vettori E e H, associati all’onda mo- 
mocromatica caratterizzata dal potenziale vettore À, risulteranno per la (2) 
dati da: 

E=— 2b5A,sen £-? — 2 + a) 


(4) H=_-2%NAsen RP? —2nvt+ a). 


L’intensità della radiazione associata all’onda piana (3) è data notoriamente dal 
modulo del vettore di Poynting (Parte I, Cap. II, $ 4): 


= LENH 
4n 
che nel nostro caso, tenendo presenti le (4), risulterà avere l’espressione: 
e - 
P= |P|= — k° A sen? (£ +7 — 2nvt+ a). 
n 


Naturalmente le azioni esercitate dal campo di radiazione dipenderanno 
dal valor medio di questa grandezza rapidamente variabile. Mediando quindi 


L stia * 
su un intero periodo 7T= —— di oscillazione, avremo per l’intensità della 
st v 
radiazione: 
2rv® 


A? 


Cc 
(5) ImPaRA= 
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Come al solito può essere conveniente ricorrere alla rappresentazione complessa 
del campo di radiazione. Dovremo allora considerare i vettori: 


3) AFr,4A=Uexpli?-Z— 04)]+Utexp [-i®-7— @0)] 


ecc., ove si è posto: 3 ; 
P U,= A;exp (ia). 
La (5) si dovrà scrivere: 
2rry® 
I=- [tl 


essendo |X,]}= YU-Utf= A8. 


$ 3. - Transizioni indotte dalla radiazione. 


Veniamo ora a studiare l’azione della radiazione su di un sistema di parti- 
celle dotate di carica elettrica. Trascurando le interazioni (in generale assai pic- 
cole) fra le diverse cariche del sistema, potremo ridurci a studiare l’azione del 
campo di radiazione su di una singola carica. 

L’equazione di Schròdinger relativa al nostro problema (quando si trascu- 
rino gli effetti, in generale assai piccoli, legati al momento magnetico intrinseco 
della particella, e gli effetti relativistici) sarà pertanto la (4) del cap. VII, cioè: 


27 DR SPO PARI 


div 4 + 


CF de 2ime 


e 
PERSICO 2 
+37 + V+ 4 
dove U è l’energia potenziale che lega la particella (di regola l’elettrone) nel 
sistema (atomo o molecola). ‘Tenendo presente che per il campo di radiazione 
si ha, come abbiamo visto al paragrafo precedente, div A=0 e V=0e che 


e°A? e” sa e ì 
la grandezza —— è, nei casi pratici, una grandezza assai minore dell’unità, 


2? È 
potremo trascurare senz’altro il termine soa A? e scrivere: 
5 dy 
(6) n e) 
con: 
So = — 2 A,+U 
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in cui il termine £, dovuto all’interazione del campo di radiazione sulla carica, 
può essere considerato come una perturbazione piccola (cioè come infinitesimo 
del primo ordine) rispetto all’hamiltoniana $, del sistema imperturbato. 
Consideriamo due stati stazionari # e » del sistema imperturbato, cioè 
non soggetto all’azione della radiazione, rappresentati rispettivamente dalle 


autofunzioni: do _ n° exp(t—i WO #8) 
di= exp (i W04/8) 


e tali che IW7, sia diverso da IW?. Supponiamo poi che all’istante #= 0 il sistema 
si trovi nello stato #, e che da tale istante venga ad essere soggetto all’azione di 


radiazioni aventi frequenze che si estendono per uno spettro continuo attorno 
al valore: 


Wa Wil 
a 


Cominciamo col considerare l’azione esercitata da una singola componente 
monocromatica di frequenza v. 


Trattandosi di una perturbazione variabile con il tempo dovremo appli- 
care le formule (19) e (20) del Capitolo VI, tenendo conto che, per le nostre 
ipotesi circa lo stato iniziale del sistema, si dovrà porre c,,(0)= 0, c,(0)= 1; 
avremo (con p= #): 

t 


0) cu) == und 


essendo: 


= |us*e o Peer. i (N70 — W0) #/5)- 
TITO) 
i exp (— 2riv?) fut exp (ig +7) U,-grad #0 dS + 


+ exp (2riv?) È, exp(T—ik-7) UÈ, grad 4° d$ Ì 
Sostituendo nella (7) avremo quindi: 


in) = È as. { cxp [i (V2— W9— by) #10] di + 


408, | exp Li (73 — W9.+ bv) #5] a 


Di) 
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dove si è posto 


Ain = fue exp (8-7) grad 10 dS 


Asn = fue exp (ik-7) %U*. grad n° d$. 


Eseguendo l’integrazione (elementare) rispetto al tempo si ha: 


ò e , 1— exp [i(VP0 — PM — bo) 19) 
n= 7 e Pu + 


; ti (A 
n 1—exp i (Wa — Wi + 4) #5] | 


+Amn W_—W.,+ dv | 


da cui, mettendo in evidenza nei due termini al secondo membro rispettivamente 
exp [im:(Vmn +Y)#] e ricordando la nota formula di Eulero 


pi sie di rasi? 


sen x= 5; 
LI . . . |): "sà |): n 
si ottiene immediatamente, ponendo v,,, = a re 
1 SEN TT(Vian — Vv) # 
f)m _ ment pprrsabolti SEI A: 
Cl) = a fn ep Lin) €] TT 


SENT(Vmn + Vv) # | 


+ Asma XP [#r (mn + +) ] ET 


sen taz 


Come si può facilmente verificare, l’espressione , considerata 


come una funzione di «, ha un massimo assoluto uguale a x7 per a = 0, e una 
serie di massimi relativi laterali, ma di entità assai inferiori al primo: di conse- 
guenza i due termini della parentesi graffa potranno acquistare valori notevoli 


rispettivamente solo se v= + vmn (il primo) e se v=— vmn (il secondo). 
Il primo caso, v= + vm» che si può verificare solo se W0 > VW, corrisponde 
ad un processo di assorbimento di luce; il secondo, v= — Vmn; che si può verifi- 


care solo se IV? < IWÎ, corrisponde invece a un processo di emissione. 
In entrambi i casi, trascurando il termine piccolo, si ha per la probabilità 


CAP. IX - EMISSIONE E ASSORBIMENTO DI RADIAZIONE 559 


di transizione la seguente espressione: 


1 v 
Pa = lea lia, 


(i, Aî ai \Amnl? ea \Amnl®) ss 


Questa espressione è evidentemente valida solo se la radiazione incidente 
è monocromatica ; se invece tale radiazione è costituita da uno spettro continuo 
di frequenze (ad esempio da v, a vs), la corrispondente probabilità di transizione 
si otterrà integrando su tutta l’estensione dello spettro, onde si avrà: 


Pall) pre Sa sioni | 46) LO LIA (1) sen! (Vun €)” K 


Tenendo presente che, come abbiamo già osservato, la funzione integranda 
ha un valore notevole solo per v assai prossimo a + Vmn, potremo in essa sosti- 


tuire con buona approssimazione A?(v) Q2,(v) con A3(Ymn) Qin(Ymn) Otte- 
nendo così: 


Ù sen? (Vin Lv) # i 
Prn(#) = par —_—_ a(v mn) Lian (Vmn) |. (v Vin È v)? d 


Per la stessa ragione potremo, senza commettere un errore apprezzabile, 
estendere l’integrazione da — co a + co. Facendo uso della relazione 


o 2 
| > dx = x, otteniamo allora (esplicitando le Qmn): 
—w 


(8) Punt) = d pc IA (Van) Lian Vmn) t= 


— —- 48 (Van) [ut exp(— ik -7') grad, #9 dS|? # 


dove grad, è la componente dell’operatore gradiente lungo la direzione del 
vettore Ap. 
Da quanto precede risulta che le probabilità di transizione per processi le- 


gati ad emissione o ad assorbimento di radiazioni dipendono rispettivamente 
dall’integrale: 


(9) fe exp(+ i£ -7') grad 40 dS. 


Poichè, nel caso che ci interessa di una radiazione luminosa, la lunghezza 
d’onda della radiazione è assai maggiore dell’estensione lineare delle funzioni 
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* 
(|E|= 2xvnn/t), onde potremo prendere approssimativamente exp (iR-F)=1. 


Gli integrali (9) si riducono allora semplicemente a: 
[e grad, #0 dS. 


Si può dimostrare **) che, con alcune trasformazioni, questo integrale 
risulta eguale a: 
270% 


0’) la [ 18t7 3408 dS 


essendo r, la componente di 7° lungo la direzione di polarizzazione (cioè del 
vettore A). 

Le transizioni determinate dall’integrale (9’) sono dette transizioni di di- 
polo elettrico, per il fatto che esse sono sostanzialmente determinate dall’ele- 
mento di matrice del momento di dipolo elettrico e# = #‘ della particella 
irraggiante ***). 

Le probabilità di transizione per i processi di emissione e assorbimento 
indotti, sono quindi, nell’approssimazione di dipolo, date da: 


2 2 
Pn (A)=+ mu fia | (49)mn | “i (0, mn = € [rates as). 


*) Si osservi che, dato l'andamento rapidamente decrescente delle x, (7 ), l’integrale è 
praticamente diverso da zero solo per distanze inferiori od uguali alle « dimensioni lineari » 


dell’atomo. 
**) Scritte le equazioni di Schrédinger degli stati stazionari cui soddisfano #2 e 19* si 


moltiplichi la prima per r4 #0*, la seconda per r4 #0*; sottraendo membro a membro dopo aver 
integrato su tutto lo spazio si ha: 


2m 
I= | GotrAzo — rbt) ds=— —D- (02 —W9) (s0tr4n0 d5. 


Integrando per parti una prima volta il secondo integrale al primo membro, tenendo presente 
che le x si annullano al contorno, si ha: 


| (G2108) ru dS =— | grad 84 - grad (7410) d5; 
integrando ancora per parti si trova: "A, (740%) dS. Si ha pertanto: 


T= 10% [rado — An (ru0)] dS=—2 (n0t gradu0 ds 


da cui discende immediatamente l’asserto. 
++*) Si osservi che i termini successivi al primo nello sviluppo di exp (i£ «7 ) danno origi- 
ne a transizioni di multipolo di ordine superiore. 
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Sia € il versore che indica la direzione di polarizzazione 7 = 4 del- 
l’onda incidente; l’integrale che compare nella (9’) è allora: [Aol 
feat a 4045 = | 7-6 n d$. 
Introduciamo la notazione È,,, = |#®*7 #,dS per indicare il vettore, in 


generale complesso, di « dipolo elettrico ». Le componenti cartesiane di sono: 
pr. = rat 10 dS 
bm n = [o mn dS 
= [et 


queste componenti sono ovviamente reali, se le autofunzioni #,, € #,(2# # n) 
sono reali. Sia ®, l'angolo fra il vettore Re fue Tu,dS ed €, e similmente ®, 
l'angolo fra Im fa F0dS edei allora: 


frate, 4° dS = Re [sot 7 10 dS| cos®, + i|Imja®* 7 #0 dS| cos 0, 


ove ||indicail modulo del vettore rispettivamente Re | #9*7 #,d5 e Im|u®*Pn0 dS. 


Il modulo al quadrato del numero complesso {n®*r,% d5 è dato da: 
| |a0*r, 10 dS|f = Re [187 1° dS|® cos? ®, + fm uet7 i, dS |} cos? @.. 


In generale si considerano processi di emissione e di assorbimento da parte 
di un insieme di atomi non orientati, tali cioè che le direzioni del vettore È,,.n 
siano distribuite a caso: la probabilità media di emissione e di assorbimento 
indotta per ogni atomo si otterrà quindi mediando sugli angoli cos* ©, e 
cos ®,. Una situazione analoga si presenta per un atomo che si trovi in un 
campo di radiazione non polarizzata e distribuita in modo isotropo nello spazio; 
anche in questo bisogna mediare su tutte le direzioni fra il vettore è ed il vet- 
tore fisso W. 
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Ricordando che: 
| cost ® sen® 40 


o = 


{seno dO 


1 
3° 


cos O = 


si ottiene: 


erre = Re(4,) + Menu) + [Re(Wy) 3° + Mnlun) + 


1 
+ [Re(4,)__}° CA Im(k.)__1°) «da 3 (| (La) a P a | (2708 + | (122) 1°) sù | Pomn P. 


Avremo allora: 


—_—— 4n? A? 
Punt) sà si — Vian tifa li 


Introducendo l’intensità E, del campo elettrico della radiazione, che dal 
confronto della (2) con la (3) risulta legata ad A dalla relazione: 


16r2v? 
Ei= —— A}, 
avremo : 
1 
Pran(8) sei 128 \temn |} E3 # [con Eo= Emn)]- 


Nel caso di una distribuzione isotropa della radiazione, l’espressione 


rappresenta il valor medio del quadrato della componente di £) lungo la dire- 
2 ca 
zione del dipolo elettrico: = = E?cos? ©. Indicando con x questa dire- 


zione si ha: 


1 
Poe) _ 45 lteaen | Ei(Vmn) Z. 


$ 4. - Coefficienti di emissione e di assorbimento. 


Dall’espressione (9) ora dedotta si vede che la probabilità di una transizione 
dallo stato x allo stato 77 e viceversa è proporzionale al tempo # durante il quale 
il sistema è soggetto all’azione della r dinrione luminosa. 
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La probabilità di transizione nell’unità di tempo sarà quindi data da: 
1 (e) |2 Fr? 
Tnn = Ab [PRA] Lapo) 


Ricordiamo ora che la densità dell’energia del campo elettromagnetico 
associato alla radiazione è data da: 


E+H Fi+H E 


Br 16r 8r 


Di conseguenza potremo scrivere: 
2 rr 
Temn 3 [ALICE 


da cui risulta che la probabilità che, per opera di un quanto di energia 4Vmm 
il sistema compia una transizione, è proporzionale alla densità di energia rag- 
giante di frequenza eguale a quella del quanto considerato. 

Il coefficiente di proporzionalità 


misura, in sostanza, la probabilità che, per opera di un quanto di radiazione di 
frequenza: 
IWa_Mal 
Vin => une” Sena > 


il sistema compia una transizione, nell’unità di tempo, con assorbimento di luce 
(se W3 > W0), oppure una transizione con emissione di luce (se VW < VO): 
nel primo caso si suol indicare tale coefficiente con B,_., (coefficiente di assorbi- 
mento), nel secondo con B,,.,, (coefficiente di emissione indotta). In base a queste 


definizioni risulta che i suddetti coefficienti hanno la seguente espressione: 


2 
(10) Brom= Bnon= > 5 {tema + tran + ltsual}- 
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$ 5. - Coefficienti di emissione spontanea. 


Per quanto riguarda l’emissione di luce da parte di un sistema di cariche 
elettriche (atomo o molecola) va però aggiunto che tale emissione può avvenire 
anche senza che il sistema venga sottoposto all’azione di radiazioni luminose: 
si tratta in questo caso di emissione spontanea. Questo tipo di emissione sarà 
naturalmente caratterizzato pure da un coefficiente di emissione spontanea definito in 
modo analogo ai coefficienti precedenti. La teoria schematica che abbiamo 
esposto non è in grado di calcolare questo coefficiente. Si può raggiungere tale 
risultato direttamente solo per mezzo delle teorie più complete (elettrodinamica 
quantistica) a cui accenneremo od anche ricorrendo a semplici considerazioni 
di carattere statistico. 

Consideriamo allo scopo (il ragionamento è dovuto ad Einstein) i soliti 
due livelli 77 e 7 di un sistema. Se p(v) dv è l’energia della radiazione, di frequenza 
compresa fra v e v + dv, contenuta in una cavità in equilibrio termico alla tem- 
peratura 7, avremo come conseguenza dei risultati precedentemente stabiliti 
che la probabilità di un processo d’assorbimento indotto sarà: 


Bs P(Vuen) - 


Analogamente quella di un processo di emissione indotta sarà: 
i - FIDO P(Vmn) 2 


Assumendo per ipotesi (come l’esperienza suggerisce), che esista anche 
una probabilità di un processo di emissione spontanea indipendente dalla den- 
sità dell'energia raggiante, avremo che le probabilità totale che un sistema passi 
dal livello eccitato 77 a quello ” con emissione di un quanto 4vmn sarà data da: 


Amn + Buon P(Vmn) Wa>Wal 


essendo A,,., il coefficiente di emissione spontanea. 
Consideriamo ora un gran numero di sistemi identici del tipo considerato, 


in equilibrio termico con la radiazione. La densità dell’energia di radiazione è 
data dalla nota formula di Planck (Cap. I, $ 1) *): 


8rby? 1 
da ee) = Ta api 


ove £ è la costante di Boltzmann. Sia /,, il numero di sistemi nello stato # e 
N, quello nello stato #. Il numero di sistemi che nell’unità di tempo compiono 


*) Si osservi che l’adozione di questa formula comporta implicitamente l’assunzione 
che il campo della radiazione elettromagnetica sia quantizzato. 
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una transizione dallo stato # a quello # sarà quindi: 
| NaBnom P(Vmn) 
e il numero di quelli che compiono la transizione inversa sarà: 
Nom Amon + Buon P(Vmn)}- 
In condizioni di equilibrio questi due numeri dovranno essere eguali onde: 


(12) Na Pa ion LE e Pm)! 
Nm Bmn P(Vmn) 
Ma per la legge di Boltzmann dell’equilibrio statistico dovrà pure essere: 


N, — WO|RT 
08) RE = pira © ep IMI — WA)IAT]= xp rnalhT). 


Confrontando la (12) e la (13) si ha: 
A 


P(Vmn) o Bi exp (4VmnlKT) se È 
dovendo questa identificarsi con la (11) (per v= vmn) ed essendo B,_..m = Bmn 
avremo: 


16r°5v3, 


P_ ISS n = Buon 
od anche per la (10): 
32r:3y3 
picmenii _F 2 Hit * 2), 
(14) Area 3ha — Utsmal'+ lWmal + ln) 


Come risultato di tutte le considerazioni fatte, si può dire che il calcolo 
dell’intensità delle righe spettrali si riduce in ultima analisi alla considerazione 
degli integrali (7). Nei paragrafi seguenti ci occuperemo di tale calcolo per parti- 
colari sistemi (oscillatore armonico e atomo idrogenoide). 


$ 6. - Oscillatore armonico: intensità e regole di selezione. 


Il momento dipolo elettrico # per una particella di carica elettrica e che 
compia delle oscillazioni armoniche lungo l’asse x (supposto che nell’origine 
esista una carica neutralizzante — e), ha per componenti: 


pb = ex uy= 0 p,= 0. 
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Avremo quindi da considerare il solo integrale: 


Im 


cme e 0 —_ . 
Hz n e [1 se N° doc n Ossa 5 


l’espressione x,n è facilmente calcolabile nel problema in esame, tenendo conto 
delle proprietà dei polinomi di Hermite che compaiono nelle espressioni delle 
autofunzioni dell’oscillatore armonico: essa risulta sempre nulla, eccetto il caso 
che sa 7=#+10mw=#— 1. Si ha in questi due casi: 


14 1 
Xn,n+1 / La 
4r?zivo 


(15) con a= 
b 


n 
Xn,n-1 Va 


Di conseguenza le sole transizioni che un siffatto sistema può compiere con 
assorbimento od emissione di-luce sono quelle da uno stato stazionario ai due 
adiacenti. Da ciò deriva che per l’oscillatore armonico vale la regola di selezione: 


An= +1 


e che quindi, poichè: 
IV E: Was, | “i 


Vn,ntt 5 Vo» 


può venir emessa od assorbita solo radiazione di frequenze pari a quella propria 
dell’oscillatore. Tenendo presente le espressioni (15) per xn,n+1 si hanno per 
i coefficienti di assorbimento e di emissione i seguenti valori: 


en 
Pron Gia 


n—_j*n 
16 n° en 


A = _L Ù 
slide 3. be x 


Questi risultati trovano una notevole applicazione nello studio degli spettri 
molecolari; nelle molecole infatti esistono moti di masse oscillanti che con 
buona approssimazione si possono considerare come oscillazioni armoniche; 
tali moti danno precisamente origine alle cosiddette righe di oscillazione. 


$ 7. - Atomo idrogenoide: intensità e regole di selezione. 


Sappiamo che in un atomo idrogenoide agli stati stazionari corrispondono 
autofunzioni della forma: 


Intm = Bui(7)Om 8) m (0) = Zu 18, 9). 
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Anzi le funzioni Yim(®, 9) (sferiche superficiali) nelle variabili angolari 
sono caratteristiche per tutti gli atomi in cui un elettrone si muove in un campo 
di forze derivanti da una funzione potenziale del tipo U(r): i corrispondenti 
numeri quantici azimutale (/) e magnetico (7) saranno validi in generale per 
tutti gli atomi siffatti. 

Le componenti del momento di dipolo elettrico rispetto ai tre assi cartesiani 


sono rispettivamente: fnenà 


uy= k(r) send senp 
Ha u(r) cos è 
in cui p(r) è una funzione della sola r che, nel caso di un sistema costituito da 
due sole particelle di carica l’una + e, l’altra — e, è uguale a er. Nel calcolo dei 
coefficienti di assorbimento e di emissione interverranno quindi i seguenti inte- 
grali 


latte” ||[z10e00: (9)u(r) sen 8 - 
| * COS P Rip (1)Opm (9)P mp)? sen è dpdddr 


(16) We |[[z1monco: (@)u(7) sen 9 
- sen @ R_p(1)Orm (0) (9)° sen 3 dod&dr 


Brim ESS i 
+ c05 F Rip (1)Opm (0)D e (9)r? sen 3 dodddr 


che si possono scrivere come prodotti di tre fattori funzioni rispettivamente 
di ”, 9, gp: 

Fanale sù nl? Sarmi m° Ezmym' 

Pyntm,n1m' = Hnl,n'l Tnisita SYmym' 


Bzrim,n' tm" Palm Sert n Ezmim' 


in cui: n 
Batte | Rà(r) u(r) Ray) dr 
Îermst n i Ù ‘n 
Inade( | ©* (9) ( sen} O, (9) sin 3 48 
Farmytm' ° Î così 
Bxm,m' ù cosp 
Mel I for (9) < senp }D (0) do. 


Ezm m° 1 
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Vediamo anzitutto se è possibile l’emissione o l’assorbimento di luce pola- 
rizzata secondo l’asse x; in questo caso è efficace solo la componente p, del mo- 


mento elettrico. Considerando l’integrale in g relativo a f. ,un'i’n’ Si Vede che: 


SE i 
Binni= 77 | SP(060) p(— aio) de = dr 


0 
onde: PIANO 


Considerando invece l’integrale in 3 si trova (con calcoli un po’ laboriosi 
che non riportiamo) che f.,.;,° © SEMPre nullo a meno che sia /' eguale a 
/+102/-1. 

Un trattamento analogo degli integrali rispetto a x e a y mostra che è emessa 
luce polarizzata lungo questi assi solo quando # varia di + 1, 0, — 1, ed / di 
+10—-1. 

Si hanno quindi le seguenti regole di selezione: 


A4n=0, +1,—-1 
A/=+1,-1. 


Infine la considerazione dell’integrale rispetto ad r (che è lo stesso in tutte 
e tre le formule) non fornisce nessuna regola di selezione, perchè si trova 
che esso non si annulla mai quando siano già verificate le regole di selezione 
per / e per 77: la variazione Aw del numero quantico totale 7 può quindi avere 
un valore qualsiasi. 

Effettivamente l’esperienza dimostra che negli spettri atomici si presentano 
di regola — cioè tutte le volte che le forze agenti sull’elettrone ottico dell'atomo 
si possono ritenete come centrali — solo le righe soddisfacenti le regole di 
selezione trovate per i numeri quantici / e 77; anzi tali regole erano state trovate 
empiricamente dagli spettroscopisti assai prima che sorgesse la meccanica quan- 
tistica, ma mai ne era stata data una giustificazione veramente soddisfacente. 

Tenendo presente che l’energia dei livelli dell'atomo di idrogeno non sog- 
getto ad azioni esterne e anche, più in generale, di un atomo] idrogenoide (quale 
ad esempio l’elio ionizzato He+) è data dalla formula (cfr. Cap. VI, $ 6): 


— RkZ° 


W,= — 


la quale dipende solo dal numero quantico totale x, lo spettro di tale atomo sarà 
composto da tutte le righe che corrispondono a transizioni da un livello a un 
altro qualsiasi. La loro frequenza sarà pertanto data da: 


am pote 1) 
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Effettivamente ponendo in questa formula 7 = 1, 2, 3, 4 e # intero qual- 
siasi purchè maggiore di w, si trovano tutte le righe che costituiscono rispetti- 
vamente le serie di Lymann, Balmer, Paschen e Brackett. 

Dalla formula (16) del cap. I (parte III) si ricava facilmente lo schema delle 
transizioni che danno origine allo spettro dell'atomo di idrogeno. 

Il calcolo effettivo degli integrali contenuti nelle (16) permette poi di valu- 
tare quantitativamente le intensità delle diverse righe spettrali; in questi casi, 
in cui è possibile eseguire un confronto con l’esperienza, si hanno risultati soddi- 
sfacenti. 

Si noti però che, se si osserva lo spettro dell’idrogeno con uno strumento 
di elevato potere risolutivo, si trova che in realtà le diverse righe, che costi- 
tuiscono le diverse serie, non sono semplici ma hanno una struttura complessa 
(che si suol dire finz) nel senso che risultano separate in tante componenti di- 
stinte. La ragione per cui la teoria svolta non è in grado di dare una spiega- 
zione di questo fenomeno è dovuta al fatto che in essa si è trattato il problema 
nell’approssimazione non relativistica. 

Abbiamo già avuto occasione di dire che anche nella meccanica quantistica 
si può tener conto dei concetti della relatività: l'equazione atta a descrivere 
nella teoria quantistica l’elettrone è un’equazione differenziale (detta di Dirac) 
la quale sta all’equazione di Schròdinger (o meglio all’equazione di Pauli) nello 
stesso rapporto in cui le equazioni della dinamica relativistica di Einstein stanno 
alle equazioni della dinamica classica di Newton. Trattando il problema partendo 


dall’equazione di Dirac, si arriva a una soddisfacente spiegazione della struttura 
fina delle righe. 


$ 8. - Osservazione sulle regole di selezione. 


Come abbiamo visto, nell’approssimazione di dipolo elettrico, l’intensità della 
radiazione emessa è proporzionale al quadrato della grandezza: 


(2). s=e Î Fu dV; 
v 


in particolare una riga risulta froibifa quando l’integrale precedente è nullo. 
Supponiamo, cosa che si verifica per molti problemi della fisica atomica, che il 
potenziale U(#) sia una funzione simmetrica in F: 


UGR)=UC?) 


(ciò è ad esempio verificato per un elettrone in un campo centrale U = U ((7|)). 
Come sappiamo (cfr. $ 11, cap. V) in questo caso l’operatore di riflessione (2 (tale 
che Qf(#) =f(—f)) è una costante del moto per cui le autofunzioni «(7), dovendo 
essere anche autofunzioni dell’operatore O, si dividono in due classi: pari (g) e dispari 


(4) tali che: a(F) a?) u,(?)=— #47). 
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Da queste proprietà di simmetria discende immediatamente che 
I stFa, dV=0 | staTmdV =0 
P 


mentre in generale sarà: 


[1874 dVL0. 


In altri termini nell’approssimazione di dipolo elettrico sono proibite le transizioni 
ottiche tra « stati » della stessa classe di simmetria, mentre sono permesse in generale 
quelle fra uno stato g e uno stato 4 e viceversa. È facile, sulla base di queste considera- 
zioni, rendersi conto immediatamente delle regole di selezione trovate per l’oscillatore 


armonico e per un elettrone in un campo centrale. 
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CaprrtoLO X 


SISTEMI A PIÙ PARTICELLE 


$ 1. - Particelle non identiche. 


La teoria finora svolta era relativa al sistema fisico più semplice, e cioè 
quello costituito da una sola particella in un campo di forze. Ci proponiamo ora 
di estendere il formalismo quantistico al sistema più generale costituito da N 
particelle in interazione e in un campo di forze qualsiasi. 

Detta estensione andrà fatta con criteri simili a quelli che hanno permesso 
di stabilire il formalismo quantistico per il caso di una particella. Il nuovo forma- 
lismo dovrà confluire, nel caso limite in cui gli effetti quantistici siano trascurabili, 
nelle teorie classiche che descrivono rispettivamente l’aspetto corpuscolare e 
l'aspetto ondulatorio della materia. Il primo di questi aspetti è descritto, com'è 
noto, dalle equazioni della meccanica classica (per esempio nella loro forma ha- 
miltoniana) e il secondo dall’equazione classica delle onde materiali (cfr. Cap. II). 

Anche la costruzione del formalismo quantistico può conseguirsi rispetti- 
vamente partendo dalle equazioni classiche della meccanica o dall’equazione 
classica delle onde materiali. 

Noi seguiremo qui il primo di questi procedimenti (sotto certi aspetti più 
semplice), riservandoci di accennare più oltre al secondo (chiamato talvolta 
« procedimento della seconda quantizzazione »). Il procedimento di quantizza- 
zione, che si basa sull’aspetto corpuscolare della materia, è un’ovvia estensione 
del formalismo generale (relativo ad una particella) esposto nel Cap. V. 

Supponiamo infatti di considerare un sistema di N punti materiali di massa 
Pix, Ma, «+-+, #y che si muovono sotto l’azione di forze derivanti da una fun- 
zione potenziale U(x,, V1 %w «+-+» Xw» Jw Xw). Generalizzando il formalismo 
valido per un sistema di una sola particella si ammette che l’equazione temporale 
di Schròdinger per un sistema di questo tipo si ottenga partendo, come per la 
particella singola, dal teorema della conservazione dell’energia: 


N 1 
H (Pay ++ +3 Day 5x1 0%) = Zig Dt tt U(x1,.-.,%9)=W, 
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sostituendo ai momenti ,, .-., ;, gli operatori differenziali 


— id —, ..., —ih —, 
ÒèZy 


ò 
a W l’operatore — id E introducendo una funzione y(x,, ..., X,; #) su cui 


questi operatori operano e postulando infine, come nel caso di una sola parti- 
cella, l’equazione: 


ò ò PA 
coni cin» bea a 
(1) 5( nin )i > Di A94+ 
4 
+ 


Come nel caso di una sola particella, si può integrare, quando le forze non 
dipendono dal tempo, l’equazione temporale di Schrédinger (1) cercando le 
soluzioni del tipo: 


(e «00, Lys #F) mM) ie, Ww)P(#) 


che permettono di separare l'equazione (1) nelle due seguenti: 


(2) - > : A9îy + Un= Wu 
2 È . MR ; ni i 
do î 
3 cc. APRRMBIAE, 
6) di “Te: 


La soluzione generale dell'equazione temporale si ottiene facilmente inte- 
grando queste equazioni. Essa è data da: 


(1 5) = En dalln(X1, << +» %w) exp (iW, 4/6) 


in cui le quantità 4, sono delle costanti da fissarsi assegnando la + iniziale. 

L’interpretazione fisica della funzione di Schròdinger, in questo caso generale, 
è analoga a quella relativa a una sola particella: « la quantità W*(x1, ..., %y; 7) 
(Dt: Li) i d%y misura la probabilità che il sistema, nello stato 
fisico rappresentato dalla funzione Y(x1, -..,%w; #), possegga al tempo # una 
configurazione per cui x, ha un valore compreso fra x, e x, + 4x,, y, un valore 
fra y: € vt dx ---. %y un valore fra zy € %Xy+ dzy». 

Vogliamo osservare come la funzione y, che descrive il sistema, rappresenti 
ancora un’onda (dovendo soddisfare all’equazione (1)) che si propaga però 
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non nello spazio fisico reale ma nello spazio delle configurazioni a 3N dimen- 
sioni. Da ciò si vede chiaramente come tale funzione, il cui significato probabi- 
listico rientra in modo coerente nello schema interpretativo della meccanica 
quantistica, non sia suscettibile invece (a meno di ricorrere a considerazioni 
assai complicate e artificiose) di un’interpretazione realistica nell’ambito della 
quale possa essere ripristinato il determinismo della fisica classica. 


$2.- Il problema dei due corpi. 


Consideriamo ora un sistema costituito da due particelle, di massa rispetti- 
vamente 77, € #3, in interazione fra di loro tramite una forza derivante da una 
funzione potenziale U(r) dipendente dalle coordinate solo attraverso la distanza 
r=V(x° x) + (en) + (G— %) [o più generalmente da una fun- 
zione potenziale U= U((x.—x%1)} ay) Ge— 3) 

Lo studio delle proprietà fisiche del nostro sistema potrà ricondursi alla 
considerazione dell’equazione di Schròdinger degli stati stazionari: 


P* 
1 d° Hp d°4rp d° ftp 1 è? Hp d° #4 d°Hr ) 
ata) 


2 
+-+ Wa_U)4=0, 


ove il pedice 7 (che significa fofz/e) sta ad indicare che le quantità a cui esso è 
applicato si riferiscono all’intero sistema delle due particelle. Mostreremo come 
l'equazione (4) si possa immediatamente separare in due, di cui una descrive 
il moto di traslazione del sistema pensato come un tutto e l’altra il moto relativo 
delle due particelle. Allo scopo di effettuare la separazione, introduciamo le 
nuove variabili È, n, €, che rappresentano le coordinate cartesiane del baricentro 
del sistema, e le variabili x, y, g, che rappresentano le coordinate relative delle 


due particelle. Queste nuove coordinate sono evidentemente legate alle pri- 
mitive dalle relazioni: 


Ca MyX + M3X3 


XX = x 
Mt Ma 


__ Ma + #20 


|a Sax} 


la mix + #2%2 


Mi + Ma iaia 
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Si ha evidentemente: 


A i Ri FIA MOR... I È abeE: i 


dx, dx, dx dx, dE n + #19 dE dg 


e quindi: 


e FE ( mi \} è hI ò? 2m, ò” 
dx dx, MAVIET de dx 27,4 2, dE dx 
Similmente si trova: 
e fo mi \}_ è se ò? 2a — d? 
dx \dx]J \w+m] de det m+ ma dé de 


Introducendo queste nuove variabili nella (4), si ottiene 


i d°%n d°tp d° Um 
0) _ 2(2+ #13) ( ve dn dI? )+ 
Va ò°/n dt ò°/mp 
MATA U cao, 
Za (e >; + 3a )+ (9%) 7) #r 
dove si è posto: 
| 1 
Wu MM 
cioè: 
__ 37Mg 
i Mt #29 


(u è la così detta massa ridotta del sistema). 

Si osservi che i termini che compongono la (5) si possono ordinare in due 
gruppi, nel primo dei quali intervengono solo le variabili x, y, z, e nel secondo 
solo È, n, t; di conseguenza questa equazione si potrà ridurre a due altre, a 
variabili separate, ponendo: 


up = F(Emt) (x, J, 2). 


Si trova allora con il consueto procedimento: 


dF. èF èF 2(2+m) 


(6) SE? + n + GG = —WaFa0 
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e: 

da? du d°n 2u 
7 Rui Ro e = 
(7) er > * n * o (V- U(x,9, %)) n= 0 
dove: 


W,, + Wa Wan. 


L’equazione (6) è identica alla (5) del $ 2, cap. IV, che rappresenta il 
moto di una particella libera di massa #= #,+ #3: ciò significa che, anche 
nella meccanica quantistica, il moto del baricentro di un sistema si può trattare 
come il moto di un punto di massa eguale alla massa dell’intero sistema, e dotato 
di energia di traslazione W,,. Per quanto riguarda le proprietà strutturali (interne) 
del sistema, si può quindi prescindere dalla considerazione dell'equazione (6): 
esse saranno date completamente dall’equazione (7). 

Le considerazioni precedenti possono ovviamente applicarsi all’atomo di 
idrogeno, per cui risulta così giustificata la riduzione del suo studio a quello di 


una carica e di massa u = i n licet 1 sottoposta 
Rodi” sas I 1 nt 


all’azione di un potenziale coulombiano (U = — a) , ed al più semplice dei 
r 


nuclei composti, il deutone, il cui studio si riconduce alla risoluzione dell’equazio- 
ne di Schròdinger per una singola particella di massa 
__ MM, My 
PALM, 2° 


essendo M, e M, le masse, quasi eguali, del protone e del neutrone. 


$ 3. - Il rotatore rigido. 


Consideriamo un sistema costituito da due particelle di masse 2, e 23 ri- 
gidamente collegate fra loro, distanti rispettivamente r, e ra dal baricentro del 
sistema e pertanto distanti fra loro ra = r1 + re. Se si suppone che il sistema ruoti 
attorno ad un asse (mobile o fisso) passante per il baricentro (fisso) e normale 
alla congiungente i centri delle due sferette, tale sistema costituisce un rotatore 
rigido. Nel cap. VII $ 4, abbiamo già accennato al rotatore piano, in cui l’asse 
di rotazione è fisso; consideriamo ora un rotatore rigido con l’asse di rotazione 
libero di orientarsi nello spazio. 


L’equazione che regola il comportamento di questo sistema si riduce a quella 
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di una particella di massa /= prg *) libera di muoversi sulla superficie di una 
sfera di raggio unitario con centro nell’origine. Infatti per il nostro sistema è 
W,,=0, U=0 e Wr=W=T (7 è l’energia cinetica totale del sistema). 
L’energia per il nostro sistema è quindi data dalla somma dell’energia cine- 
tica di ciascuna particella rispetto al baricentro. In coordinate polari si ha pertanto: 


8) W=T= SD ri@*+ 8 sint9)+ = r5(0°+ @ sin*9)— 
= (m7t+ my) (0° + è sin? 8) 
e questa espressione è uguale, introducendo il momento d’inerzia del sistema, a: 
(9) W= + I@+ d? sin 8). 

Scrivendo il laplaciano in coordinate polari (tenuto conto che il termine 


1 dr òr 
per gli stati stazionari del rotatore rigido è: 


1 ò da 1 le. 2I 
(seno )+ a d9* Pra 0. 


1 ò 
5 (1 +) è nullo essendo "= "y = costante), l'equazione di Schròdinger 


do) sen?d dd dd 


Posto nella (10) (3, p)= Y(3) Z(g), otteniamo le seguenti due equazioni 
alle derivate totali in 3 e in p: 


send 4 dY 
pesi cs % 7 
7 35 (seno 3) + presta m° 
(11) 
1 dZ._. 
Zz da = 77 
con 27 parametro da determinare, essendosi posto f = ui sà La seconda di 


queste equazioni ha, com’è noto, per autosoluzioni (normalizzate) le funzioni: 


1 
La im 
vo rta P) 


con z=0, +1, +2, +3, ... 


*) I è il momento d’inerzia del sistema, u è la massa ridotta sin » fo è la di- 
mk 23 


stanza relativa delle due particelle. 
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La prima delle (11), moltiplicata per diventa: 


sen? 9° 
1 dd i dY -. n Y= 0 
senò d9 \c° a )° so) sà 
che, introdotta la variabile x = cos $, si trasforma nella ormai nota equazione 


di Legendre: 
d dY nè 
—— {(1- — — = 
"= ueLiE 3 bi ni) Ma 


che ha per soluzioni (normalizzate) i polinomi associati di Legendre, moltipli- 
cati per un’opportuna costante: 


2+1 (— nm) 
Y0)= |{{_ XK 
0) x E Egg 
e risultando al solito B=/(/+ 1). 
I livelli energetici per il rotatore con asse libero sono pertanto: 


W,=/0+1) = 


Poichè, fissato /, 77 può assumere i 2/+- 1 valori 0, +1, ..., +/, in corrispon- 
denza ad ogni livello energetico per il rotatore rigido con asse libero ci sono 


(2/+ 1) stati con la medesima energia. I livelli energetici sono cioè (2/4 1) 
volte degeneri. 


$ 4. - Particelle identiche. 


a) Concetto di « identità » nella teoria quantistica. — Vogliamo ora occuparci 
dello studio delle proprietà fisiche di un sistema costituito da più particelle fra 
loro identiche, cioè dotate delle stesse caratteristiche fisiche (come ad esempio 
sistemi costituiti da più elettroni o da più particelle &, ecc.). 

Le previsioni della teoria quantistica sul comportamento di tali sistemi 
differiscono in modo essenziale da quelle corrispondenti della teoria classica, e 
su di esse si fonda la comprensione di fatti assai importanti, come il legame chi- 
mico, il comportamento del gas elettronico nei metalli, il calore specifico dei 
solidi, ecc. 

La differenza fra meccanica classica e meccanica quantistica dei sistemi di 
più particelle identiche è logicamente connessa con la differenza fondamentale 
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tra le due meccaniche per la particella singola. Mentre in meccanica classica è 
possibile misurare esattamente, in un determinato istante 7, le coordinate di po- 
sizione e le componenti dell’impulso di un punto materiale e, noto il campo di 
forze agenti su di esso, conoscere lo stato dinamico del punto ad un istante 
qualsiasi precedente o seguente 7 (in altri termini, è possibile prevedere la tra- 
iettoria della particella), in meccanica quantistica, essendo ogni processo di mi- 
sura soggetto al principio di indeterminazione, il concetto di traiettoria, come 
si è visto (cfr. $ 3, 4, Cap. III), perde significato. 

Ne viene allora che, mentre in meccanica classica è concettualmente possi- 
bile distinguere tra di loro le particelle identiche costituenti un sistema, in mec- 
canica quantistica l’identità congiunta con il probabilismo delle leggi quanto- 
meccaniche comporta l’indistinguibilità. 

Per meglio comprendere le osservazioni fatte, si consideri un sistema costi- 
tuito, ad esempio, da due elettroni in un campo di forze (fig. 80). Con un’osser- 


Fig. 80 - Ad illustrazione dell'identità delle particelle. 


vazione iniziale (4= #) si stabilisce che un elettrone si trova nella posizione 4y 
e l’altro nella posizione B,: chiamiamo 1 l’elettrone in A, e 2 quello in 8. 
Supponendo che gli elettroni ubbidiscano alle leggi classiche, si possono deter- 
minare allo stesso istante 7 le velocità 7, e 7, dei due elettroni: saranno allora 
completamente determinate le traiettorie e si potrà perciò prevedere esattamente 
quale sarà il risultato della misura delle loro posizioni ad un istante successivo 
+= f: sia A, quella del primo elettrone e 8, quella del secondo elettrone. Se 
viceversa avessimo chiamato 1 l’elettrone in 3, e 2 quello in A, ttoveremmo, 
all’istante f=/, 1in B,e2in A, 

La possibilità di distinguere le particelle segue dalla cottispondenza biuni- 
voca tra stato iniziale e stato finale per ogni particella; l’identità si traduce nel- 
l’identità dei risultati scambiando il ruolo delle stesse. 

Se invece si suppone che gli elettroni ubbidiscano alle leggi della meccanica 
quantistica, una misura esatta delle posizioni iniziali esaurisce le nostre informa- 
zioni sullo stato dinamico degli elettroni e, in particolare, le loro velocità sa- 
ranno completamente indeterminate e non avrà quindi alcun senso parlare di 
traiettoria delle particelle. La misura delle posizioni all’istante #= 7, ci dirà 
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allora semplicemente che un elettrone si trova in A, e l’altro in B,, ma non 
avremo alcuna possibilità di dire se l’elettrone in A, sia o no quello che ab- 
biamo contrassegnato con l’indice 1 e che all’istante #= % si trovava in Ao: 
Non essendo possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra gli stati di- 


namici di una particella ad istanti diversi, dall’identità delle particelle deriva 
anche la loro indistinguibilità. 


b) Considerazioni. sull’equazione di Schridinger per un sistema di NN particelle 
identiche. — Vediamo ora come debba impostarsi lo studio di un sistema di IN 
particelle identiche secondo i principi della meccanica quantistica. 

Supponiamo di eseguire, ad un certo istante f, un’osservazione massima 
sul sistema. Ne risulterà determinato lo stato, che sarà in generale descritto da 
una funzione di 4/V variabili (3 di posizione ed una di spin per ogni particella) 
e del tempo: 


(94, 98 <--> 9; 2) 


essendosi indicato con gx l’insieme delle 3 coordinate spaziali xx, yx> %x e della 
variabile wy di una particella; tale funzione sarà una soluzione (con #= #) 
dell’equazione temporale di Schròdinger: 


4 
(12) ssaa 
dove: 


A= S(9498 <-> In PaPB--- Py; 7) 


[con p, ... py indichiamo i momenti coniugati alle coordinate posizionali ri- 
spettivamente contenute in q, ... qQy]. Il modulo al quadrato della Vv fornisce 
la densità di probabilità di trovare una particella con coordinate g,4, una con 
coordinate gg, ecc. 

Data l’identità delle particelle non è rigorosamente possibile precisare quale 
particella abbia una certa probabilità di avere certe coordinate; in effetti, supposto 
di numerare le particelle da 1 a JV, abbiamo già visto che non è possibile porre 
in corrispondenza biunivoca tali numeri con le coordinate. In altri termini uno 
scambio qualsiasi tra le particelle del sistema non produce alcuna alterazione 
osservabile nelle grandezze fisiche (osservabili, loro valori medi e distribuzioni 
di probabilità) che caratterizzano lo stato del sistema. Questo fatto si tra- 
duce analiticamente nella simmetria di tutti gli operatori corrispondenti a os- 
servabili fisiche del sistema rispetto ad una qualunque permutazione delle 
particelle fra loro. 

Ad esempio deve essere: 


SP AP... N PP... 


HS(qP gp .. ql) PP pidr.. DO”; 3 
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qui si è evidentemente operato lo scambio tra la particella 1 e la particella 2, 
che si traduce analiticamente nello scambio del ruolo delle coordinate q,, qg 
e pu, pa al primo e al secondo posto nella funzione operatore: 


5(04 qQB. -- +3 Py; t). 


c) Operatori di permutazione. — Simmetria dei vettori di stato. — Sia dato un 
sistema di /V particelle. Le variabili dinamiche della i-esima patticella sono fun- 
zioni della sua posizione 7°‘, del suo impulso $° e del suo spin #‘ (l’insieme 
di questi tre vettori verrà indicato con €‘). Per definizione, due di queste parti- 
celle si dicono « simili » se esse hanno il medesimo spin (la similarità, si noti, 
non implica affatto l’identità). Esiste allora una corrispondenza biunivoca tra 
le loro osservabili ed i loro vettori di stato; di conseguenza, due particelle simili 
possono essere scambiate tra loro. Più generalmente, se x particelle sono simili, 
le 7! possibili permutazioni di queste 7 particelle costituiscono operazioni ben 
definite, a ciascuna delle quali corrisponde un certo operatore. Ci proponiamo 
anzitutto di studiare questi operatori di permutazione; per semplificare la discus- 
sione, supporremo senz’altro = N. 

Consideriamo dunque un sistema di /V particelle simili, e indichiamo con 
G lo spazio dei suoi vettori di stato. Per ciascuna particella é (f= 1, 2, ..., N), 
introduciamo un sistema completo di osservabili, Of; siano 4, gli autovettori di 
un sistema base nello spazio delle O‘, e 0, gli autovalori corrispondenti. I vettori 
della forma: 
(13) pira) = ye» pia) AES IN ; 


costruiti cioè come prodotto tensotiale di vettori base degli spazi S, S®, 
. + +36), costituiscono la base di una certa rappresentazione di vettori e di ope- 
ratori dello spazio ©, che chiameremo rappresentazione simmetrica e indicheremo 
col simbolo {Q}. Il vettore (13) rappresenta uno stato di immediata interpreta- 
zione fisica: la particella 1 si trova nello stato %,, la particella 2 nello stato Wg, 
ecc. Una permutazione di queste JV particelle altera la loro ripartizione tra gli 
stati W,, dg, -.. € rimpiazza il vettore (1) con unaltro vettore, in generale diverso, 
della base {Q}. Una siffatta operazione stabilisce una corrispondenza biunivoca 
tra i vettori di questa base ortonormata e definisce così un operatore lineare uni- 
tario nello spazio degli stati. A ciascuna delle possibili permutazioni di IV patti- 
celle si associa in tal modo un operatore di permutazione %, che possiede la pro- 
prietà di unitarietà: 


PP=PP= 1. 


Ad es., eseguendo lo scambio delle particelle 1 e 2 e indicando con 
8 P (12) 
l'operatore associato a detta permutazione, si ha: 


ses) — ssa (A° 
Pan YEAR = PO. 
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Come ulteriore esempio di azione degli operatori %, fissiamo la nostra atten- 
zione sul caso NN= 3 (naturalmente, le proprietà enunciate sono valide per 
IN qualsiasi) e definiamo Px123) come l'operatore che agisce sulla permutazione 
(123) facendo assumere ad 1 il posto di 3, a 2 il posto di 1 e a 3 il posto di 2: 


joe — l,(1(2)03 
Pass, 4 Va Ù ge A è 


Sia ® un vettore dello spazio G, allora: 


Bar P = x Pas LVPO(JIAAD D)= 


afBvy 
p3 aa (UA, D) 
aBy 


ovvero, cambiando la denominazione degli indici di somma «, f e Y: 


Pas D= ù yIDAY(YIA D). 


Questo significa che, detta #(0, 0, 0,) la funzione d’onda di ® nella rap- 
presentazione {Q}, la funzione d'onda di Pass) P è data da: 


Bros) (0,0 0,) = 1050, La) > 


cioè essa si deduce da x(0, Og 0,) effettuando sui suoi argomenti la permutazione 
inversa di quella indotta da P,133) su (123). Come si è visto, l’azione di ® su un 
cetto vettore dà luogo al vettore dedotto dal primo tramite la permutazione 
d indotta da Y; analogamente, applicando la trasformazione unitaria Y ad un 
certo operatore 3 (ED, E, ..., EM) dello spazio S, il risultato è l’operatore 
ottenuto effettuando la permutazione f sugli argomenti di &. In altri termini, 
posto (con evidente significato dei simboli): 


iL 2 56 IV 
si 
ka Xo +... AN 
BICI E, ci ESTE, EL 5, Pg 
Bass) T ( (1, E(2), E) Pass) - Sd (E, E), EM) P 


si ha: 


ad es.: 


Per dimostrare questa regola, basta far vedere che essa è verificata allorchè 
& è una qualsiasi delle osservabili fondamentali del sistema. Consideriamo una 
di queste osservabili; è sempre possibile costruire una rappresentazione simme- 
trica in cui detta osservabile è diagonale. Supponiamo, per fissare le idee, che 
l’osservabile in questione sia una delle Of della rappresentazione {Q}. Per mo- 
strare che PNÎÒ Pe O, basta verificare che entrambi i membri hanno la 
stessa azione su tutti i vettori base di {Q}. Questa verifica non presenta alcuna 
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difficoltà; ci limitiamo qui a riportarla nel caso particolare N=3 e î=1 
(Be avendo il solito significato): 


Void Fo Xtb) Vasi JD — e Bros Peet) pipa — “n Da Brico pipe — a 
“i (1)(2)(3) — (2) J,(1)(2}(3) 
= Dyer pero, 


Così, dato un operatore 9 corrispondente a una osservabile 8, l’operatore 
PV NP, ottenuto applicando a 8 la permutazione p, ha lo stesso spettro di auto- 
valori di 8, ed i suoi autostati si deducono da quelli di 8, corrispondenti al me- 
desimo autovalore, per applicazione dell’operatore di permutazione %. 

In particolare, B è invariante rispetto alle permutazioni delle IV particelle 
se PHP = V per ciascuna delle N! permutazioni di queste particelle, cioè se: 
[R, B]=0 per tuttii P. 

Due successive permutazioni, ' e $'', equivalgono ad una unica permuta- 
zione p = p''p';lastessa relazione algebrica vale per gli operatori corrispondenti : 


(14) = pm". 


Un operatore ® può scriversi come prodotto di trasposizioni; questo pro- 
dotto non è univocamente definito, ma il numero di trasposizioni che vi figurano 
ha una parità ben determinata, (— 1)?, che è — per definizione — la parità della 
permutazione f. Se N, P' e P'' sono legati tra loro dalla (14), è chiaro che: 
(1P= (1). 

Certe permutazioni, in particolare le trasposizioni, sono uguali al loro in- 
verso. In questo caso l’operatore associato è una osservabile, ed i suoi possibili 
autovalori sono +1e—- 1. 

Consideriamo, ad es., la trasposizione (#7): B%;n = 1. 

Gli autovettori relativi all’autovalore + 1 sono invarianti rispetto alla tra- 
sposizione (#); essi sono, per definizione, simmetrici in # e j. L’operatore: 


Sin= 3 1+ Bi} 


detto operatore di simmetrizzazione, è chiaramente il proiettore sullo spazio 
dei vettori simmetrici. Gli autovettori relativi all’autovalore —1 sono invece 
antisimmettrici in # e j, e il corrispondente proiettore è l'operatore di antisimme- 


trizzazione: ° 
Ai) =}1 — Big]. 


Ogni vettore può scomporsi nella somma di un vettore simmetrico e di 
un vettore antisimmetrico in i e j. Vediamo ora di estendere, nel caso delle IV! 
permutazioni $, la nozione di simmetria e di antisimmetria degli stati dianzi 
introdotta a proposito della trasposizione Pa» 
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Consideriamo all’uopo un vettore ® diS, e indichiamo con € lo spazio sot- 
teso da ® e da tutti i vettori che da esso si deducono per permutazione: € avrà 
un numero di dimensioni < N!, secondo che gli N! vettori PD siano linear- 
mente indipendenti oppure no. 


Un caso limite è quello in cui tutti i vettori PD rappresentano il medesimo 
stato: 


(15) PO=c,9 per ogni f. 


Se 9 è una trasposizione, i possibili valori di c, sono, come sappiamo, + 1 
e — 1. In più, dato che ogni trasposizione () è uguale al prodotto (1) (2}) 
(12) (27) (17), è: cun = chot&p1» = n» il che significa che la costante c è 
la stessa per tutte le trasposizioni. Poichè ogni permutazione ò è un prodotto 
di trasposizioni, si conclude che la proprietà (15) è verificata solo nei due seguenti 
casi: 
(4) per ogni p, c,=l: PDO=D 


(6) per ogni p, c,= (1): PO= (— 19. 


Il vettore ® dicesi simmetrico o antisimmetrico, rispetto alle permutazioni 
delle IN particelle, secondo che ci si trovi nel caso (4) o nel caso (0). 

L’insieme dei vettori simmetrici costituisce un sottospazio di €, che indi- 
cheremo con €‘; quello dei vettori antisimmetrici un sottospazio ortogonale, 
che indicheremo con @‘4). I corrispondenti operatori di proiezione, come è facile 
dimostrare, sono dati da: 


1 1 Ò 
S= a 4° Ta 19% 


(3) denota la somma su tutte le possibili permutazioni). Valgono le proprietà 
P 
(la cui dimostrazione è un semplice esercizio, che viene lasciato al lettore): 


6 =6 \ÙW=A AS=SA=0 


(10) n= UV 1A. 


° Tornando ora allo spazio € sopra introdotto, e usando le (16), si hanno le 
relazioni: 
GCPO=SD APD= (1) UD 


il cui significato è immediato : lo spazio € contiene un vettore simmetrico (ed uno 
solo), o non ne contiene affatto, secondo che S®è diverso da zero o uguale a zero; 
analogamente, lo spazio € contiene un vettore antisimmetrico (ed uno solo) o 
non ne contiene affatto, secondo che U® è diverso da zero, o uguale a zero. 
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f 5. - Particelle identiche e postulato di simmetrizzazione. 


Se le IV particelle del nostro sistema sono non soltanto simili, ma identiche, 
nessuna proprietà dinamica del sistema verrà alterata se si effettua una permuta- 
zione qualsiasi di queste particelle. Studieremo ora le limitazioni che tale condi- 
zione di invarianza impone alla legge di evoluzione ed alle osservabili del si- 
stema. Sia ©, il vettore di stato all’istante f,; allora, come sappiamo, il vettore 
di stato all’istante 7, ®,, si ottiene applicando a © l’operatore di evoluzione 
È (# #o). Se lo stato iniziale è rappresentato dal vettore BD, l'evoluzione del 
sistema è rigorosamente la medesima, a meno della permutazione %, ed il suo 
stato all’istante 7 è rappresentato dal vettore RD, Pertanto: 


T(4 A) BPo=PDP,=BT(A 20) Do 


e, dovendo questa relazione sussistere qualunque sia Dy, segue che: 
(17) | Dm, TG 4)]}=0. 


Se £ è l’operatore Hamiltoniano del sistema, T(7, 4) soddisfa ll'equazione 
di Schròdinger: 
Ò 
(18) ST(GAA)= dr LAT) 


e alla condizione iniziale T(# f) = Z (con Z operatore unità). Dalle (17) e (18) 
si deduce facilmente: 


[, GS] a 0. 


Reciprocamente, se R e $ commutano, l’operatore T ed il suo trasformato 
P TP coincidono; infatti, entrambi questi operatori soddisfano alla medesima 
equazione di Schròdinger ed alla medesima condizione iniziale. Concludendo, 
affinchè la legge di evoluzione del sistema sia invariante per permutazione, oc- 
corre e basta che $ soddisfi alla relazione precedente, qualunque sia P. 

Sia data ora una osservabile 8, e sia Y}, un suo autostato corrispondente al- 
l’autovalore 4. Se il sistema si trova nello stato Y}, la misura di 8 dà certamente 
il risultato 4; di conseguenza, se il sistema si trova nello stato RB'Y,, la misura di 


B deve dare il medesimo risultato: 
(19) BRY,=2RBY,=PBY, 
e questo per ogni permutazione M. In altri termini, ogni vettore ottenuto appli- 


cando a Y, tutte le possibili permutazioni delle JV particelle è ugualmente un auto- 
vettore corrispondente al medesimo autovalore (degenerazione di scambio). Affinchè 
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questa proprietà sia verificata per tutti gli autovalori di 9, è necessario e suffi- 
ciente che: 


[R, B]=0 per tutti i P.. 


In conclusione, le IV particelle sono identiche se l’Hamiltoniana e tutte le 
osservabili fisiche del sistema sono simmetriche rispetto a queste particelle. 

Da quanto si è detto sopra, è chiaro che la determinazione dello stato dina- 
mico di un sistema di particelle identiche è definita a meno di una degenerazione 
di scambio: si potrà affermare che 7, particelle occupano lo stato Y,, #4 particelle 
occupano lo stato Y°, ecc. (714 #,+ ... = N), ma l'identità delle particelle 
occupanti ciascuno di questi stati è del tutto indeterminata. È facile vedere che 
esistono /V!/7,!#9!... vettori base della rappresentazione {@} che godono della 
proprietà desiderata; lo stato dinamico del sistema è certamente rappresentato 
da un vettore dello spazio da essi sotteso, ma non è possibile specificare di quale 
vettore si tratti. Si potrebbe dimostrare, con alcuni esempi, che le previsioni della 
teoria dipendono eventualmente dal vettore scelto; questa ambiguità è dunque 
una fonte di effettive difficoltà. Essa viene eliminata introducendo il postulato 
di simmetrizzazione : 

«In un sistema di JV particelle identiche, gli stati dinamici sono necessaria- 
mente o tutti simmetrici o tutti antisimmetrici rispetto alle permutazioni delle 
IN particelle ». L’uso dell’una o dell’altra prescrizione di simmetrizzazione di- 
pende dalla natura delle particelle identiche costituenti il sistema. Le particelle 
i cui stati sono simmetrici diconsi bosoni, quelle i cui stati sono antisimmetrici 

 diconsi ferzzioni. L’esperienza mostra che le particelle elementari a spin semidi- 

spari esistenti in natura (elettroni, protoni, neutroni etc.) sono fermioni, mentre 
le particelle elementari a spin intero (fotoni, mesoni x, ecc.) sono bosoni. Prima 
di discutere in maggior dettaglio questi concetti, vogliamo ora mostrare che il 
postulato sopra introdotto — che, in base a quanto si è osservato alla fine della 
sezione precedente, toglie completamente la degenerazione di scambio — non 
dà luogo a contraddizioni con i postulati fondamentali riguardanti l’evoluzione 
dei sistemi e la misura di grandezze fisiche secondo la meccanica quantistica. 
Consideriamo, ad es., un sistema di bosoni (per i fermioni, si ragiona in modo 
analogo); l’operatore 6 di proiezione sugli stati simmetrici, quale combinazione 
lineare di operatori Y, commuta con l’operatore di evoluzione del sistema e con 
le sue osservabili fisiche: 


(20) _ [S, TG #)]}=0 
(21) [S, B]= 0. 


Se dunque lo stato dinamico del sistema è simmetrico ad un certo istante, 
la (20) ci dice che esso conserva tale caratteristica per tutto il tempo durante il 
quale il sistema evolve senza interventi esterni. Supponiamo poi di aver fatto 
una misura di B; secondo la (21), 8 edG posseggono almeno un sistema base 
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in comune, così che, se lo stato dinamico è simmetrico, lo sviluppo del vettore 
di stato su questa base non conterrà che autovettori simmetrici di 8, e l’operazione 
di misura di 8 lascerà sicuramente il sistema in uno stato simmetrico. 


f 6. - Bosoni e fermioni. Principio di esclusione di Pauli. 


Consideriamo un sistema di N bosoni. Lo spazio dei suoi vettori di stato 
è il sottospazio ‘5? di €. Partendo da un sistema base della rappresentazione 
{Q}, si può formare un sistema base di ‘5 nel modo seguente. Data una succes- 
sione #,, #», ... d’interi positivi o nulli, tali che 7,4 #,+ ...=NN, si può 
costruire un vettore simmetrico (ed uno solo) notmalizzato all’unità: precisa- 
mente il vettore: 


22) CC (Gina. 


het del ca 


dove w71 Vi: ... è il vettore base di {QQ} tale che n, particelle occupano lo stato 
di, 7, particelle occupano lo stato 4», ecc., e 6 è l’operatore di simmetrizzazione 
sopra introdotto. (La deduzione del fattore di normalizzazione è un sempiice 
esercizio di analisi combinatoria). L’insieme dei vettori così costruiti forma una 
base ortonormata in &‘°). 

Per gas bosonico si intende un sistema costituito da un numero IV assai 
grande di bosoni, le cui interazioni reciproche siano così deboli da poterle tra- 
scurare in prima approssimazione. (Sotto questa ipotesi, l’hamiltoniana $ 
del sistema è quindi la somma delle /V hamiltoniane individuali). Gli stati del 
sistema differenti solo per l’identità delle particelle occupanti i diversi stati in- 
dividuali rappresentano un unico stato microscopico, descritto da un vettore del 
tipo della (22). Questa (v. Cap. XII: Statistiche Quantistiche) è precisamente 
l’ipotesi della statistica di Bose-Einstein (donde il nome di bosoni). 

Nel caso di un sistema di /V fermioni, lo spazio dei suoi vettori di stato è 
il sottospazio &‘4) di €@. Partendo dalla rappresentazione {Q}, si può costruire 
un sistema base di (‘4 associando, a ciascuna successione di interi #3, #2, ... 
tali che 7,+#,$+...=N, un vettore antisimmetrico normalizzato all’unità. 
Affinchè un siffatto vettore esista, occorre e basta che XU {U?1 4: . ..} sia diverso 
da zero. Supponiamo ora che almeno uno degli interi della successione #1, #2, 

. sia > 1; nello stato rappresentato da Wi: vi: ... vi saranno almeno due pat- 
ticelle — la i-esima e la j-esima, ad es. — Geenpanti il medesimo stato individuale, 
ed il vettore stesso sarà simmetrico rispetto allo scambio di dette particelle: 


bi der... =3:1+%Vol {bi da: ...}. 


Ma in tal caso, essendo Y(1+V;)) = 0, risulta Y{M: di: ...} = 0. In 
altri termini, due fermioni non possono occupare il medesimo stato quantico individuale. 
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È questo il celebre principio di esclusione, originariamente postulato da Pauli 
(1925) per gli elettroni della corteccia atomica, nell’intento di interpretare la 
struttura del sistema periodico degli elementi e quindi le proprietà chimiche e 
spettroscopiche della materia. (Tale principio fu poi esteso da Fermi agli elet- 
troni in un campo di fotze qualsiasi, ad es. al gas elettronico dei metalli). La 
sostituzione del postulato che si traduce nel principio di Pauli col postulato 
— concettualmente più semplice — di antisimmetria si deve a Dirac. Successi- 
vamente lo stesso Pauli, in un classico lavoro pubblicato nel 1940, dimostrò 
— sotto ipotesi assai generali — che tutte le particelle elementari a spin semidi- 
spari, rispettivamente intero, sono necessariamente descritte da vettori di stato 
antisimmetrici, rispettivamente simmetrici. Questo problema della « connes- 
sione tra spin e statistica », è stato, anche negli ultimi anni, oggetto di notevoli 
studi nell’ambito della moderna formulazione assiomatica della teoria quanti- 
stica dei campi d’onda. 

Tornando al discorso che ci ha condotti al principio di Pauli, siano Y,, 


dg» - «<> Yy gli IV stati individuali occupati dalle IV particelle del sistema. Il vet- 
tore (normalizzato all’unità): 


DI UYD YI ... 40) 


rappresenta il corrispondente stato antisimmetrico. Esso può scriversi sotto forma 
di un determinante d’ordine IV (determinante di Slater): 

(23) (VEUL IP... 40} = (1)? Det {4} a) 

(da questa rappresentazione, il principio di Pauli appare ancor più evidente). 
Per un gas fermionico, valgono considerazioni analoghe a quelle svolte per un 


gas bosonico, solo che ora gli stati quantici individuali sono occupati al più 


da una particella. È questa l’ipotesi della statistica di Fermi-Dirac (donde il 
nome di fermioni). 


$ 7. - Accoppiamento tra spin e momenti orbitali nei sistemi a più par- 
ticelle. 


In generale i termini dipendenti dalle coordinate di spin che compaiono nel- 
l’hamiltoniana di un sistema di più particelle identiche si possono considerare 
come piccoli agli effetti del calcolo dell’energia del sistema e quindi trascurabili 
almeno in quella che si suol chiamare l’approssimazione zero. Tuttavia la consi- 
derazione degli spin delle particelle e del modo con cui essi sono accoppiati 
ai momenti orbitali delle stesse, vale a dite la considerazione della grandezza rela- 
tiva delle varie interazioni fra i momenti magnetici intrinseci e quelli orbitali, 
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è fondamentale per la scelta di appropriate autofunzioni di approssimazione zero 
per gli stati fisici del sistema. In pratica esistono diversi tipi di accoppiamento 
tra spin e momenti angolari in relazione alla diversa grandezza relativa delle varie 
interazioni fra i momenti magnetici: tra i più importanti sono l’accoppiamento 
di Russel-Saunders e il cosiddetto accoppiamento (,j). Li illustreremo riferen- 
doci in generale a un sistema qualsiasi contenente un certo numero di particelle 
cariche dotate di spin (e quindi di momento magnetico intrinseco) in intera- 
zione fra di loro. Volendo fissare le idee su un caso concreto potremo pensare 
al caso particolare di un sistema di fermioni, quello degli elettroni in un atomo. 
Nell’accoppiamento di Russel-Saunders si suppone che, quando in un sistema 
sono presenti parecchie particelle, ciascuna con un determinato momento or- 
bitale 7; (in unità 5) e con spin 7; (in unità #), i singoli vettori 7; risultino così 
fortemente accoppiati che gli stati con momenti risultanti L diversi abbiano ener- 
gie sensibilmente diverse. Si suppone inoltre che i singoli vettori #; siano suf- 
ficientemente accoppiati tra loro in modo da dare stati di spin per il sistema di 
particelle caratterizzati dai valori possibili dello spin totale risultante 5°. Gli stati 
del sistema possono in questo caso essere caratterizzati dai momenti risultanti 
Tek, 
In altri termini i vettori 7; ed i vettori 7; devono prima essere sominati 
per conto loto. I vettori risultanti S e I sono invece, nell’accoppiamento di 
Russel-Saunders, meno fortemente accoppiati fra di loro e il loro momento ri- 
sultante è il momento totale interno 7. Ogni singolo valore possibile di T può 
essere combinato con ogni singolo valote possibile di 3"; in altre parole, lo spin 
può assumere tutte le orientazioni possibili, secondo la meccanica quantistica, 
per ogni singolo stato caratterizzato da un determinato valore di L. 

Si suol indicare l’accoppiamento di Russel-Saunders simbolicamente nel 
modo seguente: 


(ded Ue L= 


L’ipotesi di accoppiamento del tipo Russel-Saunders vale per un gran nu- 
mero di elementi leggeri. 

L’accoppiamento ()/, j) è invece, in un cetto senso, il caso opposto di 
quello di Russel-Saunders: in esso si suppone che l’interazione fra i momenti 
magnetici orbitali associati ai vettori 7; e quella fra i momenti magnetici di spin 
associati ai vettori %; siano completamente trascurabili, mentre esiste una mat- 
cata interazione tra il momento magnetico orbitale (associato a 7;) e quello 
di spin (associato a 3;) di ogni singola particella. 

La costruzione dell’autofunzione zero si effettua come se ciascun 7; si com- 
binasse con il vettore %; corrispondente per dare un vettore risultante };, mo- 
mento angolare interno della i-esima particella, e come se i singoli fù accoppiati 
fra loro sia pure assai debolmente, formassero il momento angolare totale 


dell’atomo. 
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Si suole indicare l'accoppiamento (j,j) simbolicamente nel seguente modo: 
CT) a) a Vf) I. 


Naturalmente esistono anche (e sono assai frequenti) casi di accoppiaziento 
intermedio fra quello di Russel-Saunders e quello (j, j). 

Come abbiamo detto la considerazione dei vari tipi di accoppiamento è 
importante agli effetti della costruzione delle autofunzioni del sistema a più 
particelle a partire dalle autofunzioni delle singole particelle. 


$ 8. - Degenerazione caratteristica di spin nell’accoppiamento di Russel- 
Saunders. 


Cercheremo ora, sia pure in un modo piuttosto intuitivo, di dare veste ana- 
litica alle considerazioni del paragrafo precedente, limitandoci a considerare un 
sistema di due elettroni (fermioni a spin 3) nel caso di accoppiamento di Russel- 
Saunders. 

Supporremo che il sistema sia caratterizzato da un’hamiltoniana del tipo 
(si trascurano le interazioni legate al momento magnetico degli elettroni): 


(24). FH (Pi, Da; Ta, Da) “i (Fa da; Ta, da) + L(fi. Ta) 


(indicando qui con 7; la terna di cootdinate cartesiane x,, _}Y; %;) 
Nella (24) il termine: 


(25) H°(7,» dii Ta, FS) == RF, Da) za H°(ra, da) 


rappresenta l’hamiltoniana relativa al sistema dei due elettroni nel campo del 
nucleo. 


Il termine: 
L(fi, 72) = L(F12) 


rappresenta invece l’energia di interazione fra i due elettroni, che supporremo 
dipendere solo dalla loro reciproca distanza 79. 

Nei calcoli riterremo il termine L piccolo del primo ordine rispetto ad 79°, 
per cui assumeremo tale termine come perturbazione del primo ordine. 

Data la struttura dell’hamiltoniana imperturbata (25), sarà possibile risolvere 
la corrispondente equazione di Schròdinger seguendo il procedimento della 
separazione delle variabili di posizione da quelle di spin (che non compaiono 


esplicitamente nell’hamiltoniana ma che sono essenziali per costruire le auto- 
funzioni con la simmetria richiesta). 
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Dovendo valere, trattandosi di un sistema di due fermioni identici, il prin- 
cipio di antisimmetria, potremo scrivere, in conformità all’ipotesi di accoppia- 
mento di Russel-Saunders, le autofunzioni di approssimazione zero nel seguente 


modo: 
(26) Pa Salfi Ta) 4;(01, Wg) 
(27) Pi= Az 72) Is(01, 02) 


essendo S;(7i, 73) e A;(7i, 7a) funzioni rispettivamente simmetrica ed anti- 
simmetrica nelle coordinate spaziali; s,(%1, %w,) € 4;(%1, ©sy) funzioni rispet- 
tivamente simmetrica ed antisimmetrica nelle coordinate di spin dei due 
elettroni. 

La costruzione delle funzioni d’onda opportunamente simmetrizzate si può 
conseguire immediatamente a partire dalle autofunzioni 4;,(7;) delle singole 
particelle. 

Si tratterà infatti di costruire delle combinazioni lineari di termini del tipo 
Ha (Fi) Mz (Fa) € 4a (72) #1x,(71) relative alle coordinate spaziali (#,, 7, sono in- 
siemi di numeri quantici che corrispondono a stati di moto di particella singola) 
dotate della simmetria prescritta. 

Analogamente per le autofunzioni di spin. Si ottengono così immediata- 
mente le autofunzioni nelle coordinate spaziali: 


(28) Sari 73) si na {, (9) ni (72) "i n (71) s, toy: 
(29) Ax 72) = 97 tun (7A) 72) — MT) 1 (72)} 


1 
dove ec è il fattore di normalizzazione; e quelle di spin: 


Ss(01, 0) = {p, (01) Ps, (02) + ®s (008) Ps, (01)} 
4s(01, 1g) ce {P,, (01) Ps, (02) =Pa, (09) Ps, (01)}. 


Tenendo però presente che per i fermioni è: 


1 
a(W)= I 


Ps(0) = 
0 
sc)= [1 | se s=—}, 
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potremo costruire complessivamente tre funzioni simmetriche di spin normaliz- 
zate tra loro indipendenti: 


si= (01) x(09) 


1 


(30) So = 72 {a (01) B((02) + (ws) B(01)} 
S1= B(01) B((09) 
e una antisimmetrica 
1 
(31) do = n {a (601) B(02) — (02) B(01)} *). 


Pertanto tutte le autofunzioni (normalizzate) corrispondenti al mumero 
quantico 7 nelle variabili spaziali sono le seguenti: 


(3) (3) 
(32) di = Aaa Dio = Ao 
(3) (1) 
di = A; Dio = Sio 
(dove le A;, S;» 4 5» sOnO tutte normalizzate per loro conto). È noto che, 


nell’approssimazione da noi assunta, il sistema considerato ammette come co- 
stanti del moto l’osservabile 5? corrispondente alla norma dello spin totale e 
l’osservabile S, corrispondente alla proiezione lungo l’asse % dello spin totale. 
Essendo infatti: 


F= > 580+70) 


si ha: 
ib 4 [{8 [{0x(1) + 02(2)} + {o,(1) + 0,(2)} + {o:(1) + 0.(2)}]= 


= Lee+31)-30) 


63) s= 51) + 0.0). 


È facile verificare che le funzioni di spin (30) sono autofunzioni di questi 
operatori corrispondenti rispettivamente agli autovalori 27° per la norma dello 
spin totale e rispettivamente + 1%, 0, — 1% per la proiezione lungo % dello 


*) Gli indici 1, 0,— 1 con cui sono contraddistinte le funzioni di spin indicano (in unità #) 
il valore della proiezione sull’asse % dello spin totale del sistema costituito dai due fermioni. 
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stesso; e che la (31) è pure autofunzione degli stessi operatori corrispondenti 
agli autovalori 0 sia per S? sia per S,. I risultati ottenuti sono interpretabili 
geometricamente: lo stato di tripletto appartiene agli elettroni con spin paralleli 
(con relative tre orientazioni spaziali possibili), mentre quello di singoletto agli 


elettroni con spin antiparalleli. 
I tre stati che corrispondono alle prime tre autofunzioni sono chiamati 


nella pratica stati antisimmetrici (con riferimento alle sole variabili di posizione); 
lo stato corrispondente all’ultima autofunzione è invece detto, con analoga con- 


venzione, stato simmetrico. 
Queste quattro autofunzioni corrispondono tutte allo stesso autovalore: 


Wi= Wi +W;, onde, in approssimazione zero, ogni livello è degenere del 


quarto ordine. 
Prendiamo ora in considerazione la perturbazione L(r). Siccome la con- 


siderazione dei caratteri di simmetria ci ha permesso di fissare in modo univoco 
le autofunzioni di ordine zero dei diversi stati del multiplettc, potremo appli- 
care senz’altro le formule della teoria delle perturbazioni statiche da noi svilup- 
pata al $2, cap. VIII. L’energia di perturbazione per i diversi stati sarà quindi 
data da: 

(3) (3) (8) 

Iii = [ek L dii I dA 


(3) (3) (3) 
Io = | dk L Vaio 49 dQ 
(34) 


î sl 


(3) (3) (3) 
L - [lì LY;_, 45 4Q 


(1) (1) 


(1) 
Ii,0 = [hh L Pio I dQ 


(45 = dx 1dy dx 4x3dyy4%2; dQ= do, do). Considerando la prima di queste 
relazioni si ricava, tenendo conto delle condizioni di normalizzazione: 


(3). 
ig [a L A;d5 [et doi CS do, = [ AX LA;dS. 


n,l 


In modo analogo si calcolano gli altri integrali. Si ha in definitiva: 


(3) . (3) (3) (1) 


Ri —“ “gg Li, = Iz,0 = Is 


dove si è posto 


L= [AL 4,45 = [125,6 
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Le tre autofunzioni antisimmetriche corrisponderanno quindi all’autovalore : 
(3) 
(35) Va= Wat Wa + Ta 


mentre quella simmetrica a: 
(36) Wa= Wa, ca Wi, + Is. 


Il livello Wa = Wi, + Wi; quattro volte degenere in approssimazione zero, 
si scinde quindi per opera delle forze di interazione L(r,3) in un livello triplo 
o Zripletto (stati antisimmetrici) (35) e un livello semplice o singolefto (stato 
simmetrico) (36). 

Si noti che la differenza di energia tra il livello corrispondente allo stato 
singoletto e quello tripletto è data dal termine: 


ARLAGIZIOLIALI 


Tale termine (detto integrale di scambio) ha tratto origine dal fatto che, non 
avendo lo scambio di due particelle identiche fra loro alcun significato fisico, è 
necessario supporre che le autofunzioni abbiano, anche in approssimazione zero, 
particolari caratteri di simmetria. Qualora infatti si fossero assunte autofunzioni 


- del tipo: a 
p ba LAGO ni, (73) Ps (01) Pz, (002) 


‘ (cioè non simmetrizzate) tale integrale verrebbe ad essere nullo. Di conseguenza, 
se non si tien conto del principio di antisimmetria, nel problema discusso in 
questo paragrafo non si avrebbe alcuna scissione tra il livello corrispondente 
allo stato di singoletto e quello corrispondente allo stato di tripletto. 

Si noti che l’integrale di scambio si annulla se le autofunzioni delle due parti- 
celle praticamente non si sovrappongono, vale a dire quando i due gruppi d’onde 
associati alle stesse sono distinti. In questo caso dunque l’antisimmetrizzazione 
(e così la simmetrizzazione per le particelle a spin intero) dell’autofunzione 
complessiva del sistema non comporta alcuna conseguenza. In altri termini 
due particelle, sufficientemente distanti tra loro e in condizioni tali che le rispet- 
tive autofunzioni non si ricoprono, possono essere considerati alla stregua di 
oggetti tra loro distinguibili nel senso della meccanica classica; in particolare 
pet esse, se sono fermioni, il principio di esclusione non ha più alcuna influenza. 


$ 9. - L’atomo di He. 
Le considerazioni precedenti si applicano all’atomo di elio costituito — com'è 


noto — da un nucleo di carica + 2e e da due elettroni di carica — e. 
Allo scopo di calcolare i livelli energetici dell'atomo consideriamo, in prima 


39 
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approssimazione, gli elettroni come muoventisi indipendentemente nel campo 
del nucleo, trattando la loro interazione reciproca come una perturbazione (si 


considera inoltre il nucleo fisso). 
L’hamiltoniana del sistema sarà: 


essendo ), e f, gli impulsi del primo e del secondo elettrone, r, la distanza del 
primo elettrone dal nucleo, r, quella del secondo e 7, la distanza tra i due elet- 


troni. 
L’equazione degli stati stazionari sarà pertanto: 


De 2 2 
A+ Aly + LP 2 {r+ È ds Zio 


ri Ta Ti2 
dove x= #(71,91P15 722,92). 


PAN. e? ; sà 

Per il sistema impertturbato (È - 0) l’equazione degli stati stazionari 
T12 

potrà separarsi nelle due equazioni degli stati stazionari per atomi idrogenoidi 


(Z= 2) con gli elettroni 1 e 2, ponendo: 
Mi(rid1p1; radape) = 47 (PIP) 4, (Papa). 


Tenuto conto del carattere di simmetria di cui devono godere le autofun- 
zioni di un sistema di particelle identiche, in corrispondenza all’autovalore 


imperturbato : 
1 1 
di i e i nine la Ùi #} 


1 2 


avremo le autofunzioni orbitali: 
simmetrica : s8 (1, = n (1) 0 (2) +40 (2) #2 (1)} 
antisimmetrica: — #2°‘°(1, 2)= na {ui (1) #0. (2) — 12 (2) #2 (1)} 


essendo: 
Mi 0) Into Pi di 0) = Bag (7) Om E) On) G= 12) 
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In prima approssimazione avremo invece per la successione dei singoletti 
e dei tripletti rispettivamente: 


wi — 04 
Ù UE Wo+ ct 
essendo: 
#-| | at9(1, 2 2 ua, 2) de, di, = A+ B 
ev — [|a 2) La, 2) di dv, = AT_ B 
ove 
A -| | la (A) 1, (2)? Thi dry 
. nia 


2 
B= | | 188 (1) 842) — 10, (2) #8 (1) de, dra. 
x a 12 


1 2 


Il termine A è interpretabile come valor medio dell’interazione coulombiana 
fra i due elettroni; B è invece un termine che deriva puramente dall’effetto 
quantistico dell’identità dei due elettroni ed è perciò chiamato « energia di scam- 
bio ». 

L’elio negli stati di singoletto (spin antiparalleli, autofunzione orbitale 
simmetrica) è detto parzelio, negli stati di ro (spin paralleli, autofunzione 
orbitale antisimmetrica) ortoelio. 

Si può dimostrare che è sempre A>0 e B > 0, per cui il tripletto corri- 
spondente ad un dato livello imperturbato ha un’energia sempre minore del 
singoletto derivante dallo stesso livello. 

Si può anche verificare che, per il sistema in considerazione, il modulo del 
momento angolare orbitale totale: 


M=M1)+M) 
è ancora un integrale primo del moto, con gli autovalori corrispondenti ai nu- 
meri quantici dati da: 


L+ la Lt 1, -esgly—h 


essendosi indicati con / (4 = 1, 2) i numeri quantici azimutali degli elettroni 
1 e 2 separatamente, e supponendo /, </. 
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In analogia con le notazioni s, }, 4, f, ..., usate in spettroscopia per indicare 
gli stati dell'atomo di idrogeno in corrispondenza ai numeri quantici azimutali 
0, 1,2,3,..., si sogliono indicare gli stati dell'atomo di He, con /= 0, 1,2, ..., 
rispettivamente con le lettere S, P, D, F, ...; con la scrittura di un 3 oppure 
di un 1 inalto a sinistra di tali lettere si indica poi se lo stato è di tripletto o di 
singoletto, mentre con un indice in basso a destra si esprime il valore del momento 
angolare totale j= /+ s. Ad esempio per lo stato *P con numeri quantici /= 1 
e s= 1, potendo j assumere i tre valori j = 2, 1,0, si scriveranno i tre stati corri- 


spondenti rispettivamente: 
Pa, (Pi Po. 


Stato fondamentale. - Abbiamo finora considerato un autostato energetico 
generico dell’atomo, supponendo in generale gli elettroni descritti da auto- 
funzioni orbitali distinte. Se le autofunzioni orbitali dei singoli elettroni so- 
no tra loro uguali, ossia se è 7, = #,, allora manca lo stato di tripletto per il 
sistema. Consideriamo ora lo stato fondamentale: esso è lo stato di singoletto 
descritto dall’autofunzione (orbitale simmetrica) imperturbata: 


n, Re vo (1 )s Hi (2) 
e di energia 
IA = — 2RbheZ + E0 


(essendo Ze in generale la carica del nucleo; per l’elio Z= 2) ove: 


tg f [: He: la Hg, ls dr, dry. 


Essendo poi, come abbiamo visto nello studio dell'atomo idrogenoide: 


p/2) 


È 
H,, = 


sis Da 22r 


me 4o 


onde z3 
4° = -—. exp(— p;/2) exp(— p»/2), 
TA) 


avremo (ponendo p,s = 2 Z73/40): 
Ze 27 ar n n (e oi o exp (— p a ) 
= —— | 4 do, | d9,|49,| 4 cc i UE MM ETRO i 
: 2*r%40 f A [ ui [ l [ ; [ ti [ i Piz Pi Pa senti 
-sen d, dope. 
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L’integrale si può calcolare abbastanza facilmente osservando che esso si 
può interpretare come energia di interazione di due distribuzioni a simmetria 
sferica di cariche di densità 8,(p,) = exp(—p1) € Ss(p:) = exp(— pe), per 
cui risultano applicabili noti teoremi relativi ai potenziali newtoniani. Si trova 
così per l’integrale da calcolare il valore 16r® {{2— (p+2)exp(— p)}. 
+ €xp(— p) pdp = 20x®. Avremo quindi: 


Za 5 5 
Eo = " = 74%. 


In prima approssimazione dunque il nostro sistema (atomo elioide) possiede 
l’energia: 


W= Wo + o=— (22-72) Rbe. 


Nella tabella abbiamo riportato un confronto fra i dati così calcolati e quelli 
sperimentali; come si vede l’accordo è più che soddisfacente: 


N.B. - Le energie sono espresse in elettrone-volt. 


Per il calcolo dell’energia W, del livello fondamentale dell’elio, o più in 
genetale di un atomo elioide, si può seguire (arrivando a risultati più precisi), 
anzichè il metodo perturbativo, il metodo variazionale (cfr. $ 8, cap. VIII). 

Si può in tal senso assumere, ad esempio, come classe di funzioni di prova 
le funzioni della forma: 


67) i= 1010) = (DZ) pZrla) 


in cui Z’ viene trattato come parametro variabile. 


Se si calcola il valor medio dell’energia su uno stato rappresentato da una 
funzione della forma (37), 


W2')= (sud, 
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ove 
_ di ta 1} Cal 
Sa 2 + 2 si ri + Fa Li tia” 
si ottiene é | 
67) WE)= | sii ee 2) Wa; 


il valore di Z' che rende minima questa espressione è pertanto soluzione dell’e- 


quazione : 


d(Z') ez: 2) 
=0=(—-4Z'+-+8 4Z \Wy. 
dl’ ( 4 E 


Di 
Il valore che così si trova, e cioèo Z'= Z— ETA. si dice zero atomico 


effettivo. Esso, sostituito nella (37), dà la x che meglio approssima l’autofun- 
zione per lo stato fondamentale del sistema, e sostituito nella (37') dà il valore 
dell’energia che meglio approssima quello del livello fondamentale. 

Il valore così calcolato risulta: 


D 1 


In particolare, per l'atomo di He (Z= 2) si ha: 
W= — 77,54 eV 


che, come si vede, si avvicina al valore sperimentale più del valore di W calcolato 
con il metodo perturbativo. 


$ 10. - Cenno alla teoria di Heitler-London per la molecola di idrogeno. . 


Un altro sistema a due elettroni è la molecola di idrogeno. L’applicazione 
dei risultati precedentemente ottenuti permetterà di comprendere la natura del 
legame chimico omopolare, quale è quello che si esercita fra i due atomi (neutri) 


di idrogeno nella molecola H,. 
La teoria, che noi esporremo solo in modo schematico, è dovuta ad Heitler 


e London: essa mostra come la stabilità di un tale tipo di molecola dipenda 
essenzialmente dalle così dette forze di scambio, che traggono origine dall’iden- 


tità degli elettroni di valenza. 
Il problema consiste essenzialmente nel determinare le forze che si esercitano 


fra i due atomi di idrogeno della molecola H,, in funzione della distanza fra i 
nuclei (protoni) di tali atomi. 
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Il sistema da prendere in istudio consiste di due protoni e due elettroni: 
distingueremo con i suffissi 4 e 4 i due protoni e con 1 e 2 i due elettroni; sia 
rar la distanza fra i due protoni, ra quella fra i due elettroni, l'aa faz le 
distanze degli elettroni 1 e 2 dai due protoni 4, 5 (fig. 81). 


2: Ma 


a2 


Fig. 81 - Schematizzazione della 
molecola di idrogeno. 


a lab b 


L’hamiltoniana del sistema (supposti i nuclei fermi, data la loro grande 


massa relativamente agli elettroni) sarà, tenendo conto delle varie azioni elettro- 
statiche : 


H= Fi + fall 4 LL 
2 


2 hu Fi Ta, Fb, r rm 


(e, 27 sono rispettivamente la carica e la massa elettronica). Si dovrà quindi 
risolvere l’equazione di Schròdinger per gli stati stazionari corrispondenti al- 
l’hamiltoniana in considerazione. Tale equazione (con evidente significato dei 
simboli) si scrive: Ùa 1 1 1 1 1 1 

(38) AMP7+ A®4+ ca W_-el-k+t_-T—-_-—-—_—_-—_—_—_ = 0 


Tab T12 Ta 43 Ta T 
1 1 2 


La soluzione di questa si può ottenere in via approssimata ricorrendo al 
metodo delle perturbazioni. 


Assumeremo come sistema imperturbato quello costituito da due atomi di 


idrogeno indipendenti l’uno dall’altro (r,j + 00). L’hamiltoniana corrispondente 
sarà: 


(39) duca 
27 27 Ta, Fs, 


se si considerano classicamente i due atomi costituiti dall’elettrone 1 legato al 
protone 4 e dall’elettrone 2 legato al protone 4; oppure: 


2 E. 
(40) pu 


se si considera l’elettrone 1 legato al protone È e l’elettrone 2 legato al protone 4. 
Corrispondentemente nei due casi si considerano come perturbazioni tra- 
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scurabili le interazioni espresse dai termini: 


1 1 1 1 
Tab Ti2 Fa, Fb, 


e L(2, 1) rispettivamente. 
La risoluzione delle equazioni agli stati stazionari per il sistema imperturba- 


to darà, nel primo caso: : 
Mi = 1, (Fa, ) #1, (1h,) 


dove 4, (i= 1, 2) è l’autofunzione dell’atomo di idrogeno #esimo, essendosi 
indicato con #; il complesso dei numeri quantici orbitali #;, /;, 27;, in cortispon- 


denza all’autovalore imperturbato 


1 1 
= Wi + Vi = Rklz+ 7} 
1 


n° 

2 

nel secondo caso sarà: 
“i = "i (Pa DICA 


in corrispondenza al medesimo autovalore W?. 


In tal modo non si è però tenuto conto dell’identità dei due elettroni; in- 
fatti le equazioni agli stati stazionari corrispondenti alla (39) e alla (40) non 
sono evidentemente simmetriche rispetto allo scambio 1, 2. 

La difficoltà si supera tenendo presente che l’identità delle particelle di un 
sistema comporta un preciso carattere di simmetria o di antisimmetria per le 
funzioni d’onda che devono rappresentare uno stato fisico del sistema. Dalle 
due soluzioni trovate si costruiscono immediatamente due combinazioni lineari, 


rispettivamente simmetrica ed antisimmetrica: 


2p al al ni, (1,) & Hi (ra DICACDÌ: 


41 42(1, 2)= 
(41) a(1, 2)= = 
soluzioni approssimate della (38). 


LL 
Nella (41), era è il fattore di normalizzazione qualora siano separa- 


tamente normalizzate le autofunzioni u.(fx,) (R= a, b; î=1, 2); in esso è: 


p= fatto) VE) a) #15) dr dr = 


= [[410» Vai, Vu Fa i) e dra. 
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Le due soluzioni simmetrica e antisimmetrica corrispondono agli stati pos- 
sibili di singoletto e di tripletto (cfr. $ 8). Per il calcolo, in prima approssima- 


zione, dell’energia di interazione fra i due atomi tiscriviamo l’equazione (38) 
degli stati stazionari del sistema; avremo: 


= (W. a 1 Wi.) {a na DICA) Wi) "i, (Fa DIA): + 
UA CARICARE AREAS) E 


(42) DAT RT) LE 7a) 0) = 


Essendo le autofunzioni dotate delle proprietà di simmetria richieste dal- 


l’identità delle particelle 1, 2, l’energia di interazione in prima approssimazio- 
ne sarà data da: 


[fe n dc,dr, 
(43) Wi, = ; 


ine To ? 
O* ,,0 
[a 1 du, de, 


p cqpiesta espressione, come nella (42), è perfettamente equivalente considerare 
= L(1,2)o L= L(2, 1). Per lo studio della stabilità della molecola basterà 
cilea in considerazione il solo stato fondamentale, cioè quello corrispon- 
dente alla configurazione di minima energia. Tale configurazione è costituita 
dai due atomi di idrogeno entrambi nello stato 1s (2 = 1, /= 0,7 = 0): nello 
stato, corrispondente alla predetta configurazione (denotata 15?), si troverà in- 
fatti la molecola quando non è sottoposta ad alcuna azione perturbatrice esterna. 
Essendo l’energia dello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno data da: 


Wo, = Pia — Rhe= —_ Way 


quella della molecola nel suo stato fondamentale sarà quindi in approssimazione 
zero: 


Win = —2Wa- 


Tenendo conto anche dello spin degli elettroni e del principio di antisim- 
metria, le autofunzioni (normalizzate) dello stato fondamentale 15? della mole- 
cola si scriveranno in approssimazione zero (tenendo presenti le formule (32) 


del $ 8): 


(8) (8) 

cs, +1 = A 189915 Drasno = A 50 
(3) (1) 
Va = Asi Vaso = Sasy90 


L’energia di perturbazione sarà data, per lo stato di tripletto, dalla (43), 
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ove si ponga per #0 (1, 2) la: 
. 1 0 0 0 0 
A 193) si V2— 28 {en (Fa,) His (1,) GI Hi, Fa.) 435 (15,)} È) 
e per lo stato di singoletto dalla stessa formula, ponendovi: 


#1, 2=S dé = LA) 4a (75,) + 40: (a,) sa (7,,)}. 


Per opera della perturbazione L il livello fondamentale della molecola, in 
approssimazione zero degenere quattro volte, si scinderà quindi nei livelli di 
energia: 

(3) 
V.,3= —2 Way + ZL 
(49) (1) 


VW 


( 


u= 72WVat Is, 


dove si è posto: 
I, = [Ata LA 59) di 
(dr = dr des). 


Is= [EA LS 49, dî 


Sostituendo ad L la sua espressione, si ha: 


AB A+3B 
45 L= Is= ” 
(45) 4 I=É S 1+p 
essendo: 
1 1 1 1 
seta aliene 
1 1 1 1 
de iran I OROLTOZICI 


Si noti che i termini A e B sono dovuti rispettivamente all’integrale coulom- 
biano ed a quello di scambio e che la separazione fra tripletto e singoletto 


A E: 
(av ei a 2) è dovuta al solito al solo integrale di scambio 


1+8 1-B 


(infatti per B= 0 essa si annulla a meno di termini assai piccoli, dell’ordine di B?). 
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Il calcolo numerico di questi integrali è piuttosto complicato e non verrà 
da noi eseguito. Ci accontenteremo di mostrare il risultato dei calcoli rappresen- 
tando in fig. 82 l'andamento dell’energia totale della molecola in funzione della 
distanza r,5 dei due nuclei, per i due stati di tripletto e di singoletto. 


Fig. 82 - Energia della molecola 
di idrogeno in funzio- 
ne della distanza fra i 
due protoni. 


Dall’osservazione della fig. 82 si riconosce immediatamente che lo stato 
di singoletto (simmetrico) può effettivamente portare alla formazione della 


molecola, poichè la curva. VA (rav), che rappresenta l’energia del sistema in 
funzione della distanza fra i nuclei dei due atomi, ha in questo caso un minimo 
ben marcato, a cui cottisponde la distanza di equilibrio fra i due atomi. Invece 
lo stato di tripletto (antisimmetrico) non porta alla formazione di molecola al- 


cuna, perchè la corrispondente curva di energia LA (ra) non ha alcun minimo 
e quindi, in questo stato, si avrà sempre repulsione fra i due atomi, qualunque 
sia la loro distanza. Come si vede dalle formule (44) e (45), la differenza di ener- 
gia fra tripletto e singoletto è dovuta all’integrale di scambio 5, il che dimostra 
che la stabilità della molecola è un effetto caratteristico dell’identità (secondo 
lo spirito della meccanica quantistica) dei due elettroni; qualora si fossero tra- 
scurate le forze di scambio (assumendo le autofunzioni di approssimazione zero 
non simmetrizzate) l’energia dello stato fondamentale sarebbe risultata data da: 


(0) 


Wise = — 2 Wr+ A. 


In questo caso, come si vede dalla fig. 82 in cui è tracciato anche l'andamento 


(0) . CI . . 
della curva W(r,), si sarebbe praticamente avuto repulsione tra i due atomi 
a qualunque distanza. 


Si noti che tutte e tre le curve rappresentate nella figura tendono all’infinito 
pet 74 tendente a zero: ciò rappresenta l’esistenza, in tutti e tre i casi, di una 
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forte repulsione che impedisce l’avvicinamento dei due nuclei oltre un certo 
limite. 

L’origine di questa repulsione è da ricercarsi sostanzialmente nella repulsione 
coulombiana fra i due nuclei che, quando questi sono molto vicini, finisce per 
prevalere su tutte le altre forze. Per r,3 tendente all’infinito l’energia di intera- 
zione si annulla ed il sistema, com'è naturale, viene a possedere l’energia — 2 W,, 
che compete ai due atomi separati. Dal punto di vista quantitativo, la teoria 
della molecola d’idrogeno, nella forma da noi esposta che è quella originale di 
Heitler-London, porta a risultati un po’ grossolani. Tale teoria è stata però 
perfezionata da diversi Autori e soprattutto da James e Coolidge, in modo da 
ottenere risultati praticamente in perfetto accordo con l’esperienza. Si noti che 
anche la stabilità delle altre molecole omopolari, più complesse di quella di idro- 
geno, si può spiegare basandosi sui fenomeni di scambio che intervengono fra 


gli elettroni di valenza. 


6 11. - Il sistema periodico degli elementi in relazione al principio di 
esclusione di Pauli. 


Gli elettroni nel campo centrale di un nucleo di carica -- Ze costituiscono 
un sistema di fermioni identici. Le funzioni d’onda che descrivono i possibili 
stati di un tale sistema devono perciò essere totalmente antisimmetriche; nel- 
l’approssimazione in cui si trascurano le interazioni tra elettrone e elettrone, 
le funzioni d’onda per il sistema imperturbato si ottengono antisimmetrizzando, 
nel modo noto, il prodotto delle funzioni d’onda per ogni singolo elettrone nel 
campo centrale del nucleo considerato. 

Come abbiamo visto, lo stato di un elettrone nel campo di un nucleo di 
carica + Ze è caratterizzato dai quattro numeri quantici 7, /, 77 e s, rispettiva- 
mente orbitali e di spin. La condizione di antisimmetria cui deve soddisfare la 
funzione d’onda del sistema richiede che non vi possano essere nello stesso si- 
stema due elettroni in stati caratterizzati dai medesimi numeri quantici. Così, 
fissati i tre numeri quantici orbitali, due soli elettroni possono trovatsi nello 
stato descritto dalla funzione d’onda orbitale corrispondente, ed essi avranno 
spin antiparalleli. 

Ad esempio, solo l'idrogeno e l’elio (si parla qui sempre di atomi non ecci- 
tati) possono avere tutti i loro elettroni nello stato fondamentale (15). Al cre- 
scere di Z, necessariamente gli elettroni vengono ad occupare stati a energia 
sempre crescente. Poichè un atomo non eccitato è caratterizzato dal fatto che i 
livelli energetici occupati dai suoi elettroni hanno tutti energia minore dei li- 
velli non occupati, se si ordinano in ordine crescente le energie corrispondenti 
ai vari stati di un elettrone, si può facilmente ricostruire la struttura dei vari 
atomi del sistema periodico degli elementi. 
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Tenendo conto della degenerazione di ordine 2/+ 1 rispetto a 7 e 2 ri- 


spetto allo spin per un livello energetico individuato da numeri quantici x e /, 
al crescere di Z si ha: 


elemento numero atomico Z nl (K= n° di occupaz.) 


151 

152 

152, 2sl 

152, 253 

193, 25%, 20° 
19, 215, 20° 
153, 253, 2p° 
15%, 20, 2° 
13, 2 2p° 
153, 24, 2p° 
do, 25, 29, de 


DSWAINIr- 


5 
6 
7 
8 
9 
0 
1 


dd 


f 12. - Cenno al metodo della seconda quantizzazione. 


«Come sappiamo la teoria quantistica ammette, come limite classico, le leggi 
meccaniche che regolano l’aspetto corpuscolare della materia e le leggi delle 
onde classiche materiali che ne descrivono l’aspetto ondulatorio. 

Essa perciò deve a sua volta potersi costruire « quantizzando » le prime o 
le seconde di dette leggi classiche. Il formalismo sviluppato nel cap. V si basava 
sulla quantizzazione delle leggi della meccanica classica, ovverossia partiva dalla 
rappresentazione corpuscolare della materia. Accenneremo qui come si possa 
costruire un formalismo quantistico, fisicamente equivalente al precedente, 
partendo dall’equazione classica delle onde materiali. È questa (cfr. cap. II) 
formalmente analoga all’equazione di Schròdinger di una singola particella, 
cioè: | 
(46) 2im  è@ 2m 


A dii, 


dove 9*9 esprime la densità di materia esistente nel punto P = x,y, z all’istante #. 

Questa equazione classica (valida nello spazio ordinario) non è correlata a 
un insieme di particelle distinte e le costanti 77 ed e (se U = eV) sono costanti 
caratteristiche della materia. In essa poi il potenziale U contiene non solo il 


potenziale esterno ma anche quello derivante dall’azione di « particelle di ma- 
teria » su se stesse. 
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Naturalmente questa teoria, che non sarà in armonia coi dati sperimentali 
sulla scala atomica, può costituire, come la dinamica classica, un punto di par- 
tenza, ai sensi del principio di corrispondenza, per la costruzione della teoria 
quantistica. 

Daremo solo un breve cenno a questo procedimento di quantizzazione, 
detto anche di « seconda quantizzazione », sviluppato sostanzialmente per opera 
di Jordan e Heisenberg. 

Anche un sistema continuo (e quindi con un’infinità continua di gradi di 
libertà) come quello della materia descritta dall’equazione (46) può descriversi 
classicamente per mezzo di un formalismo hamiltoniano. In esso le coordinate 
canoniche sono le funzioni g(P), [P = x, y, z], mentre i momenti coniugati 
risultano dati da — #5 gp*(. ). 

Com’è noto, nella normale quantizzazione delle equazioni della dinamica 
classica, le g;, di vengono sostituite da operatori per i quali valgono certe leggi 
di commutazione. Analogamente nella « seconda quantizzazione » le grandezze 
classiche p(/P) e p*(P) vengono sostituite pure da operatori. 

Per tali operatori si trovano (nel caso di particelle identiche a statistica di 
Bose-Einstein) le seguenti regole di commutazione: 


(Ple )—e*(P)o( )=èP— P') 
(47) P(. )p( IFRCIIE 0 
p*(P) p*(P')— g*(P') p*(P)= 0. 


Le coordinate x, _y, z del punto P sono qui numeri puri, in un certo senso 
degli indici continui che distinguono gli operatori gp. Gli operatori costruiti 
con gli operatori 9 e p* rappresenteranno delle osservabili che, come le osser- 
vabili della formulazione corpuscolare, non hanno in generale alcun valore 
determinato; essi posseggono una successione di autovalori che costituiscono 
i risultati possibili di eventuali misure. Così, ad esempio, avviene che l’espressione 


N=  @*(‘)(2)dV (integrata per un volume V a piacere) è un operatore 


- P 
che possiede come autovalori numeri interi positivi: tali numeri rappresentano 
ovviamente il numero di particelle contenute nel volume V. Si vede così come 
le proprietà corpuscolari della materia scaturiscono automaticamente dal pro- 
cedimento di seconda quantizzazione a partire dall’equazione ondulatoria della 
materia, analogamente al fatto che dalla quantizzazione usuale delle equazioni 
corpuscolari scaturiscono le proprietà ondulatorie. 

Sviluppando la g(P) in serie di funzioni (ordinarie) ortogonali #(P): 


9(P)=Zau(2) g*= Lat #t(P), 
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i coefficienti a, af risultano essere degli operatori che, in conseguenza delle 
(47), soddisfano alle seguenti regole di commutazione: 


a at — af a, = dry aa, aa = 0 


af at —atat= 
Gli opetatori 


N.= ata 


hanno gli autovaloti 0, 1, ..., N, ..., 0 e rappresentano il numero di parti- 
celle che si trovano nello stato £ caratterizzato dall’autofunzione x. Lo stato del 
sistema può essere rappresentato da una funzione y(MVi, Na, -.., My -..), il 
cui modulo al quadrato dà la probabilità che IN, particelle si trovino sul primo 
livello, ..., /V, sul k-esimo. ... Gli operatori g, g*, a,, af operano sulla y, e si 
può anche verificare che af trasforma uno stato (il k-esimo) non occupato in 
uno stato occupato; viceversa pet ay. 

‘. Si noti che se le particelle sono dotate di spin potremo ancora considerare 
una funzione classica g(P, w) (essendo w la coordinata di spin). Il formalismo 
della seconda quantizzazione si può immediatamente generalizzare: si vede che, 
nei caso che le particelle siano a spin semidispari e quindi seguano la statistica 
di Fermi-Dirac, ubbidiscono anzichè alle regole di commutazione (47) alle 
seguenti (di anzicomziatazione) : 


g(P, w) p*(P', 0') + p*(P', w')g(P,0)= è(P— P') è 
(48) o(P, 0) p(P' 0’) + 9(P', w')g(P,w)=0 
p*(P, w) p*(P', w') + p*(P', 0‘) p*(P, 0)= 0. 


Wo! 


In questo caso gli opetatori 


hanno per autovalori 0, 1, in conformità al principio di esclusione. Ricordiamo 
infine che è stata dimostrata l’equivalenza matematica del formalismo della se- 


conda quantizzazione con quello della quantizzazione ordinaria nello spazio 
delle configurazioni. 


f 13. - Cenno alla teoria quantistica della radiazione. 
Abbiamo a suo tempo esposto una teoria elementare dell’emissione e del- 


l'assorbimento della luce. Essa era manchevole soprattutto per il fatto che il 
campo elettromagnetico veniva trattato classicamente attraverso la forza da 
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esso esercitata sulle cariche. In una teoria completa anche il sistema continuo a 
infiniti gradi di libertà, costituito dal campo elettromagnetico, va trattato coi 
procedimenti della teoria quantistica, con metodi analoghi a quelli visti al para- 
grafo precedente per la quantizzazione del campo % associato alla materia. 

Esporremo qui una versione particolare di tale procedimento che si presenta 
assai suggestiva e facile a comprendersi da un punto di vista intuitivo. 

Abbiamo visto (cfr. $ 13 cap. II, parte I) come un campo di pura radiazione 
(onde elettromagnetiche, trasversali) in un volume V/ unitario possa rappresen- 
tarsi con infinite variabili g, e $, canonicamente coniugate ed essere descritto da 
un’hamiltoniana del tipo 


Hem. = Ext (Pit 4r0vigà) » 


essendo g, i coefficienti dello sviluppo in seni del potenziale vettore A: 


A= L,V8re° 9%, senT, (Pr, Mi. 77) 
c 


Si vede da ciò che il campo elettromagnetico può essere considerato un sistema 
a un numero infinito di gradi di libertà (insieme di infiniti oscillatori). 

Volendo separare le onde progressive dalle regressive, passeremo allo svi- 
luppo in esponenziali ponendo 


A= pp) A+ (1) 48) 
con 
A,= Vane %, exp (2rv,fe) 7-7. 
Risulta: 
Fi cai. ssa Zi driving > 


che può essere ricondotta all’hamiltoniana di un sistema di oscillatori lineari 
armonici 
H= 2, B(Pi+ Ari dì) 
ponendo 
L=B+ P,= —2ri vB) 


(con ciò Q, e P, risultano ancora variabili canonicamente coniugate). 

La quantizzazione del campo elettromagnetico si otterrà quantizzando il 
sistema di oscillatori armonici per mezzo dei quali tale campo è esprimibile, 
cioè facendo corrispondere alle variabili classiche Q, e P, gli operatori quanti- 
stici Q, e Py che soddisfano alle note regole di commutazione [D, Pa] = #. 
Con ciò, in particolare, l’energia del campo e.m. risulterà data da 


ye.) — Zan + 3) fvx (n= 0, i. A sosh 
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OSssERVAZIONE. — Si noti che il considerare le variabili Qi e Pa (e quindi anche 
E, e S,) come degli operatori equivale a considerare come tali i campi E e HH che per 
mezzo di dette variabili sono esprimibili. Precisamente si potrebbe dimostrare che la 
quantizzazione del campo e.m. equivale ad assumere per gli operatori € e 6, corri- 
spondenti a E e 7}, le seguenti regole di commutazione: 


E.(P) E.(P')— E,(P') E.(P)=0 

S:(P) S,(P')— S,(P') ;(P)=0 

G,(P) &:(P)— S,(P") G,(P) =— 2 PELI 
(e analoghe che si ottengono mediante rotazione degli indici). ù 


Consideriamo ora un atomo (con un solo elettrone ottico) in un campo 
e.m.. Potremo scrivere l’hamiltoniana del sistema composto: 


H= )- ARA CA Fiseni + Hint 
dove H.m energia del campo di radiazione, è data da 


Li ca er Z, H, 
con: 


H,= 3 (Pit Ani O) = dvi t {ata + a}: 
Frart» energia dell’elettrone in un campo centrale, da: 


VOI 
FI part = a” U(r), 


e H;,to energia di interazione fra l’elettrone e il campo e. m., da: 


e e 

Hai Api — (1) A A): B 

int ron pn (PA) A+ ne) A) Pd, 
essendo $ la quantità di moto dell’elettrone. 
Lo stato del sistema complessivo satà pertanto rappresentato quantistica- 
mente dall’equazione di Schròdinger: 
dd 
(49) GO = # dd! 
ove: 
D= (9... i XI %5 5) 


e ove si è introdotto l’operatore hamiltoniano: 


5= So (e.m.) | g(part) L Gli), 
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che si ottiene dalla espressione della corrispondente hamiltoniana classica ope- 
rando con le solite regole. 

Considereremo l’ultimo termine come pertubazione (dipendente dal tempo) 
e assumeremo come stato iniziale quello rappresentato dalla funzione: 


Ci... usa Ph... 0° Goo ) Maim(I 2) 


Prc a v,,(41) 00° Ur (Fa) ++ 


con 


essendo v,(9,) l’autofunzione del X-esimo oscillatore del campo. L’energia del 
sistema imperturbato sarà pertanto: 


RW = Des) + 7 part) = Za (7a + 3) Av + Font = E rxbvx + Eni 


La soluzione della (49) si potrà scrivere: 


DA) = Do... Tm Cp. ntm (4) Di ...r nt Aa e +3 XI Z)- 
«exp [(— #/8) (En + 2 rav) #] 


ed i coefficienti <, nm (#), che dànno le probabilità di transizione, po- 
tranno essere conii ‘col metodo delle perturbazioni variabili e quindi, in 
ultima analisi, risultano riconducibili al calcolo degli elementi di matrice del- 
l’operatore Sjny- Essendo questo lineare in 9, e gi in prima approssimazione 
tali transizioni dipenderanno dagli elementi di matrice di questi operatori. Si 
può facilmente verificare (cfr. $ 7 cap. VIII) che si ha: 


Ir. +1 at Ary 


= 0 


Vr,+1exp(— #0) (W, = 2rv,) 


In+1m 
a UVA + 1 exp(iw,?) 


= 0. 


* 
Ir.,n+ 1 


Tenendo conto di ciò, si arriva al risultato che per il caso di emissione di 
un fotone di frequenza v, si ha la sola transizione: 


int ua 
(50) Gi SA + aRimiry. tan TT 


mu —— TL Vr,+1VA4r "|. tm Xx grad (exp [iR, 'P]Untm) IV , 
im, drv, 
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mentre, per il caso di assorbimento, quella 
ui _ 
Sin has + Mim;ry. rr lm 


eb 5 a — 
= — * %. i »-P , ’ . 
ini / Pa 4 ri V4na ft X'grad (exp [IK -7]%crm) IV. 


Naturalmente fra gli stati iniziali e finali del sistema composto deve valere 
la conservazione dell’energia. 


Si può osservare che anche quando inizialmente si harj=ry,=...=rn=0 
(campo elettromagnetico esterno di energia minima), si ha per la (50) una pro- 
babilità di emissione non nulla (con diseccitazione di un atomo inizialmente 
eccitato) : è questo il processo di emissione spontanea che non risulta spiegato 
dalla teoria elementare di cap. IX e che è dovuto all’esistenza di un campo 
elettromagnetico di fluttuazione, la cui origine si deve far risalire al principio di 
indeterminazione. 
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CaprrroLo XI 


TEORIA DELL’URTO 


6 1. - Teoria classica dell’urto e definizione della sezione d’urto. 


Consideriamo un campo di forza diverso da zero in una regione finita $ 
dello spazio ed un punto materiale che, provenendo dall’esterno, attraversi 
il campo di forza e ne fuoriesca. 

La traiettoria fuori di S è rettilinea: si definisce angolo di scattering o di 
diffusione l’angolo & fra la direzione di emergenza e quella di incidenza nel 
campo di forza. 

Ammettiamo che questo sia a simmetria sferica intorno 2 un centro O. 
Si definisce parametro d’urto è la distanza fra la retta di incidenza ed il punto O. 

Fissata la direzione di incidenza del punto materiale, è è funzione di è e 
viceversa. Nota questa dipendenza, è risolto il problema dello scattering classico. 

Le definizioni precedenti possono essere generalizzate al caso di un campo 
di forza, nullo all’infinito: le direzioni di incidenza e di emergenza sono date 
allora dagli asintoti dei due rami della traiettoria. 

Data la velocità v del punto materiale, fuori del campo di forza, e nota l’e- 
nergia potenziale V(r) in quest’ultimo, calcoliamo la relazione fra 8 e .. 

Con i simboli della fig. 83, si trovano le seguenti equazioni, che espri- 
mono la conservazione del momento della quantità di moto rispetto al polo O 


e la conservazione dell’energia: do 
n dr \? do \? mo 
di =[(#)+*(A)r0- 


di 
Ricavando So dalla (2) ed eliminando con la prima = si ottiene: 


de — defdt — vb 


— T =“ =_= Dal ____+, ._, iii EETVEE‘ ZE ‘+ E HH WWYWw.,--- 
dr dr]dt 
by 2 
rafa- — —— 
y IA 
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A [ vb dr f vb dr 
pa — =_= + n tI  _— rr mu 
+ bey? 2 a by 2 
1 Lie ar i ario 
= sa V(r) ra |/ è r” "= V(r) 


dove 4= AO è la distanza di massimo avvicinamento della traiettoria al cen- 


tro O: essa è definita dalla relazione ($) = 0, cioè #8 — Lea =. V(r)=0. 
n 


Fig. 83 - Parametri caratteristici 
del processo d'urto. 


Data la simmetria della traiettoria rispetto ad 40, poichè ® = x — Ag, si ha: 


(3) o-r_26 | sl 


Quando l’angolo di scattering è piccolo, la traiettoria all’interno del campo 
di forza differisce poco dal prolungamento della traiettoria rettilinea di incidenza: 
su di esso possiamo perciò valutare la debole forza agente sul punto materiale. 
Sia |p| il modulo del momento fuori del campo di forza, f, la componente 
normale alla traiettoria di incidenza legata alla forza F(r) dalla relazione: 


n= | F(r) cos hr dt; cos ar = n; re VB+ 


—0 


(ponendo la condizione iniziale #= 0, r= b). 
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L’angolo di scattering è è definito da: 
; si Vi 2 
(4) o=sno=Pr_2| FIONIER) 
2] 2E o VIl+ 


# 
dove E=}3 mv? edu= 3 . La (4) è una semplice formula approssimata, va- 


lida per piccole deflessioni. 
Consideriamo ora una distribuzione uniforme di punti materiali incidenti, 


contenuti in un cilindro il cui asse, parallelo alla direzione di incidenza, passi 
per il centro O. Tutti i punti materiali, che attraversano una sezione normale del 
suddetto cilindro a distanza dall’asse compresa fra 5 e 5 + db, vengono deviati 
di angoli compresi fra ® e 3 + 43; la superficie della parte di sezione normale, 
urtando la quale le traiettorie dei punti materiali vengono deviate di angoli 
compresi fra 9 e Y+ 49, ha l’area: 


(5) 2rb(9)|db(3)| = g(0)48. 
La funzione g(9) è chiamata «sezione d’urto differenziale »; l’integrale 
g(9) d>= 0 è la «sezione d’urto totale» e rappresenta geometricamente 


l’area della superficie di una sezione normale del predetto cilindro, urtando la 

quale i punti materiali vengono comunque deflessi dal campo di forza. 
Considerando IV punti materiali non interagenti reciprocamente, che inci- 

dano sull’unità di superficie di una sezione normale del tipo considerato, abbiamo 


subito : 
(6) Nqg(8)d9 = numero di punti materiali deviati fra 9 e ++ 489 
(7) No = numero totale dei punti materiali deviati. 

Si definisce inoltre la «sezione d’urto per unità di angolo solido », (8, 9), 
con la relazione: 
(8) No(3, p)dQ= numero dei punti materiali deviati di un angolo com- 
preso fra 3 e + + 48 e contenuti nell’angolo solido Z0= sen 43 dp (fig. 84). 


Sussiste evidentemente la relazione: 


(9) send | c(9, 9) dp = g(8) 


da cui segue, quando il campo di forza è a simmetria sferica e c(8, 9), di conse- 
guenza, indipendente da g, che: 
g(®) 


2r sen 3 


(10) o(9, 9) = 
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Le definizioni di parametro d’urto, angolo di scattering, sezione d’urto 
differenziale e totale si applicano facilmente anche al problema della deviazione 
delle traiettorie di particelle rigide che urtano un corpo diffusore rigido, supposto 
immobile (a rigore ciò implica una massa infinita) durante l’urto. Semplici 


considerazioni geometriche permettono di ottenere la relazione fra 9 e d e le 
sezioni d’urto. 


Fig. 84 - Angolo solido. 


Condizione di validità della teoria classica. — Per arrivare alle formule (1) e 
(2) abbiamo dovuto studiare la traiettoria del punto materiale nel campo diffu- 
sore e valutare le forze agenti lungo la stessa. 

Quantisticamente, la particella è rappresentata da un pacchetto d’onde e 
la sua posizione è in generale affetta da una certa indeterminazione. Sia # la 
direzione normale a quella di incidenza; 57 è il segmento che misura la distanza 
fra la traiettoria di incidenza ed il centro O del campo di forza; lungo 57 questo 
presenta in generale un gradiente molto elevato. Perchè il calcolo classico sia 
attendibile è necessario che l’indeterminazione della posizione lungo l’asse # 


L,) ala i 
sia molto minore di d: ne consegue 3p,> v% Questa indeterminazione si 


ripercuote sull’angolo di diffusione, definito da sen 9 = ih , dove fp, è il 
trasferimento totale di momento in direzione normale alla traiettoria di inci- 
denza (cfr. deduzione della (4)). Il risultato classico per l’angolo di scattering 
è perciò significativo quando 


Pn <Pn Pa >1- 


L’espressione di f, è stata ottenuta nel corso della deduzione della (4), 
con un’approssimazione valida per piccole deflessioni: 


__ b f FVbB+*),. 
"vl. VE+s 
Si arriva così alla condizione di validità della teoria classica: 
2 (© FEVER +») 
11 — —T — ——- ‘d>1; 
sia n n Vazdà 7 


detta teoria risulta corretta nel caso limite di piccole deflessioni. 
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EsemPIo. — Applicazione alla diffusione in un campo coulombiano. 


A la Fo= 9°. 


r 


1 di 
Usiamo la formula (3) e poniamo eh ==— é: 


Meli 2Z,Z,6 -i 


dove 4 è definito dall’espressione: 


1 QSZZ51 i. 1 
E mb a 0 pra 


Cambiando la variabile di integrazione secondo un noto procedimento elementare, 
si ha: 


1 
x 
finan ina 
ù [= 
_ nr 
e (1 +57) 


effettuando cain si trova: 


= 2 arcsen ———_, 
TIE +20, 


Tenendo presente che 


sen = —r——y_-—_—- 
sia VITE 1+ = 
si ha: > 0% 


dai a 


con la (5), si calcola la sezione d’urto g(3): 


3 
COS — 
_ (ZZZ)? 2 
(12) 0) = (12°) 
sen® —— 
2 
e, ricordando la (10), si trova: 
(13) o®, = ART 1, 
di 


che è la ben nota formula di Rutherford, 
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Usando la relazione approssimata (4) si ha: 


(14) Fa da f du _Zil30® 


raga = Eb’ 
e quindi: 


coincidenti con le espressioni esatte (12) e (13) per piccoli angoli ®. 


OssERVAZIONE. — Appare chiaro dalla (13) o dalla (14) che per piccole deflessioni, 
++ 0, la sezione d’urto tende all’infinito, Ciò è dovuto all’estensione infinita del campo 
coulombiano, per cui — per grandi parametri d’urto — si ottiene una piccolissima defles- 
sione (data da una debolissima forza), cui corrisponde una grande sezione d'urto. 


$ 2. - Interazione fra due particelle: sistema del laboratorio e sistema del 
baricentro. 


Consideriamo due particelle puntiformi, l’una di massa #, e coordinate 
Ti, l’altra di massa 7, e coordinate 7, interagenti tramite un campo di forza 
F(#,— 7), derivante dal potenziale V(7, — 7); sia infine E l'energia totale. 
Anzichè descrivere il sistema con le variabili 7, e 7, usiamo le coordinate 


R., R,, R; del baricentro 7Z= mia + MF 
Mit Mo 


= f— fi delle due particelle. La relazione fra le vecchie e le nuove variabili 
è data da: 


e le coordinate relative 7 = 


Ma 


7a= R+ 


Mi 
Là 7=R- r. 
Mk mg Mt Ma 


Ricordando che È = 0 (trattandosi di un sistema isolato), si trova facil- 
mente che le equazioni del moto sono separabili in equazioni contenenti rispet- 
tivamente le sole variabili È e le sole 7. Le prime descrivono il moto rettilineo 
uniforme del baricentro, a cui viene associata la massa 27, + #3 e l'energia cinetica: 


> + 
(20,11 + 20f2)? 


Esar = 
: , mit #12 


le altre descrivono il moto di una particella di coordinate 7, massa 


Mg 
nt suli mi + Ma 
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ed energia totale E, = E— E, La massa M viene chiamata massa ridotta. 

Il sistema di riferimento in cui avviene che il moto effettivo di due parti- 
celle coincida col loro moto relativo (moto associato alla variabile 7") è detto 
sistema del baricentro. In esso si definiscono come al solito l’angolo di diffusione 
3 e la sezione d’urto c($, 9); in un sistema di riferimento in cui, oltre al moto 
relativo, si manifesti anche quello di traslazione del baricentro delle due parti- 
celle, l'angolo di diffusione &, e la sezione d’urto c9(%, 99) saranno differenti 
rispettivamente da ® e c(3,9). 

Consideriamo in particolare il riferimento in cui una delle particelle, per 
esempio quella di massa 743, sia inizialmente in quiete. Chiameremo la particella 
di massa 7, incidente e quella di massa 77, « bersaglio ». Il sistema di riferimento, 
in cui il bersaglio è inizialmente a riposo, viene chiamato sistezza del laboratorio ; 
nelle esperienze di laboratorio avviene infatti che, prima dell’interazione, il ber- 
saglio è in quiete. 

Gli assi x dei due riferimenti siano diretti secondo la retta di incidenza 
della particella #7,. La velocità della particella dopo l’urto è nel sistema del la- 
boratorio un vettore 7; di modulo {v,|, formante l’angolo %, con l’asse delle 
x; nel sistema del baricentro essa è un vettore 7°'' di modulo |v''|, formante 
l’angolo è con l’asse delle x. Sia 7‘ la velocità del baricentro, vista nel sistema 

del laboratorio, diretta secondo l’asse delle x. Si ha: 


(16) >=V'+7. 


Questa relazione permette di trovare il legame fra gli angoli di diffusione 
> e do Infatti si ha: 


[| cos = |?/'| cost + |#'| || sen® 
17 te%v= TT 
( ) Evo l?''|cos8 + |? ‘| 


[| sen%= [7] sen® 
La velocità v’ è data da: 


|| te IR] a myX1 + MaXa 


Mt #13 

e poichè, per definizione del sistema del laboratorio, si ha x,= 0, segue: 
(18) l'i LIE, 

Mt Ma 


dove x, è la velocità della particella incidente nel sistema del laboratorio. 
Nel sistema del baricentro la velocità della particella di massa m, è: 


— —-——r—r< /(-_—__————.-< ci... 


Mit, My +19 
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dopo l’urto le particelle si allontanano in direzioni opposte conservando la loro 
velocità di incidenza (ciò segue dall’immobilità del baricentro e dalla conser- 
vazione dell’energia); perciò 
|> = L_ 
1 fa 


Sostituendo nella (17), e tenendo conto della (18), si ha infine: 


send 
19 ted = ————&; 
(2) alb cos è + Y 
dove 
_m 
Li || mm 


Abbiamo così trovato la relazione fra gli angoli di diffusione nel sistema 
del laboratorio ed in quello del baricentro. 

L’elemento di angolo solido intorno alla direzione 8, nel sistema del bari- 
centro: 40 = senè 43 dp, visto nel sistema del laboratorio diviene: 40,= 
sen 3,4%, dp, dove &, è legato a 3 dalla (19). Se nel primo riferimento si hanno 
N particelle diffuse in 40, nel secondo esse appariranno diffuse in 4Q,. Siano 
n le particelle incidenti per unità di superficie; si avrà per la definizione di sezione 
d’urto: 

no(d, P)AL= n00(do Po) do - 


sen è d3 


So(do, Po) = (8, p) send dh 


sen è dd 
So(to Po) = 0(9, 9) ia 


essendo 00(% 90) la sezione d’urto differenziale per unità d’angolo solido, nel 
sistema del laboratorio. Si ha dalla (19): 


cat sen? 9 DO 
di lt 


n sen &|(1 + y cos 8)| 
(20) d cost = — GE + 2y cos 9 + 1) 


(+ 2Y cos® + 1)? 


C0(do; o) a |1 + cos S| 


c(3, P) È 
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OSSERVAZIONI. — 1) Se 27 > # (ad es. collisioni di elettroni con atomi) y = 0: i 
risultati ottenuti nel sistema del baricentro e quelli sperimentati nel sistema del labo- 
ratorio coincidono; fisicamente, in questo caso, il baricentro coincide con la posizione 
della particella di massa 7, che nel sistema del laboratorio è in quiete. 


2) La possibilità di separare il moto del baricentro sussiste ancora nella mecca- 
nica quantistica (cfr. cap. X $ 2). Così pure restano valide le relazioni (19) e (20) 
perchè fondate unicamente sulla conoscenza dell'impulso #7, = È; della particella 
incidente. 


$ 3. - Il problema dell’urto nella teoria quantistica. 


La situazione sperimentale che si vuole interpretare è la seguente: si ha 
un fascio di particelle incidenti, di cui è nota con grande accuratezza l’energia 
e la direzione di propagazione prima che interagiscano con un campo di forza 
costante nel tempo. Tutte le particelle incidenti hanno, nei limiti dell’accuratezza 
sperimentale, energie e direzioni di propagazione uguali. Ci si propone di cal- 
colare quante particelle, in seguito all’interazione, si allontanano dal campo di 
forza in una direzione diversa da quella di incidenza e quante particelle ven- 
gono comunque deviate. In altri termini ci si chiede qual è la probabilità perchè 
ciò avvenga per una particella. 

Per semplicità di calcolo si possono ritenere note, con indeterminazione nulla, 
l'energia e la direzione, cioè il momento, delle particelle incidenti: queste sa- 
ranno perciò rappresentate da onde piane, uguali fra loro. Questa è un’astra- 
zione matematica ; in realtà il momento di una particella incidente è sempre noto 
con una certa, sia pur piccola, indeterminazione (dovuta per esempio all’am- 
piezza non nulla dei diaframmi collimatori del fascio incidente): anzichè onde 
piane si dovrebbero considerare pacchetti di onda. Gli urti che interessano in 
fisica avvengono su atomi, nuclei o particelle elementari. Le dimensioni spaziali 
e la durata temporale di un pacchetto d’onda anche ben localizzato e ben mono- 
cromatico sono sempre molto più grandi rispettivamente delle dimensioni e 
del tempo di attraversamento dell’elemento diffusore. 

È intuitivo che l’uso di un’onda di dimensioni e durata infinita non può 
influire apprezzabilmente sui risultati. In modo più rigoroso, un’onda localiz- 
zata può essere ottenuta sovrapponendo onde piane che abbiano direzione di 

propagazione e frequenza lievemente diverse. Vedremo che la sezione d’urto 
varia lentamente per piccole variazioni della frequenza e della direzione dell’onda 
piana incidente. Al pacchetto d’onda può perciò essere sostituita l’onda piana 
componente, che sia la più intensa. 

Dalla conoscenza del momento della particella incidente, segue la completa 
indeterminazione della sua posizione e della sua traiettoria. Non ha quindi più 
senso definire il parametro d’urto è e cade la definizione geometrica di sezione 
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d’urto (5); restano invece significative le definizioni (6), (7), (8) per la 9g(9), 
la a e la c($, 9), che assumeremo come definizioni quantistiche. 
Al moto della particella, incidente sul campo di forza e da esso deviata, è 


associata la propagazione dell’onda Y(r, #) soluzione dell’equazione di Schrò- 
dinger per il problema in esame: 


21) ag ve)g+ E Luo 


L’energia E, della particella incidente è nota con indeterminazione nulla: 


lo stato fisico corrispondente è rappresentato dalla soluzione stazionaria della 
(21), relativa all’energia E, >0 


a 
22) — 7 AIM)+ VAIF)= ZF). 


Il carattere stazionario del problema risulta chiaro quando si tenga presente, 
che l’onda piana ha durata infinita: ciò è altresì legato al principio di indeter- 
minazione delle osservabili incompatibili tempo ed energia. È evidente che il 
passaggio dalla (21) alla (22) presuppone l’indipendenza di V(#') dal tempo. 

Sia inoltre limitato il raggio d’azione del potenziale: V(r)= 0 per |F|> 
> [Fo]; si può dimostrare che le considerazioni che faremo sull’andamento 
asintotico della funzione d’onda sono ancora valide per un potenziale che sod- 
disfi la condizione lim |}| V(#*)= 0. Il caso del potenziale coulombiano puro 


resta perciò escluso da questa analisi e richiede uno studio particolare. Deter- 
miniamo v(7#:) per mezzo di una condizione asintotica, tale da rappresentare la 


situazione sperimentale dell’urto : poniamo, scegliendo il verso positivo dell'asse % 
nella direzione di incidenza: 


a] 1 Nera — 
3) doP)= A(cp 613 UM +S0, 77 SP 0IZal 71/0), 
[dol = de = V2mEa. 
È immediato, tenendo presente che ba—- = 0, verificare che la (23) è 
soluzione asintotica della (22). Essa è data dalla sovrapposizione di un’onda 
piana di lunghezza d’onda si , incidente lungo l’asse %, e di un’onda sferica 


0 
della medesima lunghezza d’onda, emergente dal campo di forza, con ampiezza 
variabile sul fronte d’onda secondo la funzione f(9, @). Fisicamente il primo 
termine della (23) rappresenta l’onda associata alla particella incidente non an- 
cora soggetta al campo diffusore e il secondo l’onda associata alla particella 
ormai fuoriuscita dal campo e da esso deviata di un angolo è. Consideriamo 
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l'insieme di N sistemi diffusori identici e non interagenti, equivalente ad un 
sistema di NN particelle ed un solo centro diffusore quando fra esso e le parti- 
celle non vi siano effetti « ombra ». Alla funzione d’onda Y(#) è associato il 
flusso di particelle per unità di superficie, dato dall’espressione seguente: 


e I -N( zi) W* end 4— (grad #*) 9] = 


e vÉ 7 anlf®&9 do, 
|z| PRE t || cib r? 7, 


1 
+ (termini mu 4) + (termini interferenziali). 


Il primo termine è dovuto alla sola onda piana incidente e rappresenta per- 
ciò il flusso di particelle incidenti lungo l’asse g con velocità f/#, il secondo 
è dovuto alla sola onda sferica diffusa (a meno di termini di ordine superiore in 


- e quindi trascurabili) e rappresenta il flusso, per unità di superficie normale 
ad 7 r, di AN— Mii 2 particelle deviate nella direzione $, g. All’angolo solido 


dO (3, p) ssi una superficie normale ad # di area r°40(9, ©); il numero 
di particelle deviate a di tempo in questo angolo solido è perciò 


AN |f@, 9): 400, ©) so, poichè NA: Pe Po è il numero di particelle in- 


cidenti nell’unità di tempo "sull'unità di immer si ha per la definizione (8) 
di sezione d’urto: 


(25) c(9, )= |f(®, 9). 


‘ Queste considerazioni sarebbero del tutto rigorose se. nella (24) non com- 
parissero i termini di interferenza delle due onde, la piana e la sferica. Questa 
interferenza però non corrisponde, in generale, alla situazione sperimentale che 
si vuole interpretare. Questa è caratterizzata da una forte collimazione del fascio 
di particelle incidenti: la funzione d’onda corrispondente dovrebbe essere nulla 
esternamente allo stretto canale collimatore e quindi non sovrapporsi apprezza- 
bilmente all’onda diffusa; non si avrebbero allora i predetti termini interferen- 
ziali; questi sono perciò essenzialmente dovuti alla schematizzazione che con- 
sidera piana l’onda incidente e devono venir trascurati nell’interpretazione fisica 
della (24). Il fattore di normalizzazione A non ha alcuna importanza ai fini 
del calcolo della sezione d’urto: esso può venir determinato considerando il 
sistema particella-potenziale chiuso in una scatola di lato L e normalizzando 
in questa la funzione d’onda (23). Nel nostro calcolo lo porremo semplicemente 


uguale ad 1. 


CAP. XI - TEORIA DELL’URTO 623 
$ 4. - Formulazione integrale dell’equazione di Schrédinger. 


Consideriamo l’equazione di Schròdinger (22) che riscriviamo nella forma: 
(6) (+= VE): 


poniamo y(7*)= exp (i90 2/9) + £(#), dovè g(7°) è una funzione il cui anda- 
mento asintotico è dato da S® 0) exp(ido | |/d). 
r 
Sostituendo nella (26) si ha: 


n (4. + alol UF)LA) 


dove si è posto: 
UF)= 2 ve). 


Riteniamo provvisoriamente nota la 4(7°) e risolviamo la equazione (27). 
A tal fine introduciamo la funzione o(f —7') determinata dall’equazione: 


(28) (+) 7n= mer). 


o(# — 7 ') è una funzione di Green dell’equazione (27) e permette di risolverla; 
si verifica infatti subito che: 


. (29) :9)=-+ [er r)UC')\y') dr". 


Determiniamo ora le funzioni di Green della (27), che siano rappresentabili 
sotto forma di integrale di Fourier: 
— 1 era —- ; 
oF—7)= [ee (3: @— 7) GE) dB 


Ricordando che 


E TCS) 


si ottiene subito: 


Sr ')= 15 [e [iX. (F_P')] dk = ITA 00) 


4n ia 


“G)= Ga Risi 
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abbiamo allora: 


exp G3-G@—)/b] e (e Us cani) 
o(f_r')= R\—<—___-< = SL dR, 
ST D) pa \dl— di P° a] 18 
Ko = hl 
Per calcolare l’ultimo integrale, passiamo a coordinate polari: 
K.—-?')=|K||}—7'|cos® 
= |Kj? 4|K| sen 343 do. 
L’integrazione sugli angoli è molto semplice e dà il risultato: 
divi tsentdr _ 
en-iraler FIR) C+ F=FTR) 


_3 [ tsentdr 
_F a ole 177] Ko) (+ 7-7] Ko)" 


L’integrando presenta due poli del 1° ordine in |?—r'| Kre—|FT—#'| Ko: 

il suo valore risulta definito quando si precisa il cammino di integrazione intorno 
ai poli. La funzione di Green che interessa nel nostro calcolo, sostituita nella 
(29), deve dar luogo ad una funzione g(7 ) che presenti l'andamento asintotico 
da exp(iXKo[r]) 
lr] 
ai poli in modo tale che in o(r —?7') compaiano termini della forma 
exp(iX, |} — |) ma non exp(—iK, [7 — 7'|). Il cammino di integrazione 
che porta al risultato richiesto è il seguente: 


. Perciò bisogna scegliere il cammino di integrazione intorno 


A 0 PP 
mere > ne n= _ ni 
chi [7 — | Ko 
L’integrale può essere scritto: 
Il t exp(ir) dr Di 
2ri |F_F'| ME one PKR) (+[7-7|A) 
° t exp(—f)dr | 
sE PP 


Il valore del primo integrando tende a zero su un atco di semicirconferenza 
di raggio A, situato nei due quadranti superiori, quando R+co. La circuita- 
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zione su questo arco di circonferenza e sull’asse delle x dà perciò, al limite R-+00, 


il valore del primo integrale. Per il teorema di Cauchy esso è uguale al valore 
dell’unico residuo incluso nel cammino, moltiplicato per 2xri; cioè 


1 
“renne LE ilr —P'| K). 
2|} — « "| Xp ( | | 0) 

Similmente il secondo integrando tende a zero sulla semicirconferenza 


chiusa nei due quadranti inferiori, così che, applicando il teorema di Cauchy 
all’unico polo incluso in questo cammino, si ottiene ancora: 


1 die ia 
F_7]P Gr T|A)- 
Abbiamo così calcolato esplicitamente la cercata funzione di Green: 


1 
of—r) = Fr P (il?_?"] bold). 


2 
È facile viceversa verificare che (4, + DI off —7#')(—4r)hale ca- 
ratteristiche della $(r— r'). 

Ricordando la (27) e la (29) otteniamo: 


2 +, SP (ir? LA Ko) 
con y(7°')= exp (? pat'/0) + g(7"). 

Stabiliamo ora l'andamento asintotico di g(#). Poichè il fattore V(7#') 
che compare nell’integrale Dr si annulla per r'—+c0, all’integrale stesso contri- 
buiscono solo termini in cui #' resta finito. Per |}| molto grande è perciò le- 
cito sviluppare |? — 7°‘| in serie di potenze delle componenti di 7°’. Fermandosi 
ai primi due termini dello sviluppo si ha: 


#- —»|/ —- var 1 __ 1 (1 Ria FF 7 * ) 
FASPrioggto Fatal’ rm 
Tr L, : e gl | Vr è ' ti i 
1) ar Te par FF VENIE NE". 
2xl || 
Introducendo il vettore $'= do —; avente direzione radiale e modulo 


FI 
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uguale a fo, si ha: 


mM li) ò sur —» | 
ie OR [ep iR'FVE)IE) = 


27h |? | 
xp(idolr |/d 


da cui, per la (25): 


(32) c(3,9)= |f(9, ©) Dr ea PI) VE )4 La! 


Possiamo dare una semplice interpretazione fisica delle espressioni (30) e 


(31). Esse descrivono la diffrazione delle onde associate alla propagazione delle 
particelle deviate. La formula (30) dice che l’ampiezza dell’onda diffusa nel 


Fig. 85 - Ad illustrazione del processo 
di diffrazione all'infinito di un 
fascio di particelle. 


punto 7 è determinata dall’interferenza delle onde sferiche emergenti da ogni 
pento 7' dello spazio, col fattore « peso » V(#')W(#'): onde cioè generate 
in ?' per scattering di tutta l’onda ivi presente, causato dal potenziale V(7"‘). 

La formula (31) descrive una diffrazione all ‘infinito analoga a quella di 
Fraunhofer nell’ottica K-® i due punti f e7 ' contribuiscono all’onda asin- 


totica, nella direzione =, con onde sfasate l’una rispetto all’altra di 
tà | 


1 7% i î 

x de JR — fi | cos n = fan 1 " Fa | sen 9, in completa analogia con lo sfa- 
TT 

samento fra i contributi all’infinito, nella direzione considerata, di due fenditure 


di un reticolo di diffrazione di « passo» | —# | (fig. 85). 


6 5. - Approssimazione di Born. 


La formula (32) permette di calcolare la sezione d’urto, nota che sia la 
funzione d’onda y(#). Questa è determinata dalla (30), che si può scrivere: 


y(7) = exp alb i x [FF VE) 477 
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Risolviamo questa equazione integrale con un metodo di approssimazioni 
successive. Poniamo: 


ro Si [er VG!) YI) di + yY(F) 
con YF)= exp (ipg/). 


Si dimostra facilmente per induzione che: 


dl (7) = exp (ipat/2) + > (-3 5) È (Pr VAT) VA) - 


‘oli —T) V(F;) exp (ipz;ld) di dii... dii. 


Se V(7#) è abbastanza piccolo, è da aspettarsi che la successione y"(7) 
sia convergente a U(7). 

La funzione d’onda y(7) è perciò rappresentata da una serie, chiamata 
serie di Neumann. L’approssimazione di Born per la funzione d’onda consiste 
nel fermarsi ai primi due termini della serie di Neumann: cioè si trascurano 
termini non lineari nel potenziale. Similmente l’approssimazione di Born per 
la sezione d’urto è data dalla (32) in cui la funzione d’onda completa y(7') 
venga sostituita con la sola funzione d’onda incidente exp (i90%/), primo ter- 
mine della serie .di Neumann. Si ha: 


n 
A 9)= Tk 


[or lip BF VE) 7 


Sia Po = # LIA il vettore momento della particella incidente: f%' = 


= De:r', così che: 


(33) c(d, 9) = o fee UGod')P' VE). 


Sia ora V(7) un potenziale a simmetria sferica, cioè funzione soltanto di 
||. Abbiamo: 


VG) = | S| exp (133||F]c0sn)/8] V(IFDIF]47] senn ndo = 


ovo 
2] | exp (31 |P] 4/8) VPI) FAP] A 


0J+1 


_ exp (iP B| FATA) 7) FRA 
ind TOTSri (7) IFIAIFI, 
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Ovvero! 
3 Ri Ù Bed] e tu 
sen —T— pW(p)d = ; 


è chiaro allora che ip dipende solo da |$—Ps|: tenendo presente che 
— —_ «N “ _ 3 — 
|p|= [Po e ®=2» si ha subito |$—o| = 29, sen 2} Pe \dol. La 


(33) si scrive allora: 9 
n° ia a 4 
(34) c(9, 9) = STO ENE RE | de V(p) p sen ul dei. 
pa sen? > ° 


È interessante stabilire il significato fisico dei termini della serie di Neumann 
e di conseguenza quello della approssimazione di Born. Il primo termine è il 
contributo dell’onda incidente. Il secondo: 


35 ea V(7i) exp Gpota/b) di 


rappresenta il contributo di tutti gli scatterings dell’onda incidente exp (i90%/5) 
nei punti 7; sotto l’azione del potenziale V(7}); il terzo termine: 


— Ts ea V(7i) dî; [ (- 5) FR) VA) xp pota/b)A7 


il contributo di tutti gli scatterings nei punti 7, sotto l’azione di V(7",), delle 
onde che hanno già subito uno scattering in 7, sotto l’azione di V(#). In ge- 
nerale l’ennesimo termine rappresenta il contributo totale di tutte le onde, che 
hanno subito 7 scatterings successivi. La funzione di Green oc(7:_7,) assume 
così il ruolo di « propagatore » dell’onda fra due punti di successiva interazione 
con il campo di forza. L’approssimazione di Born tiene conto dei soli scatterings 
dell’onda incidente: essa trascura perciò tutti gli scatterings multipli. 


$ 6. - Criterio di validità dell’approssimazione di Born. 
L’approssimazione di Born per la sezione d’urto è certamente buona quando 


il secondo termine della serie di Neumann è molto piccolo rispetto al primo, 
in tutti i punti dello spazio in cui non è trascurabile il potenziale V(7): 


| VG‘) exp (iFo:7/6) = IO d7'|<| exp (ipsz/b)"= 
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In molti casi pratici il primo membro è massimo per |#|= 0 così che il 
criterio assume la forma: 


ai di 
| a ) esp (ido*T'|b + ipo? '|[6) dr 


ni 
Ant 


<1. 


Se il potenziale è a simmetria sferica passando a coordinate polari ed inte- 
grando su è e @, si ha: 


(35) 


dd 


| V(#']) (exp Pix?1-147"] <I. 


Questo criterio non ha carattere di necessità per la validità dell’approssima- 
zione di Born: in certi casi, pur non valendo la (35), si hanno risultati in ottimo 
accordo con l’esperienza e col risultato di calcoli meno approssimati. Conside- 
riamo il caso limite in cui tutti i termini della serie di Neumann diano contri- 
buti importanti, così che l’approssimazione di Born perda ogni significato. Ciò 
avviene quando l’onda incidente subisce un grande numero di scatterings suc- 
cessivi: un campo V(7') molto intenso e una bassa energia delle particelle 
incidenti possono provocare questa situazione; corrispondentemente il primo 
membro della (35) diventa > 1. Il processo di deviazione della particella nel 
campo di forza, anzichè esaurirsi in un atto unico, tende a divenire un’intera- 
zione continua, durante tutto l’attraversamento del campo di forza. È intuitivo 
che ciò corrisponde ad un processo di scattering classico ed è perciò da aspettarsi 
che, in questo caso di completa inapplicabilità dell’approssimazione di Born, 
possa venire usato il formalismo classico. Infatti per campi di forza molto 
intensi e basse energie di incidenza, può avvenire che sia soddisfatta -la con- 
dizione (11) di validità della teoria classica. 


$ 7. - Applicazione allo « scattering » coulombiano schermato. 


Calcoliamo la sezione d’urto per il potenziale coulombiano schermato: 


42. va 
V= 3] - exp (7 Fo). 


Esso è a simmetria sferica e possiamo perciò usare la (34): 


FAVA du Lia - 
c@, = ESE ll Arlo (—[F]/r) sen FI 


d 
f 2bo sen 2 4 
ù h 


Ppî sen? 2 
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e, con l'integrale calcolabile elementarmente: 


È slot Ba (a sen fx — B cos fx) 


A a? + CE , 


abbiamo 
An (Z,Z302) 


Gi du PE 
(F+ ia) 


Quando r+ 00, cioè per uno schermo nullo, il potenziale tende a quello di 
un campo coulombiano puro e la formula (36) a quella classica di Rutherford 
(13). Osserviamo che tutte le formule dedotte precedentemente si applicano 
a campi V(r°) per cui lim || V(#)= 0: solo allora si può imporre la condi- 
zione asintotica (23). Non potremmo perciò dedurre la formula di Rutherford 
direttamente da un potenziale coulombiano puro; del resto è facile vedere che 
l'integrale sopra calcolato non convergerebbe in assenza del fattore exp (— |? |/F0). 

Applichiamo ora il criterio (35) per conoscere i limiti di validità dell’appros- 
simazione di Born. Dobbiamo calcolare l’integrale: 


(36) c(3, 9) = 


n di 
| exp(— ap) (exp [2599/58] — 1) ra = g(a) 


dove x = —, Derivando rispetto ad «: 
o 
dee) ___[® dlcrlica 
reale [ pie) (ep Ribell] 1) d=--— — pri 
d 


integrando rispetto ad a: 
2 
sla) Ina—1n (a— FP) C. 


Poichè g(c0) deve essere nullo, segue C=0, ed abbiamo il risultato: 


1\__f,_ 2ibro\__ Abe LL iarcto LI 
:(1)- la (1 Lr )_ 1/14 sa + farctg È 


L’approssimazione di Born, per un campo coulombiano schermato, è perciò 
rigorosa quando: 


FEE (a+) (vee) 
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Il primo termine nella parentesi è trascurabile per ro non troppo grande, 


ni 
mentre il secondo non supera 7: il criterio di validità si riduce perciò alla 
semplice condizione: 

ILZAVA 


1, 
bo < 


$ 8. - «Scattering » di elettroni su atomi. 


L’energia potenziale V(r) può essere rappresentata dall’espressione: 


67) Verna ze [20 gr Psr |=r 


Il primo termine a destra della (37) è il potenziale coulombiano generato 
dal nucleo, mentre il secondo termine è il potenziale generato da una distribu- 
zione di elettroni di densità OQ(r'). 


Per applicare i metodi sviluppati fino a questo punto e validi per potenziali 
per cui lim rV()=0, introduciamo il fattore exp(—\|F—7'|) e conside- 


riamo poi il limite del risultato per X-+0. Per comodità di notazione scriviamo 
L:(r) = $(r) — Q(r) così che la (37) diventa: 
V(r)=— Zé EL 1) I dr' exp (Fr '|). 
Dobbiamo calcolare: 


e ss gl; e- sd Î | ' I 
— 20 (LE pi Fd de''— 


= —ze[oe” exp iGi—B)-F lb] dr. 


{atei ET e, 


suo fe 
pres] 


L’integrale in parentesi è indipendente da r'’ e può facilmente essere cal- 
ib che al limite 


+ Rep 


colato passando a coordinate polari: il risultato è 
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per X- 0 diviene: nos Abbiamo allora: 
— Ze4ri sai 
[ver ) exp iGP):7'/h) de' = Fi ! 1 — F&d)] 


con F(di_d)= [ee exp [i(Bi_d)-7 ''|b] dr'', da cui infine per la (31) 
si deduce: 
nAZIA ni 
(38) o(0, e) = —T—_-_Il—FGr7)F. 
4pî sent = 


La funzione F(fy_d) è chiamata « fattore di scattering atomico » ed è la 
trasformata di Fourier della densità elettronica nell’atomo. Questa, per atomi 
allo stato fondamentale, è a simmetria sferica, in modo che, con una semplice 
integrazione sugli angoli, si ottiene: 


ne Do L(r)r EE CÈ Pl ,a 
ASA x 
. È chiaro perciò che lo studio sperimentale della sezione d’urto permette, 
tramite la conoscenza della F(B,—{), di risalire alla funzione Q(r) ed ottenere 
così importanti informazioni sulla distribuzione degli elettroni negli atomi. 
In generale, l’importanza della teoria e degli esperimenti di scattering consiste 
‘roprio nella possibilità di ottenere dalla sezione d’urto, grandezza misurabile 
derimentalmente, particolareggiate informazioni sulla natura del potenziale dif- 
isore. Quando è valida l’approssimazione di Born, la relazione 


FPd) = 


0 9)= 7 IVG-PaI 
ici — in 
con 
sa 9 
|P_dol = 2fo sen 3: 
permette di dedurre dalla sezione d’urto per un certo angolo di scattering $, 
per particelle di momento $y, il modulo della componente di Fourier (n) 
(con n= 2p,sen 3) del potenziale. Se, in particolare, una certa componente 
© dello spettro fosse nulla, non si avrebbe scattering nella direzione 3 data da 
3 
n= 2, sen ca e viceversa. 


È interessante osservare che quantisticamente anche una forza debole, 
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nel cui spettro di Fourier si abbiano componenti di n abbastanza grandi, può dar 
luogo a grandi deflessioni; classicamente queste vengono invece prodotte solo 


*. * 4 . ® 1 | 
da forze abbastanza intense. Se le particelle incidenti hanno energia — P°, si 
77, 


potranno avere informazioni sulle componenti (n) dello spettro di Fourier 
di V(r) per cui n<2jp: ne consegue che, quanto maggiore è l’energia delle 


particelle incidenti, tanto più precise sono le informazioni, date dallo scattering, 
intorno al potenziale V(r). 


$ 9. - Metodo degli sfasamenti. 


Per campi di forza abbastanza intensi ed energie di bombardamento non 
troppo elevate, il criterio di validità dell’approssimazione di Born (35) può 
non essere soddisfatto: ciò avviene in generale per la diffusione di nucleoni. 
Si può dimostrare per esempio che, per la descrizione dell’urto neutrone-protone, 
l’approssimazione di Born è valida solo per energie di bombardamento superiori 
a 100 Mev. Un metodo applicabile all’urto tra nucleoni è quello degli sfasamenti. 
Esso si applica a potenziali a simmetria sferica ed è utile in particolare per poten- 
ziali con raggio d’azione limitato ro. Per potenziali ad estensione infinita, si ri- 
chiede ancora lim |r| V(|r])= 0, di modo che la forma asintotica (23) resti 
valida. delli 

L’idea centrale del metodo è basata sullo sviluppo della funzione d’onda 
della particella incidente secondo gli autostati del modulo del momento angolare. 
La componente dello sviluppo relativa all’autovalore / rappresenta lo stato in 
cui si troverebbe la particella incidente qualora una misura del modulo del suo 


momento angolare desse con certezza il risultato 5V I/4+ 1)= |M|. Classi- 
camente una particella, con modulo del momento angolare |M| e con modulo 


del momento cinetico |$|, ha un parametro d’urto è = dk sempre classica- 


_. 


mente se è è grande la deflessione $ è piccola, ed è nulla per è maggiore del raggio 
d’azione del potenziale. È intuitivo allora che, considerando lo scattering delle sin- 
gole componenti dell’onda incidente, quelle relative ad un / abbastanza grande, 
VI i 
precisamente IVAPTI) > fo, non contribuiranno apprezzabilmente alla sezione 
d’urto. Anzichè considerare lo scattering di tutte le infinite componenti dell’onda 
piana incidente, ci potremo pertanto limitare ad un numero spesso molto esiguo 
di queste. I problemi che dovremo risolvere sono i seguenti: 1) rappresentare 
secondo lo sviluppo in autofunzioni del momento angolare l’onda piana inci- 


dente; 2) determinare l’effetto del potenziale sulle singole componenti; 3) tro- 
vare la sezione d’urto. 
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$ 10. - Risoluzione dell’equazione di Schrédinger, in coordinate polari, 
per una particella libera. 


I problemi enunciati sono immediatamente risolubili, nota che sia la solu- 
zione dell'equazione di Schròdinger per una particella libera, in coordinate 
polari: 


| 2m 
Ay(r, 3, p)+ x 290 3, g)=0 
La funzione d’onda y(r, è, 4) può essere rappresentata come prodotto di 


una parte dipendente solo dagli angoli e di una parte radiale (cfr. cap. IV $ 4). 


Introducendo i numeri quantici 27 ed /, si trova per la prima l’insieme completo 
e discreto di soluzioni: 


Pi"! (cos 8) exp (im9) con />mu>—L, 1>0 


e per le corrispondenti funzioni radiali R; l’equazione 


1 d dR; 2m 10/4 1) _ 
(39) PP nin” )zM=0 


con R;(r) ovunque regolare e convergente all’infinito. 
_ 2mE L, 
pe 7 > 
la (39) diviene: 


Posto: 


1 
Con il cambiamento di funzione incognita R.(p)= —= Zi;(p) si pervie- 
ne all’equazione: Vo 


PZ, | 1 dA = SISI sE 
(41) dp - * +(1 ci Z;= 0. 


Questa è un’equazione di Bessel ad indice semidispari /+- }. Essa ammette 
quali soluzioni, linearmente indipendenti, le funzioni di Bessel cilindriche 


VITO), e VATETC)E 
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L’integrale generale della (41) è perciò dato dalla combinazione lineare: 


(42) TESS [Ai SS + B/_x (e VEE 


p 


L’equazione di Bessel (41) presenta in p= 0 una singolarità fuchsiana: 
le soluzioni dell’equazione determinante sono /+ 3 e—/— +; in corrispondenza 


delle singolarità l’andamento di /1,3 (r y 3) è dato da — r'+1 e quello di 


WAR (” y = da rp 0+)), 


Poichè / è intero non negativo, il primo termine in parentesi della (42) è 
sempre convergente per r + 0, mentre il secondo è sempre divergente. La con- 
dizione di regolarità della R;(r) richiede perciò B= 0. L’andamento asintotico 
della generica funzione di Bessel /,(x) (v > 0) è dato da: 


Via (-70+) 


ed ha perciò carattere oscillante quando l’argomento x è reale, esponenziale 
quando x è immaginario. Segue perciò che, per E < 0, nessuna soluzione della 
(39) è compatibile con la (39'), mentre per E >Q0 la funzione: 


1 bo 
(43) Ri(r)= Alu {= 7) 
(1 
b 


dove si è posto 


2mE _ do 
è = db’ 


è la più generale soluzione della (39) con le condizioni di regolarità e di conver- 
genza imposte alla R;(r). Per una particella libera, di energia E > 0, abbiamo 
così determinato la più generale soluzione dell'equazione di Schròdinger, nella 


forma: 


(44) 


$= E ni — Ju (r B-) PINI (C08.9) exp (ino). 
Li Po Ù 
Ì ò 
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$ 11. - Rappresentazione di un’onda piana secondo le autofunzioni del 
momento angolare. 


Consideriamo la particolare soluzione dell’equazione di Schròdinger per 
una particella libera, rappresentata dall’onda piana propagantesi nella direzione 
positiva dell’asse z: exp (i90%/9); essa è a simmetria cilindrica intorno all’asse 
g ed è perciò indipendente da g. 

Ricordando la (44) possiamo scrivere: 


exp (ibyr cos 9/5) = >> ui Ta (fe o) P{"!(cos 8) exp (iw9). 
m, do a 
b 


Il primo membro è indipendente da g: perciò l’unico valore possibile per 
il numero quantico # è = 0, onde: 


Po ) P.(cos 8). 


(45) exp (iper cos 8/6) = X CC Ju (£ 
I do A 
D, 


Moltiplicando i due membri per P; (cos 3), posto cos ® = p e ricordando 
la relazione di ortogonalità per i polinomi di Legendre: 


+1 2 
[ Piu) Pr(u) du = Z+i dr; 
DI 


sp 20, 1 
(46) [ esp (ipyrult) Pu) d= 77 I (5 r) 
—1 Co f 
; | 


Questa relazione è un’identità rispetto a r. La costante C; può essere valu- 
tata dal confronto delle espressioni asintotiche dei due membri della (46). 
Abbiamo per il primo membro, dopo un’integrazione per parti: 


sali ne LA 
(47) | expliporu/b) P(u) de=d Pill emriti Di ni dll _ 
+1 


F) +1 
= fee (iporu/d) Pi (1) du. 
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Ricordiamo che i polinomi di Legendre P,(u) possono essere definiti per 
mezzo di una funzione generatrice, nel modo seguente: 


“foina DI DAT; 
Vi—24b5+ È 2 (4) 
da cui segue: 
1 o 
pese ine Zi b'P(1)= > bi 
e perciò P;(1)=1, e: 


D 


Trio Yen È 1 


- i=0 
e perciò P.(-1)= (1). 
Il primo termine a destra della (47) si scriverà allora: 
ue) = 5 SPelb)— (1) cap ipod) _ 
ip 
3 epr) — explinl— sport) _ 
ipo — 
2ipo 


Il secondo termine a destra della (47) può venire ulteriormente integrato 
per parti: risulterà un termine dell’ordine CC Te per r-+co di fron- 
te al termine (48), ed un integrale del tipo #| cp (ipyru/d) Pi (w) du. 
Quest’ultimo può ancora essere integrato per parti, dando luogo ad un termine 
dell’ordine Sà e perciò trascurabile, ed a un integrale in cui compare P;''(p). 

Procedendo in questo modo, con (/+ 1) integrazioni per patti, si otten- 
gono successivamente termini lr 4; con 2<j </+ 1, tutti trascu- 
rabili, ed un integrale della forma — 1a fer (iporu/h) Pl*4 (1) du che è nullo, 
essendo P;(w) un polinomio di si: I. Abbiamo quindi l’espressione, valida 
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asintoticamente per grandi valori di r: 


+1 dhi! 
| exp (iaru/b) Pi(u) da "a sen( PPT ) 


| 
Ricordiamo l’espressione asintotica della funzione di Bessel: 


Pt (+ 1)) - 


Tua (20)-/E —_= cos ( ; 
TESE, 
-ya Tel 2 
È 


Sostituendo queste espressioni asintotiche nella (46), si ricava subito: 


Ci 2 ; si TT 
e ==? C= î(21+ 1) Vi 
x 2 


Introducendo questi valori delle costanti C) nella (45), abbiamo il risultato : 


n _%, VER (1 ho 
(49) exp (idr cos 3/$) = -* (2/+ 1) D) NE Tu ( b ) 


0 
5 r 


che si può scrivere in modo più semplice, introducendo la funzione sferica di 


Bessel j;(p): 
x 1 
(50) ) ca vela (P)=j1(), 


(51) exp(i7 cos 8/$) = s i'(22/+ 1) i.( ds ) Pico: 3): 


I=0 


Torniamo ora al nostro problema di scattering. Il raggio d’azione del po- 
tenziale a simmetria sferica V(r) sia limitato: V(r)=0 per r>n. Determi- 
niamo la funzione d’onda y(7) per una particella che si trovi nella zona dello 
spazio in cui il potenziale è nullo. Il problema è analogo a quello risolto pet una 
particella libera in tutto lo spazio. Si ha tuttavia una differenza essenziale: la 
funzione d’onda che dobbiamo calcolare non si estende fino all’origine "= 0; 
perciò è soluzione accettabile del problema anche una funzione d’onda che diverga 


nell’origine. 
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Tutti i calcoli da (39) a (42) restano validi pur di considerare valori di r > ro. 


ro 

è una soluzione accettabile. Anzichè introdurre la funzione di Bessel ad indici 
negativi, che per indici interi non è linearmente indipendente da quella col corri- 
spondente indice positivo, è opportuno introdurre una combinazione lineare 
di /, e /-, che è sempre linearmente indipendente da /,: precisamente si defi- 
nisce la funzione di Bessel cilindrica di seconda specie: 


Nella (42) non possiamo più porre B= 0, perchè anche /_;} ( Se 


N.(x) = J,(x) cos ve—J,() 


sen vr 


Scrivendo l’integrale generale (44) con questa nuova funzione, si ha: 
1 
vF)=X 


(Amt r)+ BN: r)) PINI (6059) cxplime). 
r>ro ml ] do 
1 r 


Consideriamo una particella incidente lungo l’asse polare e deviata dal po- 
tenziale a simmetria sferica V(r); il sistema presenta allora una simmetria cilin- 
drica intorno all’asse polare: la corrispondente funzione d’onda dovrà essere 
indipendente dall’angolo g. In particolare per r > ro si avrà: 


UP) = > Ta, [Ai (A r) + Bi (È r)| Pi(cos 3). 
* id 


Poniamo: 


A4,= Ci cos ò; B;=—C; sen di,» 
onde: 


(52) 4(# Ped Ta, [cosè ui r)send, Ni (È )|P.(cos). 
r>Fro do, 
ò 


Ricordiamo le formule asintotiche: 


J.(x) — V4: cos (3 (v + b) 


I Fry È 
N,(x) — Va sen (3 (v + n) 
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La forma asintotica della Y(#') sarà data allora da: 


(54) ez le, VÈ Ve, [cos è, sen(#- r- > + 
= r 


+ sen è, cos (2 rT_ 5 )| P,(cos 8) 


ossia: 


EA sen(42 r-3-1+ 31) Pi(c0s 8). 


Co 

F)vd — 

AL 4 

Questa forma asintotica resta valida anche per un potenziale ad estensione 
infinita, purchè si abbia lim rV(r)=0. 


r* 0 

Confrontando la (54) con la forma asintotica della (44) (in cui si ponga 
m= 0 per la simmetria cilindrica del problema), si vede che esse differiscono 
essenzialmente per gli sfasazzenti è,: questi sono introdotti dalla combinazione 
lineare fra /,,3 e IV;+3, che non può comparire nel caso di una particella comple- 
tamente libera. l 

La funzione asintotica (54) rappresenta la situazione dello scattering a 
grande distanza dal campo di forza. Essa deve avere la forma (23) con A= 1. 
Dal confronto fra quest’ultima e la (54) si deduce l’espressione della sezione 
d’urto in funzione degli sfasamenti. Scriviamo l’onda piana incidente exp (i90%/f) 
nella forma (51), di cui consideriamo l’espressione asintotica : 


exp Gina) — Lui 1) 2 sen (e 7 1)P(c0s 8). 


Uguagliando la (54) alla (23) troviamo: 


(55) Zi 


( do = 1) P,(cos 8) +I= 29) exp (ay/)= 


( ca -—+ 1+ è) P;(cos 8). 


= Z,Ci > 
Pb 


Scrivendo in forma esponenziale la funzione seno ed eguagliando i coeffi- 
cienti di exp(?9o/5) ed exp(— ?rpo/#) abbiamo: 
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(56) Zi i(2/+1) = Se) Pi( pini fa 
Ra O Picos) — 


—Wi@1+1) na SPERI P.(c059)— 


e b i 
=— Zi C, Fry exp(i7//2 — iè;) P;(cos 8). 


Da questa segue subito: 


(57) Ci= #14 1)]/explid)). 


Sostituendo nel secondo membro della (55) otteniamo: 


S®, n 


exp(ipyr/i) = 


co " ò 
Du + 1) ros sen( do -7) P(cos 8) + 


= $ i!1(2/ + 1) cpl) sen ( (e —!+ è) P;(cos 8). 


Il primo termine a sinistra rappresenta l’onda incidente; esso differisce dal 
secondo membro, che rappresenta l’onda completa, unicamente per gli sfasa- 
menti è, 

Abbiamo così determinato l’effetto del potenziale sulle singole componenti 
dell’onda piana incidente, scomposta secondo gli autostati del momento angolare: 


esse vengono sfasate di $, e moltiplicate per exp(î8,). 
Sostituendo il valore di C; dato dalla (57) nella (56), si ha la relazione: 


o 


Î, @+ 1) P(c089) + 250, 0)— 


(58) 
=, (2/+ 1) exp(2i8;) + Pi(cos 9), 
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da cui: 
f@, 9)= >È (2/+ 1) exp(58,) send,P;(cos 3). 


Ricordando la definizione (25) di sezione d’urto differenziale 1 riferita 
ad un angolo solido unitario), otteniamo il risultato: 


, È Ce) i 
(59) o(9, 9) = Fal | /+ 1) sen è, exp(#,) P; (cos 8)[?. 
Si calcola la sezione d’urto totale integrando la precedente su 4Q = sen è 43 dp: 


Da Ke - ; 
Gr = x 2r [ Dir (2/+ 1) (2/' + 1) sen è; sen è, exp [i(d,— d.)] 
v l) 
P;(cos 8) P;.(cos 4) sen® 43; 
poichè: 


7 2 
[ P;(cos 3) P.(cos®) sen 943 = dn ——-, Fi’ 


abbiamo il risultato: 


1) sen? è,. 


(60) 07 = 

i=o 

Mentre i contributi alla sezione d’urto totale (60) delle onde con diverso 

Z si sommano senza interferire, si ha interferenza fra i diversi contributi alla 

sezione d’urto differenziale (59): la prima infatti è una somma di quadrati, 
mentre la seconda è il quadrato di una somma. 


$ 12. - Calcolo degli sfasamenti. 


Le sezioni d’urto differenziale e totale sono, per la (59) e la (60), espresse 
in funzione degli infiniti sfasamenti è,. Il loro calcolo presuppone la risoluzione 
dell’equazione di Schtòdinger radiale nella regione r< ”, in cui non è nullo 
il potenziale V(r). Gli sfasamenti si determinano allora raccordando in modo 
continuo inr= la soluzione interna relativa ad un certo /, e cioè la R;(r), con 
quella esterna %,(r), data dalla componente della (52) relativa all’onda /: 


Rio) = Yi(P0) (FE rale — ( ci ) 
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da cui si deduce (introducendo le funzioni sferiche di Bessel e Neumann, cfr $ 7 
Append. cap. IV): 


.r{ Po o 
Ri (fo) d; (Fo) do Ji (È ro) cos è, —#, (È ro) sen è, 


VO eee n° 


Rilro) vir) 3 P (È ro) cos $, — #1 (È r) sen è, 


Po (A ) (4 ) 

e Ailis-<hlI=<t/1l"<="fa ' 
(61) cn nn. a dove a) 

do il do hi _\ VT Riff) 
5 i(Fa)nn(#) = 


L'importanza della rappresentazione della sezione d’urto per mezzo degli 
sfasamenti È, consiste, come già si è detto, nella possibilità di trascurare tutti 
gli sfasamenti delle onde con / abbastanza grande: se l’energia di incidenza è 
abbastanza piccola, si possono arrestare le serie (59) e (60) ai loro primi termini 
o addirittura al primo termine. Stabiliamo ora in modo quantitativo queste 
affermazioni: basterà dimostrare che per un / abbastanza grande la soluzione 
interna R,(r) non differisce apprezzabilmente dalla soluzione fi(r) corrispon- 
dente ad una particella libera. Infatti per la (43) si ha: di 


pinta 
si) "rota ) 


che si raccorda in modo continuo in r= ” con la componente /esima della (52); 
anzi coincide con essa per ogni r, purchè è,= 0. 

La funzione d’onda radiale interna al campo di forza R;(r) soddisfa l’equa- 
zione: 


d? 2 dR 2m 
© GFrim+ ti G+ 7 |E-rm_s 


| Ri(r)=0 


Sia r, il valore di r definito da: 


(63) E- (VI + Go P)-0. 


Esso corrisponde al punto classico di inversione del moto: per r< r; (classica- 
mente l’energia cinetica sarebbe negativa) la funzione d’onda è di tipo esponen- 
ziale e decresce, in generale molto rapidamente, a zero; per r > ri è di tipo si- 
nusoidale. È chiaro che R;(r) risentirà molto dell’azione del potenziale V(r) 
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quando r > r, € poco quando r«< 7,. Sia ra il raggio d’azione del potenziale: 
se rn <r, la funzione d’onda R;(r) non risente apprezzabilmente l’azione del 
potenziale: essa infatti è di tipo esponenziale rapidamente decrescente, nella 
zona in cui il potenziale non è nullo. 

Quando rn <&r, si ha V(r,;)=0 e la (63) diviene: 


E- Id/+1)# 
2mrî 
da cui: 
I(/+1)# 
ui i 
e o 
(65) 9 el, 
d Pi 
ove E= 9 
2 


Classicamente la situazione fisica compendiata dalla (64), che si può riscri- 


vere: fn 
A <E DI 


è quella di una particella che abbia il modulo del momento angolare, rispetto al 
centro del campo di forza, così elevato da impedirle di raggiungere la regione 
dello spazio in cui è apprezzabile il campo di forza. 

Quando la (64) è soddisfatta, praticamente R,(r) coincide con la funzione 
d’onda radiale per la particella libera e perciò 8, = 0. Dalla (65) si deduce che 
il metodo degli sfasamenti è particolarmente utile per lo studio dello scattering a 
bassa energia, in cui solo gli sfasamenti delle onde con piccolo / sono importanti. 

In particolare al limite per bassissime energie, che definiamo nel modo 


seguente: 
V2m3E 2 
(66) - ro <&1 na ro &1 \> Fo 


(a = lunghezza dell’onda incidente = +) , 


(1) 


ci possiamo limitare allo sfasamento dell’onda caratterizzata da /= 0: l’onda s. 
Si ha allora la sezione d’urto differenziale: 


(67) c(9) = sent È. 
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Lo scattering è perciò isotropo: questo avviene, considerando l’ultima delle 
(66), quando la lunghezza d’onda associata alla particella incidente è molto 
lunga rispetto alle dimensioni del campo di forza. 

Quando l’estensione del campo di forza è infinita le considerazioni prece- 
denti non sono più valide. Tutti gli sfasamenti possono essere importanti e 
vengono determinati dal confronto fra la forma asintotica della soluzione R;(r) 
della (62) e la /esima componente della (51). 

Ricaviamo ora un'interessante espressione implicita per gli sfasamenti. 
L'equazione radiale per R;(r), con la sostituzione 


2mnE __ Do 
e= | pi 


si scrive: 

d'Ri(p) 2 dRi(o) Vr) /0+1) 

È DA E i ne Si De 
e, ponendo 
(68) Ri) = Sl, 
si ha: 

141 

o TO EI r_ 


Similmente, posto: 
(70) Sie) = 2:(0)le > 


dove f;(e) è la soluzione dell’equazione radiale per una particella libera: 


Si) = ie (È r) 


do, 


È 


si ha l’equazione 


[+1 
01) PO CEI n =o 


Moltiplicando la (69) per g;(p) e la (71) per N(p) e sottraendo, abbiamo: 


d ,i Ve) Lù 
sp A E Roi=0, 
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da cui integrando si ottiene: 


(0) Nile) — Nr (P) PL (e))a — (01 (P) Neo) — N (P) P:(0))0 = 


--| Rip) Pi(0) Le) dp. 


L’espressione asintotica di R,(p) che si ricava dalla (54) è: 
6 
12) Ri(e)= È sen(e-5-/+3)); 


quella di W(0) è allora: 
Ci sen(e—-5- 1+ 3) 


L’espressione asintotica per f,(p) è data da: 


173) fo) = =: sen(e—-5!) 


e quella per ;(p) da: 
' tu 
A; sen(P— 2 I) 


Poichè R;(0) e fi;(0) sono finiti, segue R,(0)= 0 e f;(0)= 0. 
Tenendo conto delle (72) e (73), abbiamo infine: 


45C [sen(e-5- + ) cos (-3-)— 
— cos (-3-1+ è) senle—-51)|= 


= 4/C ven Bj fe "do Ri0)fie) P, 


? dp Ri(e)fi(e) 


fe 5 se, Ro FA 
91: Jo ò 

In questa relazione R;(r) ed f;(r) sono le soluzioni dell’equazione radiale 
di Schròdinger rispettivamente in presenza ed in assenza del potenziale. Le co- 
stanti A, e C, sono determinate, secondo la (72) e la (73), dagli andamenti asin- 
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totici di f, ed R,. L'equazione che abbiamo ottenuto ha carattere implicito perchè 


pori la risoluzione esatta dell’equazione di Schròdinger. Quando vale 
a (65), è: 


RM) =f0) = SALO, 


a cui corrisponde, per la (72), una costante: 


7 7 V4 
A=C= Ar "a 


Sostituendo nella (74) otteniamo la relazione approssimata: 


n (° V 2 

05) sendz—3 | ell TP; Ed, pefr 

Questa formula permette il calcolo diretto degli sfasamenti: essa rappre- 
senta una buona approssimazione quando vale la (65); in questo caso tuttavia, 
come già abbiamo osservato, gli sfasamenti per /> 0 sono molto piccoli ed in 
prima approssimazione trascurabili. Dalla (75) segue che gli sfasamenti sono 
positivi per potenziali attrattivi V(r)<0 ed invece negativi per potenziali 
repulsivi V(r)>Q0. 


$ 13. - Diffusione su di una sfera rigida. 


La funzione d’onda internamente alla sfera rigida di raggio ro deve essere 
identicamente nulla : ivi infatti il potenziale è infinito. La soluzione radiale esterna 
deve annullarsi per "= ro. Si ha perciò 


così; Ju (Fe) senò, Ni} (I = 0 


Tuta (5°) 
nm() 


Abbiamo così risolto in modo esatto il problema di determinare gli sfasa- 
‘ menti. Per semplicità di calcolo consideriamo il caso di piccola energia di inci- 
denza. Allora è piccolo l'argomento delle funzioni di Bessel e possiamo perciò 


da cui segue: 


(76) tgò,= 
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usare una loro rappresentazione approssimata nell’intorno dell’origine: 


2p \t p' 
Tua) = (È) 1.3.5... (22+- 1) 


È is — BED 


141 
pi+ 


Ni) = — ( 


x 


Sostituendo nella (76) otteniamo: 


Frodo \}1+* 
(7) 


om) 8877 Gxinss. DE 


Questa relazione conferma il rapido decrescere degli sfasamenti al crescere 
di/, per basse energie. Al limite, per f, +0, solo lo sfasamento dell’onda s (/= 0) 


a 
contribuisce alla sezione d’urto differenziale (59), grazie al fattore Sri che 
Li) 


r, . . 
odo È, € si ottiene: 


ivi compare. Si ha allora tgd, — send — — 
(78) o(9) = rò o= 4nr9. 


Lo sfasamento 
FoPo 


(79) do ricca Fr, 


è prodotto da un potenziale repulsivo infinito lungo tutto il suo raggio d’azione: 
a parità di quest’ultimo è il massimo sfasamento per un’onda s che possa venir 
prodotto da un potenziale repulsivo. 

Il risultato (78) è valido solo a bassissime energie: cioè per onde incidenti 
di lunghezza d’onda molto grande rispetto alle dimensioni della sfera che pro- 
voca la diffusione. 

Esso non può perciò venir confrontato col risultato classico nr$ che si ap- 
plica a particelle ben localizzate durante l’urto con la sfera. È tuttavia da aspet- 
tarsi che per alte energie di incidenza, e conseguente buona localizzazione della 
particella durante l’urto, si debba ottenere un risultato confrontabile con quello 
classico. Infatti da calcoli piuttosto laboriosi risulta che la sezione d’urto totale, 
al limite per alte energie, è data da 2xrf, di cui una metà xrî corrisponde ad angoli 


, mentre l’altra metà 


di scattering maggiori di un angolo dell’ordine di a 
2bo0 


corrisponde a piccolissime deflessioni tra += 0 ed il suddetto angolo. Queste 
deflessioni sono dell’ordine dell’indeterminazione dell’angolo di scattering per 
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particelle localizzate entro una distanza r) dal centro della sfera. La grande se- 
zione d’urto che vi corrisponde è dovuta all’interferenza con l’onda piana inci- 
dente, che si prolunga indefinitamente oltre la sfera, nella direzione 9 = 0. 


$ 14. - Scattering dell’onda s da parte di una buca di potenziale sferica. 


Passiamo ora allo studio della scattering di un’onda s (/= 0) di energia 


E>0= di. da parte della buca di potenziale: V(r)=— VW (Vi>0) 


per "<a, V(r)=0 per r>a. Lo scattering delle onde successive sarà tra- 
scurabile, per energie di incidenza abbastanza basse. L’equazione radiale per 
r<za è: 

d*Ri(6,) 2 dRîn*( ) ; 
80 err ERE a IONI a glia 
(80) di +t ; ù, + Ro.) = 0 
dove 


z 
ba (FE (E+ V))r= ko, 


il cui integrale generale è: 


sen pi COS pi 


A + B 


Pi Pi 


e la soluzione, per essere accettabile, deve convergere in p= 0; perciò B= 0. 
L’equazione radiale per r> 4 è: 


ad R5* 2 sit 

81) 0 

P p 
dove 

_{2m 

con l’integrale generale 

4: SeD0 + B' cosp 

(7) P 

completamente accettabile; ponendo 4’ = Ccosì, e B'= C senò, esso 


C i 
può essere riscritto nella forma — sen (p + do), in cui appare lo sfasamento 
P 


dell’onda /= 0. Questo risultato avrebbe potuto, ovviamente, venir dedotto 
direttamente dalla (52) per /=0. 
Imponendo la condizione di raccordo continuo in r= 4 fra la soluzione 
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esterna e quella interna, nella forma: 


asolo [EG 


otteniamo la seguente relazione che determina lo sfasamento do: 


K, cotg K,a= XK cotg (Ko4 + do). 


Ponendo a = X, cotg K,4 e risolvendo la precedente rispetto a tg Èo, si ottiene: 


(82) tg = 


1 
Ricordando la relazione (67) e tenendo presente che sen? è, = 14 cotg* ds” 
0 


giungiamo al seguente risultato, complicato ma esatto, per la sezione d’urto 
totale: 


(83) "7 TE ge] 


$ 15. - Effetto Ramsauer. 


Siano l’energia d’incidenza ed il raggio d’azione del potenziale abbastanza 
piccoli perchè lo scattering dipenda esclusivamente dallo sfasamento dell’onda 
s, per cui valga cioè la (66). Dalla (67) deduciamo allora che o(9) =c=0, 
quando è, = x; lo scattering allora non avviene e l’onda diffusa si raccorda con 
continuità all’onda incidente. 

Nel caso or ota esaminato di una buca sferica, questa situazione si presenta 
Le i toeKia  tghKoa 
( ) PA sia Ko 


Questo fenomeno è sperimentalmente noto come effetto Ramsauer: si presenta 
per esempio nella diffusione di elettroni sugli atomi di un gas nobile, dando 
luogo a bassissime sezioni d’urto pet un’energia di bombardamento — 0,7 eV. 
Lo sfasamento critico x è dovuto ad una particolare combinazione degli sfasa- 


CAP. XI - TEORIA DELL’URTO 651 


menti successivi nei vari punti del campo di forza; esso può venir prodotto 
anche da potenziali attrattivi diversi da quello particolarmente semplice ora 
esaminato, purchè abbiano intensità e raggio d’azione sufficientemente grandi, 
compatibilmente con la (66). In particolare un potenziale repulsivo V(r) > 0, 
per produrre uno sfasamento , deve, per la (79), avere un raggio d’azione 
dell’ordine di Kyo > x in contrasto con la (66): si avrebbe cioè un sensibile con- 


tributo allo scattering da parte di onde con /> 0. Per potenziali repulsivi non 
può perciò presentarsi l’effetto Ramsauer. 


$ 16. - Scattering di risonanza. 


Semplifichiamo la formula (83) sviluppando in serie di potenze le funzioni 
tg Ka e trascurando le potenze superiori alla seconda in X;; otteniamo la formula 
approssimata, valida a basse energie: 


c= NE N , dove a= X, cotg Ka. 
(14 
K 2 
Da questa espressione si rileva subito che la sezione d’urto totale è massima 


quando «= 0, cioè quando K,a= (21+ 1) >. che, ricordando la (80), di- 
venta: 


2u(E+V, 
Q2+1) —=e V2m(E+ Vo) 
2 ò 
da cui, trascurando £, si deduce: 
reb* 
(85) (21 + 1)? o Va. 


t:777) 


Quando le caratteristiche della buca sono tali da soddisfare la (85), la sezione 
d’urto per scattering a bassa energia, diventa molto grande: 


4r 
go= Ka 

Per comprendere il significato fisico della (85), consideriamo gli stati legati 
di numero quantico /= 0, ed energia E'(— V <£E' <0), nella buca di po- 
tenziale: V(r)=— VV, per r <4 e V(r)=0 per r> 4a. La funzione d’onda 

radiale esterna è ora: »i 

si exp(Ko”) exp(— Ko 
RS (r) == Ai = * A, Pd 
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con 1 
Ko = vi V2n|E 


dove, per ragioni di convergenza all’infinito, dobbiamo porre A, = 0. La fun- 
| zione d’onda interna è: 
C sen Kr 
Kr 


seta V2m(E'+ Vo) 


K,= iti “Aia: 


RIG) — 


Imponendo la solita condizione in r= a: 
(e _ [Ero] 
Ro) bea L Ro) Ja 
otteniamo con facili calcoli la seguente equazione che determina gli autovalori 


E' dell’energia: 
(86) — aK,= ak, cotg Ka. 


Ci proponiamo ora di determinare il numero dei livelli energetici E’ in 
funzione delle caratteristiche geometriche della buca. 
Fra aK, ed ak, sussiste la relazione: 


2nVo 
p 


a% 


aKî + a°Ki = 


e perciò la (86), introducendo le variabili n= 4K, (> 0) e &= «XK, (> 0), può 
essere sostituita dal seguente sistema: 
—n= È cotgé 
2uV, 
E 


a. 


+= 


Ad ogni soluzione di questo sistema corrisponde una soluzione E' della 
(86), così che il nostro problema si riduce a trovare il numero di soluzioni del 


sistema. 
Consideriamo (fig. 86) il grafico qualitativo che illustra l'andamento delle 


2rmV, 
funzioni n= — È cotgé ed m+ = @ per n>0 e E>0. 
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Risulta chiaramente che per Vr a< + non si ha alcun livello 


: T | 
energetico, per Ts a a < = un solo livello energetico e che, in 


tomb” supera un multiplo semi- 


È 


generale, ogni qual volta il valore di 4 Ù) 


te PR 
ec -—-. 


= 


- _ _rr——&6 _—_—._ /t'---—_ — 
——— 
| ——=—=scs_______ ——m—r——_—nm@—m6—_—_— "+ 


La x 3 2a 5= Sr E 
- 2 2 


Fig. 86 - Grafico delle funzioni n = — E cotg È (curva tratteggiata) e n° + E° = 2w1/a%/$" 
(curva continua) relative a una buca di potenziale. 


dispari di x, cresce di uno il numero dei livelli energetici contenuti nella buca. 


L’energia corrispondente all’ultimo livello energetico è nulla quando Ù) do a 


2mV, A P 


eguaglia un multiplo semidispari di x e decresce poi al crescere di/ = 


oltre tale valore. I punti critici che abbiamo così messo in evidenza sono carat- 


NIZZA 
ia 


da cui segue 7a 
aV,= (214 1)? a ‘ 


terizzati da: 


a= 141), 


Possiamo perciò concludere che la sezione d’urto per scattering a bassa 


654 PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


energia diventa massima in corrispondenza a valori di V, ed 4, rispettivamente 
profondità e larghezza della buca, tali da rendere possibile l’esistenza di un nuovo 
stato legato di energia E' = 0. Si ha perciò una forma di risonanza fra l’onda 
incidente ed il livello energetico. 

Questo risultato ha carattere generale: quando in una buca di potenziale 
esiste uno stato legato di energia molto prossima allo zero, con un certo momento 
angolare /, è massima la sezione d’urto a bassa energia per l’onda incidente /. 
Intuitivamente si può ritenere che la particella incidente, di energia assai prossima 
a quella di un livello energetico, tenda a venir legata intorno al centro diffusore 
e risenta perciò maggiormente dell’interazione col potenziale. 


$ 17. - Scattering in un campo coulombiano puro. 


I metodi fin qui sviluppati non si applicano, come già abbiamo detto, ad un 
potenziale coulombiano puro, della forma cioè: 


eZ,Z. 
Vir) m — SC. 


In questo caso la funzione d’onda, soluzione dell’equazione di Schròdinger degli 
stati stazionari relativi a (/r), non tende più asintoticamente alla funzione d’onda 
di una particella libera, per cui cade la rappresentazione (23). Tuttavia si riesce 
a risolvere esattamente l’equazione di Schròdinger per una particella d’energia 
2 
VW = È 2 , in un campo coulombiano, usando coordinate paraboliche e la 
funzione ipergeometrica confluente. 
L’equazione che dobbiamo risolvere è: 


Ad + (2-£) p= 0 


con: 
Rim T__2<0 Gini PESCE 
a a Va 


Mediante la posizione: 
p=fexp(ikz), 


si ottiene per f la seguente equazione: 


aride I _ Pl 
AA fn 
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che possiede una soluzione del tipo: 


Jmf#—-3%): 
Infatti, posto: 
C=r_% 
ed espresse le derivate parziali di f rispetto ad x, y, g in termini delle derivate 
totali di f rispetto a %, si vede che la precedente equazione differenziale si tra- 


muta in: 
DI da A rada 
C ga +0 IR) 3 pf=0, 


che mostra appunto essere f funzione di x, y, 7 tramite la sua dipendenza dalla 
sola %. Con l’ultima sostituzione: 


p= ik, 
l’equazione per f diventa: 
af dB 
1-up)—+i—-f=0 
#7 +‘ kt) da tia | 
che è un’ipergeometrica confluente con a = — i c= 1. Inquesto caso (c=1) 


2k° 


sappiamo che una soluzione dell'equazione confluente è la F(a; c; w) l’altra 
è la Y(4; c; p). Abbiamo quindi (vedi Appendice al cap. IV): 


p-arf-it: 1; i) + svr(-it: ks in). 


Nel caso in cui sia c=1si ha: 
1 
P@; 1; 2) 3° TO z+ y() + 20] 


( 
dove Y(a) = FE] e C= 0,577... è la costante di Eulero-Mascheroni; 
% ron n sa « * 
è evidente quindi che bisogna porre B= 0 per evitare la singolarità logaritmica 


in {=0, cioè lungo tutto l’asse polare r= 2, origine compresa. Ponendo: 


B LVAVA a 


a= —T— = 


2k 7A 


abbiamo: f= AF(- ia; 1; ik). 
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Esaminiamo lo sviluppo asintotico, per r +co, di questa funzione. Per 
risolvere il nostro problema è necessaria un’espressione asintotica della F (4; 6; 2) 
più raffinata di quella data dalla (42) dell’Appendice al cap. IV. Si può dimo- 
strare che: 

ING 
Flac; 9) = PO ap) a; — 0; + 


«ST 
+ E sm a—e+ 1; —x) 
ove: 
Cla da DettD, 


cari 


(si noti che questa serie è semiconvergente). Ponendo F= F1+ F,, per r 


grande si ha: 
F,= (— ik) Di (IRC) "1 exp(i4%) l 
all T(1 + ia) _ STICA 
con 
a? cs (1 + ia)? 
G,=1 va Gg=1+ Ge 


Se negli sviluppi delle fanzioni F, ed /, si trascurano i termini dell’ordine 
di {-* ed inferiori, si ottiene: 
exp (3 rta) 
ii nat ln 
F, T( + ia) (e @ 5) exp {ia In 4} 


etere) cel) tini At}. 


Te= ri — ia) kE 


Le funzioni F, ed F,, moltiplicate per exp(i£%), rappresentano, rispetti- 
vamente, l’onda incidente e l’onda diffusa. Dato che l’onda incidente deve avere 
ampiezza unitaria, l’autofunzione totale che rappresenta lo scattering è: 


W(r, 3, 9) = exp(—+ ra) F(1 + ia) exp(i£t) F( ika; 1; ik%) 


con 
IATA a 


72, 
Questa funzione d’onda ha la forma asintotica: 


(87) p=Z+ Sf(9) 


t=r—g=r(1—cos8)=2rsint. 
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con: 
o? . ; 
Tai ( and =) exp {ikg + ia In k(r—z)} 
1 : i 
$ == 7 XP {i&r — ik In kr} 
PIVAVATI 1 
£@®) = “ iene > exp {— ixln (1— cos 8) + in + 2im} 
° sin? — 
2 
essendo *): 
‘a TAU+da) 
ui miei ee 


Dalla (87) si vede che il lungo raggio d’azione del potenziale coulombiano 
distorce, anche a distanza infinita, l’onda piana incidente e l’onda sferica diffusa. 
La distorsione è rappresentata dai fattori 


al 
i Ai 9 Sa ’ inci 
( 0 5) exp fix In &(r—z)} per l’onda incidente 
exp {— ik In &r} pet l’onda diffusa. 


Tuttavia si può dimostrare facilmente che per r molto grande i fattori di 
distorsione non influiscono nè sulla corrente di probabilità, associata all’onda 
incidente, nè su quella, per angolo solido unitario, associata all’onda diffusa. Il 
rapporto fra la seconda e la prima di queste vale |f.(3)|?; possiamo perciò defi- 
nire la sezione d’urto in completa analogia con la definizione (25) ed otteniamo: 


VAVACIÌ, 
0:(0,9)= lf )= ST 
4pî sen* - 


coincidente con la formula classica di Rutherford. 


*) Questa discende dal fatto che: 
co 
Tz)=Tx+iy)= { exp (— #) #9-1451 di = 
o 


= fare #) 2-1 cos(y ln #) dt + ; (fano 1-1 sen(yln #)dt, 
() o 


e quindi: 


l(x*)=IT*(), 
e dal fatto che ny è la fase della T' (x). 


4 
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Vogliamo infine notare come, sia dalle formule ora ottenute che dalla (84) 
del Cap. IV, sia possibile ricavare immediatamente l’espressione che fornisce i 
livelli energetici discreti dei sistemi idrogenoidi. In effetti basta osservare che 
sia la (87) che la (84) del Cap. IV sono ricavate da quell’integrale particolare 
dell'equazione d’onda di una particella in un campo coulombiano che ha l’an- 
damento corretto nell’origine, per cui le sole condizioni al contorno che riman- 
gono da soddisfare, per ottenere i livelli discreti, sono quelle per r + co. Queste 
sono, al solito, costituite dalla richiesta che sia lim rù(r, 3, g)= 0. 


Vediamo quindi che possiamo soddisfare a questa condizione se gli argo- 
menti delle funzioni I, che compaiono a denominatore nella (84) del cap. IV 
e nelle espressioni di F, ed F,, sono interi negativi o nulli; di qui, con un facile 
calcolo, si ricava la solita formula dei livelli energetici discreti (negativi) dei 
sistemi idrogenoidi.. 


$ 18. - Urto di due particelle identiche. 
1) Meccanica classica. - Abbiamo visto che la diffusione di una particella 


incidente, che indichiamo con il numero 1, su una particella che indichiamo con 
2, può essere rappresentata nel sistema del baricentro come la diffusione d’una 


LETI DI _ + Dei 
massa ——* soggetta al potenziale V(7), dove 7= #,— 7 con r, ed ry 
2 


coordinate rispettivamente delle particelle 1 e 2. 

Se le particelle sono identiche, esse non sono più distinguibili dopo l’utto. 
Una particella deviata in una direzione 4, 9 rispetto alla direzione di incidenza 
può essere sia la particella 1, deviata dalla particella 2 nella direzione (8, @), 
sia la particella 2, deviata dalla particella 1 nella direzione (x — 8, p + x). Per 
la simmetria del sistema fisico nel riferimento del baricentro, le sezioni d’urto 
per i due processi (scattering di 1 su 2 e viceversa) sono identiche a parità di 
direzione di scattering. 

La sezione d’urto, che tiene conto della indistinguibilità delle particelle, 
è perciò la seguente: 


(88) SA@. p)=0(3, o) +o(r-%, r+ 0). 


Per esempio la sezione d’urto per lo scattering coulombiano di due parti- 
celle identiche di massa # è, nel sistema del baricentro: 


PAPA A 1 -  & 
(89) N08, aj ASSO dea 
p- 2 
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2) Meccanica quantistica. - Consideriamo dapprima il caso particolarmente 
semplice di particelle prive di spin: per esempio le particelle x. La funzione d'onda 
deve essere allora simmetrica rispetto ad uno scambio delle due particelle, 
cioè rispetto al passaggio da # a —7, o equivalentemente, in coordinate po- 
lari, rispetto al passaggio da ||, 3%, ga [| r-9% 9g+n. 

La funzione d’onda simmetrizzata è data perciò da: 


db = V|], 3, o)+t WU], x-9, nt 9) 
che ha la forma asintotica (per potenziali V(r) tali che lim r V(r)=0): 
Pi reco 


bo = PL + capl— i prlb] + L18510) + fe9, + pl EPTO 


da cui si deduce, con un ragionamento analogo a quello che porta alla (25), 
Ja sezione d’urto: 


(090) So )=|f®. 9) +f@—-9, p+ n) = 
=; 9) + |f(@—3, p + n) +2 Re[f*(3, 9)f(@—8 9 + r)}. 


Confrontando la struttura di questa formula con quella dell'espressione 
classica (88), si vede subito che i primi due termini corrispondono alla somma, 
di tipo classico, delle sezioni d’urto dei processi di scattering della particella 1 
sulla particella 2 e viceversa. Il terzo termine rappresenta invece un’interferenza 
di tipo essenzialmente quantistico fra i primi due termini e, come vedremo in 
seguito, dipende strettamente dalle caratteristiche di spin delle particelle. 


In particolare per la diffusione 9 = 3 si ha: 


DE) 


dove o (F ì o) è la sezione d’urto calcolata senza tener conto dell’indistingui- 
bilità delle particelle. 

Il risultato (91) è due volte più grande di quello che avremmo ottenuto 
trascurando il termine interferenziale nella (90). 

In generale le due particelle saranno caratterizzate da un certo spin. La fun- 
zione d’onda completa per il nostro sistema dipenderà perciò dalle variabili di 
spin delle due particelle: Y(, 01, 02). 

Essa dovrà essere simmetrica per uno scambio delle coordinate (di posizione 


(91) CA ( 
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e di spin) delle due particelle, quando queste abbiano spin intero, ed antisimme- 


trica quando abbiano spin semintero. 
Ammettiamo ora che il potenziale V(7°) non dipenda dallo spin delle due 
particelle; potremo allora rappresentare in questo modo la funzione d’onda: 


(7, 0, 02) = Y([7|, 3, 9) S(0,,02). 


Consideriamo lo scattering di due particelle a spin }. Distingueremo dap- 
prima due casi. 


1) la funzione di spin è antisimmetrica, cioè i due elettroni hanno spin 
antiparalleli e formano uno stato di singoletto. La (||, 3, p) deve essere sim- 
metrica. La costruzione di quest’ultima è stata già eseguita nel caso di particelle 
a spin 0: la sezione d’urto deducibile da essa è data dalle (90) e (91); in parti- 


colare per dit: 


2 
(92) Sj ane(5> ?) =4 { 3 ) 


2) La funzione di spin è simmetrica, cioè i due elettroni hanno spin pa- 
ralleli e formano uno stato di tripletto. La 4(|#|, 9, p) deve essere allora anti- 
simmetrica : | 


p= v({7"|, è, P)—Y({7|, t_-9, p+ x) 
dalla cui forma asintotica si deduce la sezione d’urto: 


(93) S} tripl (CA P) c Lf, p)|+f([7_9, THt p)}:—2Re[f*(9,9)f(x_3,p+ t)], 


da cui in particolare: 
TT 


È noto che con le funzioni di spin a due componenti, relative a due parti- 
celle di spin }, si possono costruire tre stati simmetrici ed uno antisimmetrico. 
In assenza di un'interazione che provochi un orientamento preferenziale degli 
spin, si avrà una distribuzione statistica fra stati simmetrici ed antisimmetrici 

i 3 k did 
con i fattori peso 7 rispettivamente. 

A questa situazione fisica, corrisponde perciò la sezione d’urto: 


3 1 
(94) S3(3, 9) = 7 Stil (3, p)+ 7 Sising ® R)= 
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= |f@® 9)f+ |f@—8, p+ n)| Re[/*(9, 9)f(@—d, x + o)}; 


che è quattro volte minore della corrispondente sezione d’urto per particelle 
a spin 0. 

Abbiamo visto così che la sezione d’urto per particelle identiche dipende 
in modo sensibile dal loro spin. Conoscendo il potenziale di interazione si può 
calcolare la sezione d’urto 0($, 9), che non tiene conto della indistinguibilità 
delle particelle. 

A seconda del loro spin si avranno diverse sezioni d’urto effettive, che con- 
frontate con l’esperienza permettono di determinare lo spin delle particelle. 
Con questo procedimento si è avuta una buona conferma sperimentale dello 
spin 0 della particella a e dello spin } del protone. Per un'interazione di tipo 

ZZE 


coulombiano , usando l’espressione di fc(9, 9) data dalla (87), possiamo 


calcolare esplicitamente il termine interferenziale che compare nelle (90), (93), 
(94). Otteniamo facilmente: 


n 3 
Re[f*(9)f(—D]= dî 5 7 cos(n In tg* Ca 
9° enel sen 
7 COS sen' > 
IVANA 
con n= —_ —. 
bo 


La sezione d’urto per particelle « si deduce allora subito dalla (90) e ri- 
sulta: 


ZL Ya 1 1 
(05) ie. | 4 + 
4pi 9 9 
sent — «così 

2 

Z:Zé°m x 
2 COS Lil In tp? — 

A 7 2 


3 
cost — sen? — 
2 


2 
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e, per elettroni con spin orientati casualmente, si ha dalla (94): 


(Z,Z.e)m | 1 1 7A 2 
“ea a | 233 
sen > COS 2 cos 2 se D) 


I termini interferenziali dipendenti dallo spin sono stati calcolati per la 
prima volta da Mott, per cui si suol dire che la (96) descrive lo scattering di 
Mott. Ambedue queste espressioni, la (95) e la (96), sono state confermate 
dall’esperienza. 
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CarrroLo XII 


STATISTICHE QUANTISTICHE 


$ 1. - Caratteristiche generali della statistica dei sistemi quantistici. 


La teoria statistica di Boltzmann esposta nel cap. III, Parte I, si fonda so- 
stanzialmente sulle equazioni della meccanica classica. Di conseguenza i limiti 
di validità di tale teoria dipenderanno anzitutto dai limiti di validità della mec- 
canica classica. Orbene, com'è noto, risulta da un complesso di fatti sperimentali 
che quest’ultima cessa di essere valida in due casi ben distinti: 


1) quando la velocità dei corpi, di cui si studia il moto, si approssima 
alla velocità della luce; 


2) quando le dimensioni di detti corpi sono dell’ordine delle distanze 
atomiche o inferiori a queste. 


Gli effetti caratteristici che si manifestano nel primo caso, e che si presentano 
come delle violazioni alle leggi della meccanica classica di Galileo-Newton, 
costituiscono il complesso dei così detti effetti relativistici; essi trovano la loro 
interpretazione teorica nella meccanica relativistica formulata da Einstein, della 
quale la meccanica classica di Galileo-Newton si può considerare come un caso 
limite, nel senso che le sue leggi tendono a diventare esatte quando la velocità dei 
corpi, di cui si studia il moto, diventa trascurabile rispetto alla velocità della luce. 

Gli effetti caratteristici che invece si manifestano nel secondo caso — e che 
pure si presentano come delle violazioni delle leggi della meccanica classica — 
costituiscono il complesso dei così detti effetti quantistici; essi trovano la loro 
interpretazione teorica nella meccanica quantistica, formulata indipendentemente 
da Heisenberg e da Schrédinger, della quale la meccanica classica si può consi- 
derare « grosso modo » come un altro caso limite, che tende a dare una descri- 
zione esatta dei fenomeni quando le dimensioni dei corpi considerati diventano 
assai grandi rispetto alle dimensioni atomiche. 

Naturalmente le cause 1) e 2) possono anche coesistere: si presentano 
allora gli effetti quantistico-relativistici che trovano solo una parziale interpreta- 
zione nella meccanica quantistica-relativistica. Anche in corrispondenza delle nuove 
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meccaniche si possono formulare nuovi procedimenti statistici, atti a dare una 
descrizione dei fenomeni caratteristici di un insieme di particelle, inclusi gli effetti 
relativistici e quantistici. Oltre alla statistica classica sono state pertanto svilup- 
pate la statistica relativistica, quantistica e quantistica-relativistica. Va però 
notato che nelle applicazioni di meccanica statistica (ad eccezione dei problemi 
di astrofisica) gli effetti quantistici sono in generale assai più importanti di quelli 
relativistici, e ciò perchè i gas che si studiano con i metodi statistici sono il più 
delle volte costituiti da particelle assai semplici (elettroni, protoni, particelle, ecc.) 
per le quali appunto è essenziale tener conto del fenomeno della quantizzazione. 

Per formulare una meccanica statistica per queste particelle è chiaro che si 
deve partire — come abbiamo detto sopra — dalla meccanica quantistica anzichè 
da quella classica, in particolare rese di Schrédinger anzichè dalle 
equazioni di Hamilton. 

Allo scopo di mettere subito in luce un punto di differenza fondamentale 
tra statistica classica e statistica quantistica, ricordiamo che nella formulazione 
della prima, assumendo come punto di partenza le leggi della meccanica classica, 
si è ammesso implicitamente che le particelle costituenti il sistema siano fisica- 
mente distinguibili; mentre nell’impostazione quantistica, viene a cadere — in- 
sieme al determinismo classico — la possibilità di distinguere tra loro particelle 
fisicamente identiche. Di conseguenza, se si considera un sistema composto 
da più particelle, questo può trovarsi solo in particolari stati, caratterizzati da 
autofunzioni che presentano determinati caratteri di simmetria. Precisamente i 
sistemi di particelle identiche dotate di spin intero (in unità 4/2) ammettono solo 
stati ad autofunzioni simmetriche rispetto allo scambio reciproco delle coordi- 
nate (di posizione e di spin) di due particelle qualsiasi, mentre i sistemi di parti- 
celle dotate di spin semidispari ammettono solo stati ad autofunzioni antisim- 
metriche: l’esistenza di queste proprietà di simmetria o antisimmetria, che sono 
delle costanti per ogni sistema di particelle identiche, costituisce una limitazione 
al numero degli stati accessibili al sistema stesso; infatti, nell’un caso e nell’altro, 
l’identità delle particelle comporta vina limitazione sul numero degli stati « di- 
stinti » del sistema. Mentre dal punto di vista classico — essendo le particelle. 
distinguibili — lo scambio di due particelle (ossia delle loro coordinate cano- 
niche) in una determinata distribuzione corrisponde a sostituire ad uno stato 
un altro diverso, dal punto di vista quantistico lo scambio di due particelle 
(indistinguibili) non' comporta alcuna alterazione osservabile nello stato del 
sistema, sia esso simmetrico o antisimmetrico. Nel primo caso si dice che il si- 
stema obbedisce alla statistica di Bose-Einstein (le particelle costituenti non sono 
soggette al principio di esclusione di Pauli e sono dette bosozi); nel secondo caso 

si dice che il sistema è retto dalla statistica di Fermi-Dirac (le particelle che lo 
costituiscono sono soggette al principio di esclusione e sono dette ferzzioni). 

Vi è poi un terzo caso in cui, non intervenendo o potendosi trascurare que- 
ste proprietà di simmetria, è lecito considerare le particelle come fisicamente 
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distinguibili. Ci si riconduce allora a una statistica simile a quella classica, detta 
statistica quantistica di Boltzmann. 

Chiariremo, adattando alla teoria quantistica una descrizione intuitiva ba- 
sata sul modello corpuscolare, i diversi modi di contare gli stati nelle due sta- 
tistiche quantistiche di Bose-Einstein, Fermi-Dirac e in quella limite di Boltz- 
mann, su di un esempio numerico assai semplice. 

Supponiamo di aver a che fare con un sistema composto di due sole par- 
ticelle uguali, e che per ciascuna di esse (dotata di solo moto di traslazione) si 
abbiano complessivamente tre stati quantici rappresentati dalle tre caselle negli 
schemi della seguente tabella. 

I numeri #,, #3, #3 di particelle rispettivamente sul primo, secondo, terzo 
livello dovranno avere per somma 2 (numero totale delle particelle del sistema), 
onde potranno a priori assumere le sei terne di valori: 


(2,0,0) (0,2,0) (0,0,2) (0,11) (1,0,1) (1,1,0). 


La realizzazione dei diversi stati possibili nelle varie statistiche è rappre- 
sentata nella tabella. 


Stato Stat. di Boltzmann Statistica di B-E Statistica di F-D 


@, 0, 0) TI|e[T1|---, 
(0, 2, 0) | |a] | [ Taa| | a 


9 


(0, 0, 2) IT To |[{_T |[a|| —————— 


01» | Rene Crea | ata 


[a] 15] 
(1,0, 1) fa 
(>| el 
Le l#t | 
| 5a | 


——_ T—_é- 


(1, 1,0) 


Nello schema corrispondente alla statistica quantistica di Boltzmann le 
due particelle sono state indicate con due lettere diverse 4 e 5 perchè, quando le 
due particelle sono su due livelli diversi, si hanno due stati diversi secondo che 
esse siano nell'ordine 4 » o nell’ordine 4 (distinguibilità delle particelle). 
Invece nelle due statistiche quantistiche di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac, in 
cui interviene in modo essenziale il concetto quantistico di « indistinguibilità » 
fra particelle identiche, esse sono state indicate entrambe con lo stesso simbolo 4. 
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$ 2. - Le condizioni di ergodicità per i sistemi quantistici. 


Analogamente a quanto abbiamo a suo tempo visto per la statistica classica, 
anche per i sistemi quantizzati è possibile ricondurre il calcolo delle loro pro- 
prietà medie, in corrispondenza dei diversi stati assunti durante l’evoluzione tem- 
porale di un singolo sistema, a quello delle proprietà medie dei sistemi di un op- 
portuno insieme, considerati tutti a un dato istante. Questa possibilità è assicu- 
rata da un teorema analogo, nello spirito, a quello ergodico della teoria classica 
e che viene chiamato zeorezza ergodico quantistico. 

Una prima dimostrazione di un siffatto teorema fu data da von Neumann 
(1929). Essa fu però in seguito criticata e giudicata insoddisfacente. Recente- 
mente dimostrazioni più adeguate sono state raggiunte. Ci limiteremo qui a un 
breve cenno sull’evoluzione del problema. 

Considerato un sistema isolato contenuto in un volume finito, e detto $ il 
suo operatore hamiltoniano, il suo stato all’istante # sarà dato da una Y(?) solu- 
zione dell’equazione temporale di Schròdinger: 


h òy 
2ri. di 


Supposto che il sistema sia « preparato » in modo che la sua energia sia 
compresa in un certo intervallo / sufficientemente piccolo, ma pur tale da con- 
tenere un numero abbastanza elevato o di livelli (il che è sempre possibile per un 
sistema ad un numero elevato di gradi di libertà), varrà lo sviluppo: 


o 


p(A) = Din AnP, exp(— 2ré Et/b). 

Suddividiamo ora lo «sfrato» di energia 7, contenente i o livelli, in 7 «celle» 
contenenti ciascuna o, livelli (che caratterizzeremo con una base di autovettori 
Pio Puyo +++» Pvo,). Detta #,(#) la probabilità che, eseguendo una misurazione al- 
l’istante /, il sistema venga trovato in uno stato rappresentato da una funzione ap- 
partenente alla v-esima cella, (y=1,...,7), è evidentemente possibile sostituire 
la considerazione dell’evoluzione temporale del sistema in istudio con quella di un 
insieme di sistemi identici considerati a uno stesso istante, se la media temporale 


Sy 4 
(e) ). 


M[u,(#)] delle probabilità eguaglia la probabilità « microcanonica » 


La dimostrazione di questa eguaglianza, che costituisce il teorema ergodico 
quantistico, è stata apparentemente data da von Neumann, il quale trovò che, 


*) È questa la generalizzazione quantistica della probabilità di Gibbs della statistica clas- 
sica; essa è riconducibile alla ipotesi della equiprobabilità a priori di tutti i livelli energetici del si- 
stema, la quale costituisce il corrispondente quantistico della uniforme distribuzione dei punti 
rappresentativi dell’insieme microcanonico nella meccanica classica. 
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perchè essa sia verificata, occorre che lo spettro degli autovalori dell’operatore 
hamiltoniano del sistema non presenti nè degenerazioni, nè risonanze; inoltre 
tale dimostrazione viene raggiunta eseguendo, fra l’altro, un’operazione di 
media su tutte le «basi» dello «strato» di energia (E H E + A E) assunte 
equiprobabili a priori e interpretate come « macroosservatori » (osservatori che 
effettuano solo misure di grandezze macroscopiche). Fierz (1955) ha rilevato che 
il teorema di von Neumann non ha un chiaro significato fisico, dato che non 
indica per « quali » osservabili la media temporale coincida con la media micro- 
canonica, ma dice solo che tale uguaglianza è verificata per la stragrande maggio- 
ranza delle basi dello strato di energia. È stato poi mostrato da Landsberg e 
Farquhart (1957) e da Bocchieri e Loinger (1958) che l’ipotesi di assenza di de- 
generazioni e di risonanze, introdotta da von Neumann nella deduzione del 
teorema precedente ed anzi la stessa evoluzione temporale dello stato del siste- 
ma, di fatto non rivestono alcun ruolo essenziale: il teorema di von Neumann 
è una semplice conseguenza dell’operazione di media sulle basi e non può 
portare ad alcuna effettiva condizione di ergodicità. 

Bocchieri e Loinger (1959) hanno successivamente indicato una nuova 
via per raggiungere la dimostrazione di un soddisfacente teorema ergodico, 
basata sostanzialmente sulla sostituzione dell'operazione di media sulle basi, 
usata da von Neumann, con un’opportuna operazione di media sugli stati iniziali 
del sistema. Tale punto di vista è stato sviluppato e perfezionato da Prosperi 
e Scotti (1960) partendo dall’osservazione che con una misura macroscopica 
si viene di fatto ad assegnare il vettore di stato del sistema ad una determinata 
cella. Essi riescono così a stabilire delle precise condizioni di ergodicità (invero 
un po’ complesse) che devono essere soddisfatte per la validità di un teorema 
ergodico quantistico. Un risultato simile è stato parallelamente ottenuto per 
altra via da Ludwig. 

Va petò osservato che, come nel caso classico, le condizioni di ergodicità 
della meccanica statistica pur assicurando la tendenza all’equilibrio di un sistema 
non sono in grado, data la loro grande generalità, di fare alcuna previsione circa 
la rapidità con cui l’equilibrio potrà essere raggiunto. A questo scopo è necessaria 
una descrizione più particolareggiata del sistema macroscopico. È questo il 
punto di vista adottato nella teoria che si fonda sulla cosiddetta « master equa- 
tion ». Questa equazione è stata proposta, per il caso quantistico, fin dal 1927 
da Pauli. Pur ritenendosi che debba avere una validità molto generale, essa è 
stata però finora dimostrata ad opera di van Hove (1955-57) solo in pochi casi 
particolari, quali quello di un gas uniforme infinitamente esteso e nelle condizioni 
limiti di debole interazione fra le molecole, di bassa densità e con forze molecolari 
a corto raggio d’azione, e quello di un solido con debole interazione fra gli oscil- 
latori normali. La « master equation » permette di seguire, istante per istante, 
l'evoluzione temporale del sistema fino al raggiungimento dell'equilibrio. 
Per quanto riguarda le relazioni tra lo studio del raggiungimento dell’equilibrio 
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mediante la « master equation » e i teoremi ergodici della meccanica statistica, 
è importante il fatto che si può dimostrare (Prosperi, 1962) che per i sistemi, i 
quali nella formulazione della « master equation » di van Hove presentano la ten- 
denza all’equilibrio, risultano soddisfatte le condizioni di ergodicità trovate 
da Prosperi e Scotti e da Ludwig nella dimostrazione del teorema ergodico della 
meccanica statistica quantistica. 

L’importanza di questi problemi trae origine anche dal fatto che per una 
formulazione soddisfacente di una teoria quantistica della misurazione (cfr. Ap- 
pendice) è necessario stabilire le condizioni cui deve soddisfare il macrosistema 
che funge da apparato di misura, perchè esso, posto inizialmente in uno stato 
metastabile, esibisca una tendenza verso uno stato di equilibrio per effetto della 
lieve interazione con il microsistema (ad es. una particella), di cui si vuole mi- 
surare il valore di una osservabile e stabilire conseguentemente lo stato (in senso 
quantistico) in cui esso si trova. 


$ 3. - Legge di distribuzione canonica: dimostrazione generale. Calcolo 
dei valori medi dei numeri di occupazione. 


Ci proponiamo di determinare la legge di distribuzione canonica per un 
sistema isolato C' a un numero enorme di gradi di libertà il cui comportamento 
dinamico sia retto dalle leggi della meccanica quantistica. Lo stato di questo 
sistema sarà rappresentato da una funzione di stato 4(#), la cui evoluzione tem- 
porale è regolata dall’equazione di Schròdinger. 

Assegnata una condizione iniziale (0) = Y,, è univocamente determinato 
il comportamento temporale della U(#). Per ragioni di semplicità formale sup- 
porremo che il sistema sia stato « preparato » in modo che la funzione %(#) 
assuma valoti diversi da zero solo in una certa regione V,, dello spazio delle 
autofunzioni (spazio Hilbertiano), avente un numero finito (ma sufficientemente 
grande) o di dimensioni, ossia che si possa scrivere: 


d(4)= Xn 4n9n exP(— 2riE,t/b) 
(en) 

ove la notazione (E € /) sta ad indicare che la somma va estesa a tutte le o 
autofunzioni g, tali che gli £, corrispondenti appattengano ad un intervallo 
di energia / sufficientemente piccolo. L’intervallo / comprenderà tutti gli stati 
del nostro sistema isolato C' corrispondenti ad un’energia compresa tra E e 
E + AE. Tali stati, dato il numero di gradi di libertà del sistema, saranno di- 
stribuiti in modo quasi continuo, per cui la legge di distribuzione potrà essere 
indicata introducendo un’opportuna funzione di densità. 

Mentre nella statistica classica questa funzione dipende unicamente dall’ener- 
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gia E, che è l’unico integrale del moto del sistema, nel caso quantistico occorre 
tener presente che il concetto di osservabile fisica ha — com’è noto — un signi- 
ficato più esteso che non quello di variabile dinamica nella meccanica classica. 

In particolare, nella descrizione di sistemi a più particelle secondo il forma- 
lismo della seconda quantizzazione (cfr. $ 11, cap. IX), il numero delle particelle 
di un sistema che si possono trovare in un dato stato quantico è un’osservabile 
cui corrisponde un operatore %, che ha per autovalori i numeri 0, 1, 2,..., c0 
nella statistica di Bose-Einstein, e 0, 1 nella statistica di Fermi-Dirac. Per i pro- 
blemi relativi a sistemi a un numero invariabile di particelle (come sono tutti 
quelli della teoria non relativistica e che non riguardano il campo elettromagne- 
tico) l’osservabile « numero di particelle » è un integrale primo del moto, nel 
senso che il numero totale N delle particelle rimane costante. 

Dovremo pertanto tener conto di ciò anche nello sviluppo della statistica 
quantistica, e in particolare nella deduzione delle formule di distribuzione. 

La densità degli stati di un sistema sarà quindi una funzione w(E, N), 
oltre che dell’energia E, del numero totale di particelle N. 

Dato quindi un sistema isolato C a un numero enorme di gradi di libertà, 
supponiamo che esso possa pensarsi scomponibile in due sistemi parziali CU 
e C‘® in debolissima interazione, il primo dei quali (che supporremo avere un 
numero piccolo di gradi di libertà rispetto al secondo) presenti una successione 
discreta di stati energetici imperturbati, cui corrispondono le energie 


E®, ED, ..., FEO 
ed i numeri di occupazione 
NP = me, Nan, ... NU=an, 
e aventi gradi di degenerazione rispettivamente : 


Lo En cc En ce; 
il secondo sistema (avente un numero enorme di gradi di libertà e che avrà 
la funzione di termostato) presenterà di conseguenza una successione di stati 
imperturbati praticamente continua e pertanto ben descrivibile con una funzione 
di densità w,(£1, N), 

Suddividiamo ora lo « strato di energia » V/, in sottostrati V/, a c, dimen- 
sioni e tra questi sottostrati scegliamo quello definito dalle autofunzioni (9,,j) 
(j= 1, ..., c,), estratte dal sistema completo ortogonale delle autofunzioni 
.imperturbate gp, (1= 1, ..., 6) dell’intero sistema C, per cui il sistema parziale 
Ct ha energia E‘! e numero di occupazione IN. 

Per il teorema ergodico quantistico la media temporale M[n,(#)] della pro- 
babilità #,(#) di trovare il sistema C, all’istante /, in uno stato caratterizzato da 
una autofunzione appartenente a W/, (e in corrispondenza del quale quindi il 


9, 
sistema C!® abbia l’energia £!) sarà uguale a a 
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Per valutare questo rapporto, calcoliamo l’espressione: 
E 


i 
OE, N) -[ dN' | ©(E', N')dE', 
o 0 


ove w(£, NM) è la funzione densità degli stati imperturbati del sistema C. 


Si ha evidentemente: 
N-N!l E-PR(1) 
i | 


(0,E) s 
O(E, N)= ar 5 | dN® ws(E®, N) dE® 


0 0 


ove la somma va estesa a tutti i valori dell’indice u, a cui corrispondono energie 
Ei comprese tra 0 ed E, e corrispondentemente numeri di occupazione IV 
compresi tra 0 e N. Di qui, derivando rispetto ad E e ad NN, si trae: 


è°QO(£E, IN) 1 
RI I gp I 
0, 


il numero o, è pertanto eguale a: 
z,0(E— E, N— N) $E 8N 
ove È è l’energia media dello strato di energia e /V il numero medio di particelle 


in tale strato. Pertanto la probabilità statistica che l’energia di C‘ abbia il valore 
E (e conseguentemente l’osservabile N il valore VW”) è: 


v £,02(E— E, N—- ND) __ EyW2 (E—- ED, N—- INS) 


Go 
MISI BN gol Ev, NN) 
0,É) 
Ponendo: Ro 


(E ED, N_-NW)= exp [p(E—EW.,N_NW)] 


e tenendo presente che le funzioni ©,, che si presentano in pratica, dipendono 
asintoticamente dall’energia allo stesso modo delle corrispondenti funzioni 


classiche, si può sviluppare la 9, secondo la: 
Òp2 dpr 
ET-EVN_-N® = A PREDE cei LA 5 è Gupeegegento i È (1) 
Pa ( ‘ v)= (ENTE M 


trascurando infinitesimi di ordine superiore (il che è lecito se EMDKE e 
IN < N). Ponendo poi: 


ÒPa — È Òpo is 
dE dI 


avremo : 
exp [pa(E— ED, N_N)]= exp [ps(E, N) — BEM — aN®]. 


CAP. XII - STATISTICHE QUANTISTICHE 671 


Quindi la probabilità che C! si trovi nello stato v-esimo sarà: 
&, exp [ N — BE] 


1 PLUEP. NOV ci ii oi 
N ( ì ° DAS) [ ali — BEM] 
(0,£) 
(0,N) 


È questa la legge di distribuzione canonica della teoria quantistica. 

Detti ora eo, €, ..., € -.. i livelli energetici « di particella singola » di 
un generico costituente elementare (particella) del sistema C‘ (che supponiamo 
costituito da particelle identiche tutte dello stesso tipo), per cui: 


(1) —_ (1) — 
E =, N mR; 


* . è è Î i . . . . * * 
il valore medio statistico -— del numero di particelle di un sistema CI, in equi- 


gi 
librio col termostato C', le quali si trovano in un singolo stato di energia e; 
sarà dato evidentemente da: 


2) Ii _ Z,,1;exp [— (a+ Be) #;] 

gi Z,, exp [_ (a+ Be) a] 
dove la sommatoria va estesa a tutti i valori possibili dei numeri #;, e cioè da 
0 a co per un sistema a statistica di Bose-Einstein e da 0 a 1 per un sistema a 


statistica di Fermi-Dirac. 
Nel primo caso si ha quindi: 


(c°) ò co 
din exp (+e) zl — D+ pe) n PI (a + Be;) #;] 


Y. xp[— @ + Be.) #]] XP (+ Be) 2] 


1) 


Le sommatotie si eseguono con lo stesso metodo seguito nella parte I, 
cap. III ($ 10) e si ottiene la formula di distribuzione di Bose-Einstein : 


©) a Es 
Li expla+Be) 1 


Nel secondo caso si ha invece: 


I [- (+ Be;)2;] 


ds |» 


Din exp [— (x + Be;) #1] 


ed eseguendo le sommatorie si ottiene la formula di distribuzione di Fermi-Dirac: 
LE 1 


) Li ap @+ pe) ti 
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Naturalmente le costanti « e fi, che compaiono in queste formule, vanno 
determinate in modo che siano soddisfatte le condizioni: 


(5) E=%Z,E,=Z,1,€, e N=%Z,1, 


che esprimono la conservazione dell’energia totale e del numero totale di par- 
ticelle *). 


$ 4. - Generalizzazione del metodo della massima probabilità. 


Si può ora mostrare rapidamente, in modo del tutto analogo al caso classico, 
come la legge di distribuzione canonica (1) coincida con la legge della distribu- 
zione più probabile, che si deduce immediatamente; basta infatti imporre la so- 
lita condizione di massimo (in realtà è solo di stazionarietà, ma si potrebbe veri- 
ficare che l'estremo è effettivamente un massimo) al logaritmo della funzione 
£,0(E — E, N- N®), che è proporzionale — come abbiamo visto — alla 
distribuzione di probabilità P(£9%, N). 

La ripartizione più probabile verrà dunque ottenuta soddisfacendo alle 
condizioni : 
èlnw(E- ES NT NI) 


dEO PF 
dino (ET E, N- N) 
—— _rr——_—r—rr*e—ciii—- (f, 


IVA 


Questo sistema di equazioni differenziali si integra immediatamente. Dalla 
prima si ha: 
Ino(E— E, N— N®)=— BE + C(NV) 


e, sostituendo nella seconda: 


dC 


Py. VIa 
tc) 


onde: 
C(IV°) = — a/V! + costante. 


*) Il significato fisico del procedimento seguito in questo $, ed in particolare dei sistemi 
C‘ e C‘2) qui introdotti, può essere chiarito adottando il punto di vista « ondulatorio ». 
Potremo allora considerare una qualsiasi configurazione (#9, #1, ..., ty, +...) del sistema C 
come lo stato di un insieme di « oscillatori », in cui, ad es., il v-esimo vibri con la frequenza 
propria nyeyfh. Di conseguenza la (1) esprime, nel linguaggio ondulatorio, la probabilità 
che il y-csimo «oscillatore » sia caratterizzato dal numero quantico ny e, nel linguaggio 
« corpuscolare », la probabilità che, sul livello v-esimo del moto a particella singola, si tro- 


vino ny particelle. 
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Si ha pertanto: 
è(E—Ew,N— N) + P(EW, NW) + exp [- (NW — BEW)]; 


imponendo alla P(£, 1) la condizione di normalizzazione e tenendo conto 
del grado di degenerazione degli stati, si perviene così ad un’espressione identica 
alla (1) e dalla quale si deducono, come abbiamo visto, le espressioni dei valori 
medi di #; per i due tipi di statistiche quantistiche. 


$ 5. - La formula quantistica di Boltzmann come formula asintotica. 


La formula (3) di Bose-Einstein e la (4) di Fermi-Dirac assumono un’espres- 
sione particolarmente semplice per valori elevati dell'energia. Infatti, in corri- 
spondenza di questi valori, exp(x + fie,) diventa molto grande, in modo che 
il termine +1 potrà trascurarsi al suo confronto. Entrambe le formule suddette 
assumono quindi l’espressione asintotica: 


Î, 


= €xp [ (& + Be,)] 


r 


‘che, ponendo exp(—a)= AN, si scrive: 


(6) 2 — ANexp (Be). 


r 


Questa è detta la forwu/la quantistica di Boltzmann; infatti essa rappresenta 
un’evidente estensione al caso quantistico della legge di ripartizione stabilita 
da Boltzmann per la statistica classica. 

Come risulterà chiaro anche dalla dimostrazione elementare diretta che di 
questa formula daremo nel paragrafo seguente, essa corrisponde ad una distri- 
buzione per la quale le particelle si considerano distinguibili l’una dall’altra e non 
soggette al principio di esclusione, nel senso chiarito nel $ 5, cap. IX. 

Vogliamo però far notare esplicitamente come la formula di distribuzione 
quantistica di Boltzmann valga esattamente quando si studi l’equilibrio statistico 
degli stati quantici interni di un atomo e di una molecola: in questo caso infatti 
la indistinguibilità delle particelle non esercita alcuna influenza. Ciò, fra l’altro, 
conferma la correttezza del ragionamento di Einstein, da noi riportato al $ 5 
di cap. IX, per il calcolo del coefficiente di emissione spontanea della radiazione 
da parte di atomi. 

In tale ragionamento infatti si suppone, come deve essere, che gli stati quan- 
tici interni di un atomo della sostariza emettente o assorbente radiazione siano 
distribuiti secondo la formula quantistica di Boltzmann. 
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$ 6. - Dimostrazione elementare delle diverse formule di distribuzione 
statistica nella teoria dei quanti. 


Basandoci sulle considerazioni precedenti, daremo una dimostrazione ele- 
mentare e intuitiva delle formule di distribuzione di Boltzmann, di Bose-Ein- 
stein e di Fermi-Dirac per i sistemi quantizzati, trattando il problema in base al 
modello corpuscolare ordinario, cioè considerando le particelle elementari che 
compongono un sistema alla stregua di corpuscoli secondo l’accezione intuitiva 
ordinaria. 

Terremo però presente che esse potranno trovarsi in certi stati quantici 
di energie: 

(7) ti; ta Pa reo Ra das 


che supporremo costituire uno spettro discreto, convenendo che se lo stato di 
energia e, è degenere g, volte il simbolo e, si intenda ripetuto in questa succes- 


sione £, volte. 


Statistica di Boltgmann. — Come abbiamo detto, si suppone che le particelle 
che compongono il sistema siano distinguibili l’una dall’altra. Sia allora dato 
un numero grandissimo N di particelle in equilibrio termico. Si tratterà di de- 
terminare i numeri 
(8) Hy> Hay #33 ---3 Ul +-+ 


delle particelle che si trovano negli stati (7), corrispondentemente alla distri- 
buzione di massima probabilità. Riterremo che la probabilità di una ripartizione 
qualsiasi, caratterizzata dalla successione di numeri (8), sia proporzionale al nu- 
mero W di modi in cui essa può essere realizzata. Ripetendo lo stesso ragiona- 
mento seguito per la dimostrazione elementare della formula di Boltzmann 
nella meccanica statistica classica (cfr. parte I, cap. III, $ 5), si trova che tale 
numero risulta dato da: 


(METE 
A CA LA O tto... 

La ripartizione più probabile si avrà cercando il massimo di questa espres- 
sione sotto le condizioni: 


Z,1,=t+f97+#3+...=N 
Z,1,,= #1, + #96 + #33 + 00 = 


le quali stabiliscono che il numero totale di particelle e l’energia totale del sistema 
sono rispettivamente N e £. 
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Procedendo esattamente come nel corrispondente caso classico ed usando 
le stesse approssimazioni, si arriva alla formula: 


fi, = Cexp(—Re,)= ANexp(—Be,) ( _ $) 


che costituisce appunto la legge di distribuzione quantistica di Boltzmann. 


Statistica di Bose-Einstein. — Se E è l’energia totale del sistema di NN parti- 
celle identiche e che non obbediscono ad alcun principio di esclusione, ogni 
particella potrà avere un’energia e compresa fra 0 e E. Dividiamo l’intervallo 
OHE in tanti intervalli parziali OHe,, e1 Hey, -...,€, H €,1)) --. (non 
necessariamente eguali fra loro), che supporremo molto piccoli in confronto al- 
l’energia di una particella, ma abbastanza grandi perchè molte particelle abbiano 
energia appartenente a ciascuno di tali intervalli. Sia poi O, il numero (che 
supporremo elevato) dei livelli energetici (per il moto di una singola particella) 
che cadono nell’intervallo e,_, He, 

Detto allora NN, il numero di particelle con energia e,_, H £€,, calcoleremo 
il valore che gli compete corrispondentemente alla distribuzione di massima 
probabilità. Se x1, x2, ..., xg, sono i numeri di particelle che si trovano rispet- 
tivamente sul 19, sul 29, ..., sul Q,-esimo livello dell’intervallo energetico con- 
siderato, avremo evidentemente un modo di distribuzione in corrispondenza 
di ogni soluzione — con numeri interi positivi o nulli — dell’equazione: 


x. + xt 1 +xg,= N, Dese O; 12, ce) 
Il numero di soluzioni di questa equazione è dato evidentemente dal numero 


delle combinazioni con ripetizione di 0, oggetti a gruppi di N,, cioè — com'è 
noto dal calcolo combinatorio — da: 


de (N +0,—-1)! 
( N, sui N,!(0,— 1)! ; 


Pertanto il numero di modi di realizzare una qualsiasi distribuzione carat- 
terizzata dalla successione: 
Nu Ni, ssi Na ci 
risulterà uguale al prodotto: 


4 (Ni +Q2,— 1)! (Na +03 1)! (N,+-Q,—-1)! Tr 
— Nil(Q,— 1)! Mail(Q0.—- 1)!  MI(0,—1)! 


(N, +0, 1)! 


“IL TODI 
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La distribuzione più probabile si avrà cercando il massimo dell’espressione 
precedente o, ciò che fa lo stesso, del suo logaritmo sotto i consueti vincoli: 
2,N,=N+ Nt ...+N+...=N 
E, N8e,= N14 Nae2+ ..-+Ne,+...= £. 


Nell’approssimazione della formula di Stirling e supponendo l’unità trascu- 
rabile rispetto ai numeri 0, ed N, abbiamo: 


n=" [W,+2)1n (N,+0,)— N,In N,—0,1n 0}; 


onde, annullando la derivata rispetto a N, dell’espressione: 
InW—-aNT-BE, 
si ottiene: 


—a—fpe,=0 


N+0 
i<T7 


da cui 


dn __ Lo 
si — exp(a+fe,) 1 


Il numero medio #, di particelle per ogni singolo livello (semplice) di energia 

e, risulterà pertanto dato da: 
_N. 1 

” Q, exp (e Là Be,) si. 


che è la formula di Bose-Einstein a suo tempo dimostrata. 


Statistica di Fermi-Dirac. — Valendo in questo caso il principio di Pauli, 
ognuno dei O, livelli potrà essere occupato al più da un fermione; il numero dei 
modi in cui è possibile distribuire gli /V, corpuscoli tra i Q, livelli a disposizione 


è pertanto: ( Q, ) 
N, 


onde il numero dei modi di realizzare una ripartizione qualsiasi: 


N, Na, N, «.. 


risulterà evidentemente eguale a: 


"-(8)(K) 
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Cercando allora, con il solito procedimento e con le consuete approssima- 
zioni, il massimo di In sotto le condizioni: 


Z,N=NMNM+Nt...+N,+...=N 
Z,N5e,= Nie:+ Na+ ..-+N6e,+...= E, 
si trova: 
Q, 


N,= —— —__ 
exp (x + fe.) +1 
da cui la formula, a suo tempo dedotta, di Fermi-Dirac: 
N, 1 
2, explatBe) +1 


$ 7. - Determinazione delle costanti nelle formule di distribuzione. 


Nelle tre formule (3), (4), (6) per le statistiche quantistiche compaiono 
sempre le due costanti arbitrarie B e a (o A) da determinarsi a posteriori in 
modo che l’energia del sistema e il numero totale di particelle siano rispettiva- 
mente E e NN. Di particolare importanza è la costante £, la quale dipende solo 
da E (e quindi in pratica dalla sola temperatura 7) e non da N. Si potrebbe 
dimostrare direttamente che il legame fra f e 7 è ancora quello trovato a suo 
tempo per la statistica classica di Boltzmann (cfr. parte I, cap. III, $ 7) e che 
cioè si ha: 


(9) B= 77 


essendo £ la costante di Boltzmann. Noi ci accontenteremo di provare ciò con 
un ragionamento intuitivo. 

Anzitutto, essendo f? una costante (rispetto agli e,), una volta che la rela- 
zione (9) risultasse verificata per dei valori di e, elevati, lo sarebbe certamente 
per tutti i valori di e,. Ma per degli e, sufficientemente elevati la (3) di Bose- 
Einstein e la (4) di Fermi-Dirac si riducono alla (6) di Boltzmann. Basterà 
quindi dimostrare che la (9) vale per la distribuzione quantistica di Boltzmann. 
Ma ciò può riconoscersi nel modo più semplice osservando che, per numeri 
quantici molto elevati, i livelli energetici e, tendono ad avvicinarsi fra di loro 
dando origine a una distribuzione così fitta che in pratica potrà considerarsi 
come continua: ma in questo caso vale la formula di distribuzione classica di 
Boltzmann, per la quale è stata a suo tempo dimostrata la relazione (9). Si deve 
pertanto ritenere che questa abbia un valore del tutto generale. 

La costante A o « (che dipende da 7 e da IN) deve invece essere determinata 
di problema in problema esprimendo che la somma dei numeri »,, dati dalle for- 
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mule di distribuzione, sia proprio uguale a IV. Nel caso della formula (6) di Boltz- 
mann, tale determinazione è estremamente semplice. Infatti dovendosi avere: 


N= Z,#,= AN È, £, exp (— Be,), 


si ricava immediatamente: 


1 
10 A= —— ____. 
( ) dir Er EXP (— Be,) 


$ 8. - Fenomeni di degenerazione nelle statistiche quantistiche. 


Riprendiamo in considerazione le formule di distribuzione di Bose-Ein- 
stein e di Fermi-Dirac. Tenendo conto della (9) esse potranno essere scritte 


sotto la seguente forma: 
ti 4 


5) #7 ep (a+eJkI) +1 


Abbiamo già avuto occasione di dire come, assegnato il numero totale {N 
di particelle che compongono il sistema, il parametro « sia una funzione della 
sola temperatura 7. Vedremo come la determinazione diretta di « mostrerà 
che questo parametro aumenta rapidamente con la temperatura. Per valori suf- 
ficientemente elevati di questa si avrà pertanto exp(x + e,/E7)> 1, onde le 
formule di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac si ridurranno con buona approssi- 
mazione alla formula (6) di Boltzmann. In pratica ciò è generalmente verificato 
per i gas a temperature e pressioni ordinarie. 

Vi sono però dei casi (gas elettronico, elio gassoso a temperature bassissime, 
materia stellare, ecc.) in cui la condizione exp(ax + e,/E7)>1 è ben lungi 
dall’essere verificata. 

Le formule di Fermi-Dirac e di Bose-Einstein si scostano allora in modo 
sensibile da quella di Boltzmann, per cui le proprietà di un gas in queste condi- 
zioni si differenziano alquanto da quelle che si possono dedurre applicando la 
formula di Boltzmann: in questo caso si suol dire che il sistema statistico in 
considerazione si comporta come un gas degenere. 


$ 9. - Distribuzione degli stati quantici in un gas di particelle libere. 


In base a quanto abbiamo visto, nella teoria quantistica le varie formule di 
distribuzione statistica si possono compendiare nella: 


12 iicocirca 
(12) "7 exp(a + fe) +4 
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dove 4 è una costante che può assumere i valori: 


a= +1 perla statistica di Fermi-Dirac (sistema di particelle a spin 


semidispari ) 

a= —1 perla statistica di Bose-Einstein (sistema di particelle a spin 
intero) 

a=0 per la statistica di Boltzmann (sistema qualsiasi, quando 
exp(a)> 1). 


Grande interesse presenta naturalmente il caso di un gas costituito da mole- 
cole dotate solo dei tre gradi di libertà traslazionali e contenute in un volume V 
che, senza pregiudizio per la generalità dei risultati cui perverremo, supporremo 
pet semplicità limitato da un cubo di lato unitario. 

Com'è noto nella meccanica quantistica (cfr. Parte III, cap. IV, $ 3) i li- 
velli energetici per il moto di una singola particella sono allora dati dalla formula : 


ka 
(13) cha (nî +23 + 13) 


dove #,, #3, #3, sono numeri interi positivi o nulli. Nei problemi di interesse pra- 
tico interessa, più che la valutazione dei numeri #,, quella del numero AN di 


particelle aventi energia compresa entro l’intervallo e H e + Ae, che risulta 
evidentemente dato da: 


_ £ i 
sù ANS pet pe) pa lh0 


dove Q(Ae) indica il numero di livelli nell’intervallo As. 
Per valutare Q(Ae) osserviamo che, posto 


r=n +13 + n 


potremo, in una rappresentazione spaziale riferita a tre assi cartesiani ortogonali 
x, ), %, far corrispondere ad ogni stato, caratterizzato dai numeri quantici 7, 


fo, #3 e di energia e= “x r3, un punto di coordinate x="%,, )Y=#% 


%= #3, che verrà quindi a trovarsi a una distanza r dall’origine. Tutti gli stati 
di energia e si otterranno attribuendo alla terna #,, #3, #3 dei valori interi che però 
soddisfino sempre la (13): essi saranno quindi rappresentati da un insieme di 
punti uniformemente distribuiti sull’ottavo di superficie sferica di raggio r, 
che corrisponde a valori tutti positivi delle coordinate. Se si tien presente l’unità 
di misura da noi implicitamente scelta nel fissare le coordinate dei punti rappre- 
‘sentativi, si vede che in media nell’unità di volume è contenuto un sol punto 
rappresentativo, onde il numero complessivo di stati ad energia compresa fra 
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e e e+ Ae sarà eguale al volume dell’intercapedine (limitato al solo ottante 
positivo) fra le sfere di raggio r e r + Ar. Essendo per la (13): 


81? 
r= E E 


21 
PIEGA / 2ml Îa; 
BO Ve 
avremo che il numero di stati ad energia fra e e e + Ae sarà dato da: 


(15) Q(be) = + (4nr°Ar)= rit (2me)} Ac (V= A). 


onde, per |Ae|<e, anche: 


Nel caso poi che gli stati siano così fittamente distribuiti da poter ritenere la 
distribuzione rappresentata da una funzione continua, sarà lecito applicare la 
(14) anche ad un intervallo infinitesimo de, per il quale si avrà: 


(15) d0= Q(de)= nt (2me)i de . 


Si osservi che per un siffatto sistema, trattato con la statistica classica anzi- 
chè con quella quantistica, i punti rappresentativi degli stati di moto di una 
molecola dotata di energia compresa fra e e e + de, e quindi di quantità di moto 
compresa fa d = V 2ze e f + dp, risultano distribuiti con densità uniforme nella 
regione di spazio delle fasi di volume: 


di = 4nVp°dp = 4nmV(2me)t de. 
Confrontando questa formula con la (15‘) si ricava: 


dr 
dO = i 


Ciò è in stretta connessione con il principio di indeterminazione di Heisenberg. 
Per i sistemi quantistici infatti, anche a prescindere da ogni perturbazione di 
natura macroscopica, uno stato del sistema non può essere rappresentato nello 
spazio delle fasi da un punto matematico senza dimensioni, poichè esiste un 
limite alla precisione con cui possiamo conoscere simultaneamente una coor- 
dinata ed il suo momento coniugato. Questo limite è precisato nelle relazioni 
di indeterminazione di Heisenberg Ag, Af, 2 è, per cui, per un sistema ad f 
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gradi di libertà, il punto rappresentativo di ogni suo stato nello spazio delle 
fasi avrà una posizione indeterminata entro una piccola zona con estensione 
dell’ordine di #/. 


Sostituendo la (15’) nella (14), quando si supponga lecito considerare una 
distribuzione continua, otteniamo: 


4nmV de 
lots 
hs atti, exp (xa + e/£E7)+a 


dove il coefficiente g rappresenta qui il peso statistico di un livello di energia e, 
dovuto ad un’eventuale degenerazione del livello stesso non dipendente dal 
moto di traslazione (dovuta ad esempio a gradi di libertà interni). 

Si noti in particolare come la formula di distribuzione (16) per 4= 0 (sta- 
tistica quantistica di Boltzmann) coincida con la corrispondente formula classica 
(cfr. parte I, cap. III) di Maxwell; infatti determinando « in modo che il numero 

‘totale di molecole sia N, onde: 


(16) dN=g 


| dN= N, 
(o0<r<c0) 
si trova pira 
(17) ep) = £ SE 4 
e, sostituendo nella (16), si ha: 
° 2N - 
16' iN enni — elkT) Vede 
(16') | Va arpa CP | RT) 


che è proprio la nota formula classica di Maxwell. 


$ 10. - Fenomeni di degenerazione dei gas quantistici. 


Prendiamo ora in considerazione la formula (16) allo scopo di studiare le 
deviazioni delle proprietà dei gas, la cui distribuzione è regolata dalla (15), 
da quelle corrispondenti di un gas che ubbidisca alla formula classica (16') 
di Maxwell: sono tali deviazioni che caratterizzano, come già abbiamo accennato, 
i così detti fenomeni di degenerazione dei gas quantistici. Dovendoci ora limi- 
tare alle sole statistiche di Fermi-Dirac (4 = + 1) e di Bose-Einstein (4= — 1), 
riscriveremo la (16) nel seguente modo: 


inmV de 


(18) Wet 0 E EI 
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valendo ovviamente il segno + per la statistica di Fermi-Dirac e il — per quella 


di Bose-Einstein. 
Introducendo la variabile x definita da: 


&T 
e ponendo: 
2. ETY3!2 
(9) Q = PERllli y Q=s0 
la (18) si scrive: 
: 20 xidx 
cit NT Fi apt at 


Essendo N il numero totale di particelle che compongono il gas e E l’ener- 
gia totale di questo, dovranno valere le condizioni: 


cla 07 se 
(20) n= [in | E 


2kTQ I xdladx 


21 E = ledN= ia 
(e) f o &&P (a+ x) +1 


ii 


Supporremo, per ora, exp(x)<1 (caso di piccola degenerazione). Si ha allora, 
sviluppando in serie: 


(exp (a+x)+1)-1= exp [(x+x)]{1+ exp [(a+x)]+ exp [2(x+x)]+..} 


che è una serie di potenze rapidamente convergente. 
Sostituendo negli integrali della (20) e della (21), si ha: 


P xidx (re) 
] exp(a + x) +1 = exp (a) 14 exp(— x) xidx Fexp(— 2a) 


| exp(— 2x) xidx + exp(— 3a) [eps xidx + ...= 


; | la Lu 
= > exp(— a) Ù pl) ea) Fi 
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co 


= exp(—x) | exp(— x) x*2dx Fexp(— 2a): 


f ded 
o Pa + x) +1 


| exp(—2x) x3/24x + exp(— 3a) È exp(—x)x"2dx F...= 


__ Sri exp(— a) , cxp(— 2a) 
- 7 SP 0) fi [Ta — Rea Fb. 
Dalle (20) e (21) si ricava quindi: 


(22) N= Q esp(— a) {1 FPC 9) + P2a) F...} 


23/2 33/2 


3kT head s 
(23) E= D-Qop(-a)li poeta, pela) Fil 


Osserviamo che se exp (—a)<1, dalla (22), trascurando tutti i termini di or- 
dine superiore al primo, si ha: 


e. 
e la (23) diventa: 
(23') E= > NAT 


che coincide con la corrispondente formula della statistica classica di Boltzmann. 
La formula quantistica (23) contiene invece, rispetto alla formula classica 


3 


E= nr INKT, un fattore di correzione. Naturalmente fattori di correzione 


analoghi compariranno anche nell’espressione delle altre grandezze termodi- 
namiche che si possono dedurre dall’energia E. Le deviazioni di un gas di Fermi- 
Dirac o di Bose-Einstein dalle leggi classiche e che costituiscono la degenera- 
zione del gas stesso, dipendono unicamente del parametro: 


i N Nb 
(24) Deep (e) D= arpa 
e diventano tanto più sensibili quanto più questo è elevato. Va però osservato 
esplicitamente che le formule da noi dedotte in questo paragrafo sono valide so- 
lo per D<K1e quindi si prestano solo per studiare le proprietà dei gas debol- 
mente degeneri, mentre cessano di essere valide proprio quando D => 1ein parti- 
colare quando D> 1, cioè nello studio delle proprietà dei gas fortemente degenetri. 
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In questo caso si possono trovare, per il gas di Fermi-Dirac, altre formule 
approssimate oppure, sia per il gas di Fermi-Dirac che per quello di Bose-Ein- 
stein, si può ricorrere a considerazioni dirette sull'andamento delle formule 
di distribuzione. Va però rilevato che le condizioni più favorevoli per osservare 
fenomeni di forte degenerazione si hanno operando su gas di grande densità 


(7) a bassa temperatura e costituiti da molecole di massa piccola. In pratica 
se si esclude la considerazione della materia che costituisce le masse stellari, la 
quale si trova in condizioni del tutto particolari, fenomeni di forte degenerazione 
si hanno solo nel gas elettronico a cui nei metalli è dovuta la conduzione elettrica 
e quella termica e, almeno in parte, nell’elio alla temperatura di solo qualche 
grado assoluto. 

Pure come un gas a degenerazione estremamente forte si comporta il com- 
plesso di elettroni di un atomo sufficientemente pesante e quello dei nucleoni 


(protoni e neutroni) che compongono i nuclei degli atomi pesanti. 


. 


$ 11. - La definizione dell’entropia nelle statistiche quantistiche e il 
principio di Nernst. 


La definizione dell’entropia secondo la termodinamica ordinaria permette 
la determinazione di questa solo a meno di una costante additiva arbitraria; 
questa indeterminazione ha come conseguenza che, quando si cerchi di deter- 
minare termodinamicamente un equilibrio tra sostanze diverse (per esempio 
un equilibrio chimico tra sostanze gassose, oppure tra un vapore e il suo con- 
densato, ecc.) si ottengono risultati incompleti, nel senso che essi sono espressi 
mediante delle costanti arbitrarie da determinarsi sperimentalmente. Abbiamo 
a suo tempo mostrato (parte I, cap. III, f 16) come Nernst, per eliminare questa 
insufficienza delle leggi classiche della termodinamica (limitata ai soli due primi 
principi), fosse ricorso all’introduzione di un terzo principio, detto principio di 
Nernst, il quale consente la determinazione della costante dell’entropia. 
Abbiamo poi dato una definizione statistica dell’entropia secondo lo schema 
della statistica di Boltzmann fondata sulla meccanica classica, ma abbiamo trovato 
come questa definizione statistica non solo contenesse sempre una costante addi- 
tiva arbitraria, ma anche — cosa questa assai più grave— come il principio di Nernst 
fosse in contraddizione con i risultati stessi della meccanica statistica classica. 
Ci proponiamo ora di esaminare quale sia la posizione della statistica quan- 
tistica in relazione al principio di Nernst. 
Come nella statistica classica, ricorriamo anche qui per la definizione del- 
l’entropia S alla relazione: 


(25) S=kInW 
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dove W rappresenta non precisamente la probabilità di uno stato, ma il numero 
dei modi diversi in cui lo stato può realizzarsi, che, per quanto già sappiamo, 
si può ritenere proporzionale alla probabilità dello stato. 

Nella statistica classica la definizione del numero W dei modi in cui si può 
realizzare un certo stato conteneva diversi elementi arbitrari. Infatti, come ab- 
biamo visto a suo tempo, si poteva far ciò suddividendo lo spazio delle fasi 
relativo al sistema composto in tante cellette di egual volume, e ritenendo de- 
finito lo stato del sistema quando si fosse indicato il numero degli atomi conte- 
nuti in ogni singola celletta. 

Il numero W veniva così a dipendere dal volume delle singole celle: anzi, 
come avevamo allora osservato, cambiando questo volume tale numero veniva 
ad alterarsi per un fattore costante, e quindi l’entropia (25) per una costante 
additiva. 

Nella statistica dei sistemi quantizzati sparisce invece ogni arbitrarietà della 
divisione in cellette, in quanto qui si può fare a meno di considerare le cellette 
dello spazio delle fasi: infatti lo stato del sistema può essere caratterizzato dando 
la ripartizione delle particelle sui vari stati quantici. E questa ripartizione può 
essere definita senza alcun elemento arbitrario. 

Ma, anche volendo attenersi al modello intuitivo delle cellette nello spazio 
delle fasi, in questo caso non compare più l’arbitrarietà del volume da assegnare 
a ogni singola celletta, perchè — come abbiamo avuto occasione di osservare 
(cfr. $9) — tale volume ha, in conseguenza del principio di indeterminazione 
di Heisenberg, l’ordine di grandezza di //, essendo f il numero di gradi di libertà 
del sistema rappresentato nello spazio delle fasi. 

Pertanto, nella teoria quantistica, il valore dell’entropia corrispondente a 
un dato stato del sistema viene a essere definito dalla (25) senza ambiguità. 

La relazione che intercorre fra la definizione statistica (25) dell’entropia 
per i sistemi quantizzati ed il principio di Nernst si può trovare immediatamente 
basandosi su considerazioni intuitive. Cominciamo dapprima col supporre che 
lo stato fondamentale (cioè ad energia più bassa) del sistema semplice (molecola) 
in esame sia non degenere: a rigore ciò si verifica per qualsiasi sistema se si 
tien conto che su di questo agiscono molte forze perturbatrici per effetto delle 
interazioni col sistema che funge da termostato, e che tali forze producono ap- 
punto una separazione dei livelli semplici che compongono un livello degenere. 

Ammesso comunque che il livello che corrisponde allo stato fondamentale 
del sistema semplice (molecola) sia non degenere, allo zero assoluto (annullan- 
dosi l’agitazione termica) la distribuzione energetica delle molecole che compon- 
gono il sistema composto (gas) dovrà essere tale, compatibilmente coi caratteri 
di simmetria o antisimmetria delle autofunzioni, da realizzare il minimo valore 
possibile dell'energia totale del gas. 


Esaminiamo separatamente il comportamento del gas di Bose-Einstein e 
di quello di Fermi-Dirac. 
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Nel primo caso, non valendo alcun principio di esclusione, lo stato di minima 
energia verrà realizzato quando tutte le molecole si trovino sullo stato fonda- 
mentale : ma tale ripartizione, pet il principio di identità delle particelle elementari, 
si può realizzare in un solo modo. Avremo così W= 1, onde, dalla (25), si ot- 
tiene: 

S=4#k1ln1=0 


in accordo con il principio di Nernst. 

Nel caso di un gas di Fermi-Dirac, valendo il principio di esclusione di 
Pauli, lo stato di minima energia verrà realizzato disponendo le N molecole del 
gas sugli NV livelli (semplici) più bassi: anche questa ripartizione è realizzabile 
in un solo modo, per cui si ha ancora S= 0. 

Per procedere al calcolo effettivo dell’entropia di un gas quantistico ricor- 
diamo che il numero W di modi di realizzare una distribuzione delle molecole 
è, come abbiamo visto al $ 6, dato da: 


n (N+0,—1)! i sati 
W= II, Ni, DI per un gas di Bose-Einstein 
! 
W= n, ( ro ) == II, TÉ NS per un gas di Fermi-Dirac, 


dove i numeri Q, rappresentano i numeri di livelli energetici negli intervalli 
E, e,+ Ae,, moltiplicati per gli eventuali ordini di degenerazione g, dei sin- 
goli livelli. Si hanno pertanto le seguenti espressioni dell’entropia del gas quan- 
tistico : 

Statistica di Bose-Einstein 
(6) S=kInW=E,{(N,+0,)ln(N,+ Q,)— N,lnN,— Q,In0,} = 


N 
+ slo(1 ali 
) cada a 
Statistica di Fermi-Dirac 


(27) S=knW=E,{(N—Q,)ln(0,—N,)—N,lnN,+0,ln 0} = 


Q, N, 
= 2, <N,ln —1})— 1—- : 
Nata cal e 
Si noti che, se i gas si trovano in condizioni tali da poter esser considerati 


come non degeneri, nella distribuzione delle molecole sono interessati i livelli più 
elevati, i quali per ogni sistema sono sempre distribuiti con una fittezza enorme. 


E Q, 
=, fv,1a(1 ba 
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In queste condizioni si ha L5 1, onde la (26) e la (27) si riducono alla: 


Statistica di Boltzmann 


(28) S=&klnW=%,(N,ln0,-N,la N, +N,). 


$ 12. - La costante dell’entropia per un gas perfetto. 


Si tratta ora di procedere al calcolo esplicito della costante dell’entropia 
che compare nella definizione termodinamica di questa grandezza e la cui cono- 
scenza, per quanto abbiamo più volte detto, è di importanza fondamentale nella 
trattazione dei problemi di equilibrio chimico. Come risulta anche dalle formule 
precedenti l’espressione dell’entropia, e quindi il valore della sua costante, va- 
rierà col tipo di gas o sistema che si prende in considerazione. Le espressioni 
generali dell’entropia, come di ogni altra funzione termodinamica, verranno 
da noi date successivamente. Per ora ci limitiamo a calcolare la costante dell’en- 
tropia per un gas perfetto di molecole puntiformi, senza interazioni e in condi- 
zioni tali che gli effetti di degenerazione, caratteristici delle formule di Fermi- 
Dirac e di Bose-Einstein, siano completamente trascurabili. 

Potremo quindi applicare la (28). 

In condizioni di equilibrio termico varrà poi la legge di distribuzione di 
Boltzmann: 


Q 


em 


exp (a + Be,) 


da cui: 
In0,=Iln N,+ (a+ Be,) 


e sostituendo nella (28): 
(29) S= Z.,&N, (a+ pe, +1) = ANa+ RBE+ AN, 
essendosi tenuto conto delle relazioni: 


x, N,= N Z.INA;= HB. 


1 3 i 
Ricordando poi che Bf = 2T © che E= > NEI: , la (29) diviene: 


5 
S= ANa+ > AN. 


688. PARTE TERZA - MECCANICA QUANTISTICA 


Sostituendo l’espressione data dalla (17) del $ 9 e cioè dalla: 


& (Q2r0kT)® 


2 


si ha: 
g(2rmkT)3? exp (5/2) V 
S= ANln FVA — . 


Ricavando poi il volume V dalla equazione caratteristica dei gas perfetti 


pV= NET, 
avremo in definitiva: 
g(2rm)8! (KRT)? exp(5/2) _ 
(30) S=AkNln sr a - 
5 £(2m)8 (RT)? exp(5/2) 
ss &N 7 in7—In iO 


Ricordiamo d’altra parte l’espressione dell’entropia dello stesso sistema in 
base alle leggi della termodinamica ordinaria (denotando con # il numero di 


grammomolecole che compongono il gas): 


s=2{c,h T+ Rin 2 +a}*) 


che, tenendo sempre presente l’equazione di stato dei gas perfetti pVY = #R7, 
si può anche scrivere: 
S=a(C,+2R)lnT_-Tlnp+a'. 
3 


Dato che per un gas perfetto (non degenere) vale la relazione C, = cy R, 


che R= XA, dove A è il numero di Avogadro, e chezxA4= N, avremo che 
la formula precedente con facili trasformazioni può essere scritta anche: 


T 5/2 
(31) S= AN (tn n +4) 


essendo 4’ una costante, sempre indeterminata, a meno della quale risulta termo- 
dinamicamente definita l’entropia di una molecola di gas. 


*) C, indica — com'è noto — il calore specifico molare a volume costante definito da 


1 dU 
ve (U = energia interna del sistema) e AR è la costante universale il cui valore 
numerico è 8,314-10” erg/°K o 1,986 cal/°K. 


CAP. XII - STATISTICHE QUANTISTICHE 689 


Confrontando l’espressione (31) data dalla termodinamica ordinaria con la 
(30), data dalla termodinamica statistica dei sistemi quantizzati, si ha che tali 
espressioni vengono ad identificarsi solo se si prende: 


(32) di tà E(2rm)9!? k3? exp(5/2) 
h3 


È quindi questo il valore che si deve attribuire alla costante dell’entropia. 
Talvolta poi conviene trasformare la formula (31) facendovi comparire in 
modo esplicito la densità del gas IV/V in-luogo della pressione f. Ciò si può 


fare ricorrendo all’equazione di stato dei gas perfetti che comporta P = FALLO 

con calcoli immediati si ottiene così: e 
3/2 

(33) S=ANÎT lar la +1 SETTE SPOlRÌ, 


Ricordiamo ancora una volta che le formule precedenti sono valide finchè 
si possono trascurare i fenomeni di degenerazione caratteristici delle formule 
di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac. Quando sia verificata questa condizione, la 
(31) o la (33) ci permetteranno di risolvere in modo completo qualsiasi pro- 
blema di equilibrio fra gas, tra fasi diverse di una data sostanza ecc. Ne vedre- 
mo nel seguito qualche applicazione. 


f 13. - Formule generali per l’espressione statistica delle funzioni termo- 
dinamiche. 


Nel calcolo precedente abbiamo applicato i concetti della meccanica stati- 
stica allo studio di sistemi particolari costituiti da particelle puntiformi dotate 
del solo moto di traslazione. Data la validità generale delle formule (26) e (27) 
come pure della relazione S= 4 ln W, è del tutto evidente che si potranno sta- 
bilire formule per l’espressione statistica delle funzioni termodinamiche di si- 
stemi qualsiasi, dotati di un numero a piacere di gradi di libertà. Per semplicità 
noi ci limiteremo sempre alla considerazione di sistemi quantizzati nei quali gli 
effetti di degenerazione si possono ritenere trascurabili: è però importante il 
fatto che anche in questa approssimazione la costante dell’entropia risulta com- 
pletamente determinata. Valendo in questo caso la formula quantistica di Boltz- 
mann è evidente che nella definizione e nel calcolo delle varie funzioni termodi- 
namiche si potrà seguire un procedimento completamente analogo a quello 


usato nella parte I cap. III, $ 18 per il CREEEpOnKeRtE problema della statistica 
classica. 


45 
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Ricordiamo quindi che, nell’approssimazione in cui ci siamo messi, la fot- 
mula di distribuzione è quella di Boltzmann: 


= Br 
N, Dosi exp (e Je BE,) FP > Be,) 
dove si è posto: 
1 
(34) B= €xp (a) = N D, &, EXP = Be.) 


(tenendo conto che si ha: 2, V,= N). 
La somma X,g, exp(— fe,), che rappresenta la somma di tutti i termini 


£, exp (— Be,) per ciascun livello quantico relativo al moto di una singola mole- 
cola, si suol chiamare, come nel corrispondente caso classico, funzione di parti- 
gione o anche somma degli stati molecolari, e si rappresenta col simbolo 2. 


Si pone cioè: 


(35) n D, E, €xp ‘a BE.) 
per cui la (34) si potrà scrivere: 
(34) exp(a) = B = + 


L’uso della funzione di partizione permette una diretta derivazione deile 
espressioni delle varie grandezze termodinamiche per gas costituiti da molecole 
di qualsiasi tipo. 

Infatti, con considerazioni del tutto analoghe a quelle fatte nella parte I, 
cap. III, si può vedere che la funzione f, da interpretarsi come energia libera me- 
dia o potenziale termodinamico a volume costante per una singola molecola, 
può essere definita per mezzo della relazione: 


1 
CxK = ——————__=3z, 
PET he) a 
da cui: 
1 
Introducendo poi l’energia interna media di una molecola 
— i è ò ln 
(37) n= ep Che) ELIA 
Di, Lr €xp > Be, ) % òp òp 


si trova, sostituendo queste espressioni nella (28) e procedendo in modo del 
tutto analogo a quello seguito nel corrispondente problema classico (senza 
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petò trascurare ora alcun termine costante), che l’entropia S del gas risulta data 
da: 


ba) JeiaNj kia Ni=slE De 
= —— UT sl = ici —— |. 
a ( NI P do NI ) 
Affinchè questa formula coincida con l’ordinaria relazione termodinamica 
| S= : U— F) 
#0 
basta definire la funzione di partizione o somma degli stati dell’intero gas nel 
seguente modo: 


(39) sd 


NI! 


e assumere come energia libera F e energia interna U del gas le espressioni che 
si ottengono dalla funzione Z attraverso le solite relazioni: 


(40) RA inZ U=— a 
B op 

risulta inoltre: ò 
S= (zag nz). 

òp 
La ragione della definizione (39) della somma degli stati per un gas quanti- 
stico, lievemente diversa da quella adottata nella statistica classica (Z = %N), 
si comprende immediatamente ricordando il significato quantistico dell’identità 
fisica delle molecole che costituiscono il gas. In seguito a tale identità, ad uno 
stato del gas, caratterizzato da una certa distribuzione delle molecole sui vari 
livelli, corrisponde una sola autofunzione (quella simmetrica o quella antisim- 
metrica a seconda dello spin delle molecole) delle /V! autofunzioni che si possono 
ottenere permutando le IV molecole tra di loro. L’assumere, come nella stati- 
stica classica, Z = %N corrisponderebbe a non imporre alcun carattere speciale 
di simmetria alle autofunzioni di un sistema di IV particelle identiche, il che è 

contrario alla presupposta indistinguibilità delle molecole. 


$ 14. - Determinazione della funzione di partizione per diversi tipi di 
moti molecolari. 


Per il calcolo della funzione di partizione è conveniente separare l’energia 
di una molecola in due parti indipendenti: l’energia di traslazione e,,, che ri- 
sulta una funzione delle sole coordinate canoniche del baricentro della molecola, 
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e l'energia interna e,, associata a tutti gli altri gradi di libertà che si hanno nella 
descrizione dei moti interni della molecola; molte volte può poi essere utile 
separare anche la % in più parti in corrispondenza dei diversi tipi di movimenti 
quali vibrazioni, rotazioni, ecc. Scritto comunque: 


E= Et Ein» 
si ha: 
exp(— fe) = exp(— Be,,) exp(— Ben). 


Anche la funzione di partizione z può essere scritta come prodotto di due 
fattori %,, € Xin dovuti ai due tipi di moto. Infatti, posto: 


‘emi Zan &tr exp(— BE) Zin) Ein EXP ( BE;n) 


[ei 

Ze Zur Ltr exp(— Be.) Zin Zrin) Lin exp(— BEin) ? 
si ha: = 
(41) %= Xin 


Daremo ora la forma esplicita delle funzioni di partizione relativa ai tre tipi 
più comuni di movimenti: traslazione, vibrazione e rotazione. 


Funzione di partizione traslazionale. — Supponendo il gas contenuto in un re- 
cipiente di forma parallelepipeda di lati 4, 4, c, avremo (cfr. cap. IV, $ 4) che i 
livelli energetici per il moto di una singola molecola di massa # sono dati da: 


in D[1+94) 


82 


La corrispondente funzione di partizione sarà quindi: 
Rer= En, ngn, €XP [_P(2°/82) (7/22 + 22/0? + n3/°)] 


essendo le sommatorie estese su tutti i valori interi e positivi dei numeri #,, #2, #3- 
Essendo però i livelli estremamente fitti (e ciò per le dimensioni macrosco- 
piche del recipiente) è lecito sostituire la sommatoria con degli integrali, per cui: 


Zer = En ny,n, XP[ B(#2/82) (at/2° + 22/0? + n3/e®)] = 
=, exp(—p#î/8w4°) X,, exp(— A 2°n2/8mb). 


(«.®) 


-Z,, exp(— fp #8/Bre°) = [ exp(— p 2212/8wa?) da, - 
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o in) 
| exp(— fp 213/86?) ds | exp(— f 213/802) di, = 
0 0 

e [AMANI i SE 


Si noti che per un gas costituito da molecole puntiformi, dotate quindi di 
solo moto di traslazione, la (39) dà (tenendo conto della formula di Stirling): 


_ Re _ (rr KTPPV\N 
(42) Zy= Sn) 


e la (38), tenendo conto del risultato ora stabilito e della relazione p = — i 
dà: 


__ (27728 RT) V)N ò (2r4 ATPR VINO 
alte) + ar “LE Nn) Jo 


ta In EP RT)? V exp(1) ò _ 

= AN( la sn — eta +T-nme|- 

_ AN[tn ln E £ T)*2V exp(1) 
h3° IN i 


in perfetto accordo con la formula (33) stabilita direttamente. 


Funzione di partizione rotazionale per una molecola biatomica. — In molti casi è 
lecito schematizzare una molecola biatomica come un rotatore rigido ad assi 
liberi. In questo caso i livelli energetici sono dati (cfr. cap. IX, $ 3) dalla seguente 
formula: 


IT) U=0,1,2...) 


dove / è il momento d’inerzia della molecola. Essendo ogni livello degenere 
di ordine 2/+- 1, avremo per la funzione di partizione molecolare: 


%= Ds 8, 0xP(— Pes) = By @7+ 1) p[-JU + 1) B6IBRIZ] 
o anche, ponendo: 


PO Bn8/° 
l’espressione : 


z,= Ly (27+1)exp[/J(J+1)p]. 
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Fumzione di partizione vibrazionale. — I livelli energetici di un oscillatore ar- 
monico di frequenza v sono dati da: 


e,= (04 3) dv (== 0,1,2,...). 


In pratica, per le considerazioni di termodinamica, interessano le energie di 


eccitazione cioè le: 
' 
e,= E° = 26 ; 


potremo quindi, nel computo della funzione di partizione, trascurare l’energia 
dello stato fondamentale e0= } 4v per cui, tenendo anche conto che tutti i livelli 
sono semplici, avremo: 


%= Zap Bobv)=1+ exp(— Bbv) + exp(— 285v)+ ...= 
= (1—exp[_pdy])?. 


Funzioni di partizione associate ad altri tipi di movimento. — Alla funzione di 
partizione di una molecola possono portare il loro contributo anche altre cause; 
sopra tutto importante nella fisica molecolare è il contributo dovuto ai moti 
elettronici. Questo si può a rigore calcolare solo conoscendo lo schema completo 
dei livelli elettronici; tenendo però conto che in generale, anche a temperature 
considerevolmente elevate, portano un contributo non trascurabile solo i livelli 
più bassi, la funzione di partizione dovuta ai moti elettronici si può calcolare 
facilmente sommando direttamente i termini che a tali livelli corrispondono. 

Altra causa che porta un contributo al calcolo della funzione è costituita 
dall’esistenza dello spin dei nuclei contenuti nella molecola poliatomica; infatti 
dalle diverse possibilità di orientamento degli spin deriva un'ulteriore grado di 
degenerazione dei vari livelli molecolari. 


Osservazione 13 — Abbiamo visto come il calcolo diretto porti alla seguente 
espressione per l’entropia di un gas di molecole dotate di solo moto traslazionale 


5-40 [a ATE ERI 


Essa può però anche esprimersi per mezzo della funzione di partizione Z,, del gas: 
; 
S=% (az,—8 a InZy) ” 


essendo la Z,, legata alla funzione di partizione molecolare di traslazione z,, dalla 
relazione: 
N 
2, Gg 
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D'altra parte per un gas di molecole dotate anche di moti interni l’entropia ri- 
sulta data da: 


Zi 


S= &(1n2—6 < 


si 


essendo (cfr. formule (39) e (41)): 


Tenendo conto della (42) quest’ultima formula si può scrivere: 


Zu Zy Z 


in 
essendosi introdotto così la funzione di partizione del gas per i moti interni 
Z da: (Xin). 
1 
Il fattore NI trae origine, come sappiamo, dall’identità fisica delle particelle: 


questa fa sì che una sola delle NI combinazioni lineari delle autofunzioni non simme- 
trizzate, che caratterizzano il moto di traslazione, abbia significato fisico. 


OsseRvaZziIoNE Il® — Nelle considerazioni di questo capitolo ci siamo sempre 
riferiti, per il calcolo delle funzioni termodinamiche, a un gas. Abbiamo fatto ciò 
unicamente per fissare le idee su un caso concreto, ma è del tutto ovvio che tutte le 
considerazioni svolte e i risultati dedotti valgono anche quando si consideri un sistema 
quasiasi, quale ad esempio un solido. 


Osservazione III* — Abbiamo detto esplicitamente che le espressioni da noi date 
in questo capitolo per le funzioni termodinamiche di un gas di particelle dotate di solo 
moto di traslazione si devono ritenere valide nell’approssimazione in cui si trascurano 
i fenomeni di degenerazione. Ed è per un siffatto gas che abbiamo nel $ 11 provato 
la validità delle (40), ammesse poi come valide per movimenti « interni » diversi dalla 
traslazione, per i quali vale la formula quantistica di Boltzmann. Osserviamo qui 
che tali formule sono valide qualunque sia il grado di degenerazione del sistema; in 
particolare le formule date per la funzione di partizione dei moti di rotazione e di 
oscillazione sono formule esatte. 


$ 15. - Applicazioni. — 


a) Teoria quantistica dei gas paramagnetici. — Il primo a dare una teoria sta- 
tistica del paramagnetismo in un gas fu Langevin, il quale ammetteva che ogni 
atomo (o molecola) del gas possedesse un suo momento magnetico proprio. 
Egli trattava però il problema secondo la statistica classica, il che non è esatto, 
in quanto il momento magnetico di un atomo sottoposto all’azione di un campo 
magnetico si orienta — per effetto della quantizzazione — solo secondo deter- 
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minate direzioni. Più precisamente, se indichiamo con 7 il numero quantico 

. LL] . h LI 

interno dell'atomo (7 rappresenta in unità = il valore del momento mecca- 
TT 


nico totale, dato dalla somma vettoriale del momento dovuto al moto orbitale 
e di quello dovuto allo spin), sono possibili solo quelle orientazioni in cortti- 
spondenza delle quali la componente # di 7 nella direzione del campo (com- 
ponente che è detta quanto magnetico) prende i valori: w=/,J—1, ..., 
— (/— 1),— /. Pertanto, se è il momento magnetico dell’atomo, la sua com- 
ponente in direzione del campo sarà: 

(@) m 
lag 4 w 7 


e la corrispondente energia magnetica sarà: 


Mi 


essendo 7 l’intensità del campo. 
Supporremo per semplicità che lo stato fondamentale sia molto distante da 


tutti gli altri livelli dell'atomo, in modo che si possa trascurare l’influenza di 
questi. Di conseguenza, se W, è l’energia del livello fondamentale in assenza del 
campo, agendo questo, tale livello si scomporrà in un multipletto di 2/+ 1 
livelli di energia: 
7; 
Win)= MH (m=JJ-1,..,-U-1—)) 
Gli atomi del gas si distribuiranno su questi livelli, in condizioni di equi- 
librio termico, secondo la legge statistica quantistica di Boltzmann (cfr. $ 5). 
Pertanto la probabilità P(2) che un atomo si trovi nello stato (semplice) 
di energia W(w) sarà data, per la (6), da: 
P(m)= w = Aexp(- W(m)/ET) 


che, mettendo per A la sua espressione (10) del $ 7, si scrive: 


exp(—W(m)/£T) ___ exp(-W.[kT+ Hum[JET) 


___©P (Hum[JKT) 
m=J 


x exp(Hum[J£T) 


m=—J 
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Il valor medio del momento i nella direzione del campo risulterà 


allora dato da: m=J 


e m exp(Hum|JKT) 
(43) p=Lnpy(2) P(M)= E 


m=J 


>) exp(HumlJeT) 


La sommatoria che compare al denominatore si calcola immediatamente 
osservando che si tratta di una progressione geometrica di 2/+ 1 termini di cui 
il primo è 4,= exp (— Hu/k7) ela ragione è $ = exp(74/k7]). Ricordando 
allora la formula per il calcolo della somma di una progressione geometrica: 


1— dn 
Sap pò 
si ottiene: 
a “I " SB 01, 
D= _ È ep(Hum]JkT) = exp(— Hu/&T) 1— exp(Hu/&T]) ; 


moltiplicando numeratore e denominatore per exp(— è Hu/k7/), si ha con 
facili trasformazioni: 


co ECHO 
p= PI Ha(T+ IAT] —expl+ H+ 8)IATI] _ #7 _| 
exp[— è Hu/£7]] — exp[+ 3 Hu/k7]] [ Hu ] 
2RT] 


L’espressione della sommatoria al numeratore della (43) si calcola immedia- 
tamente se si osserva che tale sommatoria non è altro che la derivata, rispetto 


all'argomento. so , della sommatoria che compare al denominatore. 


Si ha quindi: 
pf m exp(Hum|kT]) = TR (* Di, exp(Hun[kT])) = 
° <a 
Hu(J +4) 
» fs 
©. Hu Ha fo 
ò IT senh 2RI] 
Hu(J++ Hy(J + 3) Hy 
_MF }) senh 217 cosh SEOTI } senh va cosh 2RT] 
senh? sa 
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Per mezzo delle due formule stabilite, si trova così: 


H 
(43') p=> [G+4) corgh ELE E 4 corgh ser | 


Per intensità del campo magnetico non troppo grandi (u7 < £7), l’espres- 
sione precedente si può sviluppare in serie di potenze limitandosi nel risultato 
ai soli termini lineari in 7. Ricordando che: 


L'aa 
La 
tehx= —__________ 
cotg SIC ° 
E sità 
si ricava subito: 
w_.J+1 
43!! ASINO lo i. 
(43'') | = 7 H 


Da questa si deduce poi la seguente espressione della suscettività magnetica 


per atomo: 
(44) siria PLL 
H "I 7] 


È importante il fatto che la suscettività x è inversamente proporzionale 
alla temperatura assoluta 7° (legge di Curie). 

La formula (44) ha potuto essere vagliata sperimentalmente nel caso del 
vapore di sodio e la sua conferma è stata veramente ottima. Essa trova poi 


applicazione anche nello studio delle proprietà magnetiche degli ioni in soluzione. 


b) Equilibrio termico di ionizzazione. — Supponiamo di avere un vapore 
monoatomico costituito da una certa specie di atomi A. Ad alta temperatura 
alcuni degli atomi si ionizzeranno spontaneamente, mettendo in libertà un 
elettrone e trasformandosi in ioni A+. Avviene cioè un processo che, in modo 
analogo a quanto si è soliti fare per le reazioni chimiche, si può rappresentare 


con la scrittura: 
AZTZA++ e. 


Ci si pone il problema di determinare la percentuale di atomi associati che 
si hanno 2 una data temperatura 7. Evidentemente si tratta di un problema di 
equilibrio termodinamico tra fasi diverse. Si dovrà pertanto, come sappiamo, 
trovare l’espressione dell’energia libera F in funzione dell’energia interna U 


e dell’entropia S del sistema: 


(45) F=U—-TS. 
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L'equilibrio si avrà in corrispondenza del minimo di F rispetto ai vari 
parametri di cui è funzione. 

Supponiamo pertanto di avere y atomi in un recipiente di volume unitario. 

A una data temperatura 7° sia x il grado di dissociazione, onde il numero 
di atomi dissociati sarà rx. Avremo pertanto nel recipiente n(1— x) atomi 
neutri A, nx ioni A+ e nx elettroni. L’energia interna U sarà allora data dalla 
somma dell’energia cinetica di tutti i corpuscoli, presenti evidentemente in 
numero di #(1—x)+nx+x=#(1+ x), e dell’energia di ionizzazione. 


6 ici .. 3 
Siccome ogni corpuscolo ha, com’è noto, l’energia cinetica media ca KT, 


avremo che l'energia cinetica totale, risulterà data da: 


Sal + x) £T. 


Se w è l’energia di ionizzazione per un singolo atomo, l’energia di ionizza- 
zione degli nx atomi che si sono ionizzati sarà nwx. Pertanto l’energia interna 
del sistema sarà: 


(46) U= Sali + x) £4T7 + mx. 


L’entropia totale del sistema sarà data dalla somma dell’entropia delle tre 
fasi e cioè, per la (33) del $ 12, da: 


(47) S=kn(1— x) i InT—Ins(1—x)+!n Cuma) Pa got SPO) + 


3/2 5/2 


To 
2. 3/2 2 5/2 
+ fe {3 talia I ha expo) i 


dove abbiamo denotato con 7, la massa di un atomo A o quella di uno ione 
A+, praticamente eguale alla prima, con p, il peso statistico dello stato fonda- 
mentale di un atomo 4, con jy quello relativo a uno ione A+, con 77 la massa 
di un elettrone, e dove si è tenuto presente che il peso statistico del livello fon- 
damentale relativo al moto di un elettrone è eguale a 2, per il fatto che si hanno 
due stati di egual energia in corrispondenza delle due orientazioni possibili 
dello spin elettronico. l 

Dalle espressioni precedenti e dalla (45) si trova subito quella dell’energia 
libera. 
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Infatti, sostituendo le (46) e (47) nella (45), si ha, con riduzioni immediate: 
(2r&7)?? exp(5/2) + 


3 
F= Ca ikT(1+x)+ awx — 1kT(1+x)ln Wa 
Pa 2p 13! 
+ #kT {ln (1 —x)—ln zi pa} + #47 x fin — In Leti, 
ee A 


Essendo l’energia libera del sistema una funzione del parametro x, cioè 
del grado di dissociazione, avremo che la condizione di equilibrio termodina- 


mico si avrà imponendo la condizione: 
dF 


n 0; 


dx 
Effettuando i calcoli del tutto elementari, si trova in definitiva: 


(48) n È di ra T32 exp (— w/AT). 


Questa equazione permette di ricavare, in corrispondenza ad ogni tempera- 
tura, il grado di dissociazione x. 

In particolare, si osservi che in essa è contenuta la legge di azione di massa. 
Infatti il primo membro si può scrivere: 


nX -NX 
a(1T—- x) 


e risulta quindi eguale al prodotto della concentrazione degli ioni per quella 
degli elettroni, diviso per la concentrazione degli atomi indissociati. 

Si osservi, anche, che il secondo membro ha potuto mettersi sotto forma espli- 
cita senza che vi compaia alcuna costante arbitraria, per il fatto che nell’espres- 
sione dell’entropia (33) del $ 12 non figura più la costante addittiva arbitraria; 
e si tenga ben presente che ciò è una conseguenza del fatto che i sistemi sono 
stati trattati secondo il formalismo della teoria quantistica, anzichè secondo quello 
della teoria classica. 

La teoria della ionizzazione per effetto termico di un gas, ora svolta, è 
dovuta al fisico indiano M. N. Saha e trova interessanti applicazioni soprattutto 
nello studio della ionizzazione delle atmosfere stellari. 


c) Effetto termoelettronico. - Com'è noto, questo consiste nel fatto che ogni 
metallo scaldato a temperature elevate emette elettroni dalla sua superficie. 
Schematizzeremo il problema considerando una cavità scavata entro un blocco 
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di metallo mantenuto a una temperatura uniforme 7. Gli elettroni emessi dalle 
pareti metalliche della cavità riempiranno questa di una specie di gas elettronico. 
Gli elettroni contenuti nella cavità, che sono in moto continuo per effetto del- 
l'agitazione termica, vanno a cadere sulle pareti stesse della cavità e, in parte, 
vengono riassorbiti: si stabilisce così un equilibrio statistico caratterizzato dal- 
l'eguaglianza fra il numero degli elettroni emessi e quello degli elettroni che 
contemporaneamente vengono assorbiti. Si tratta quindi di calcolare la densità 
del gas elettronico in equilibrio con le pareti del metallo alla temperatura 7. 

Il sistema in considerazione è costituito da due fasi: metallo e gas elettronico. 
Preso come unitario il volume della cavità e detto w il numero degli elettroni 
contenuti in questa, dovremo calcolare l’energia libera del sistema e trovare 
per quale valore di x essa è minima. Tale energia libera è la somma delle energie 
libere del metallo e del gas elettronico. La prima di queste due non dipende 
però praticamente da # (si potrebbe anche dimostrarlo direttamente), per cui 
potremo limitarci a considerare la sola energia libera del gas di elettroni. Questa 
è data dalla somma dell’energia cinetica degli n elettroni più l’energia necessaria 
ad estrarre gli elettroni stessi dal metallo. Detto w il lavoro di estrazione di un 
singolo elettrone, avremo: 


3 
U = 3 "RkITH+ nw ; 


tenendo presente l’espressione (33) dell’entropia (nel nostro caso: V= 1, 
&= 2) troviamo in definitiva: 


F= mn + ART AkT ia T_-lnsa+!ln 


2(2rm4k)9 exp(5/2) 
e nati | 


Eguagliando a zero la derivata di questa espressione rispetto a #, avremo: 


9/2 2 
Ob I #T__%T ia Tin + in SEESSTTSPOIZI 4 47 
2 2 Ue 
da cui: ini 


È questa l’espressione cercata che dà la densità del gas di elettroni in equi- 
librio con la superficie del metallo alla temperatura 7: in essa figura un'unica 
costante caratteristica del metallo, il lavoro di estrazione w, che può anche de- 
terminarsi dall’osservazione diretta della frequenza limite dell’effetto fotoelettrico. 

Dalla (49) sarebbe poi facile dedurre l’espressione dell’intensità della cor- 
rente elettronica emessa dal metallo. 

Si otterrebbe in questo modo la nota formula di Richardson, ben verificata 
sperimentalmente. 
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d) Lo spettro del corpo nero. — Riprendiamo la questione dello studio del- 
l'irraggiamento del corpo nero, a suo tempo trattata particolareggiatamente, 
per mostrare come la formula di distribuzione di Planck possa essere dedotta 
immediatamente, basandosi sulle formule fondamentali della statistica quanti- 
stica precedentemente stabilite. 

Il problema fondamentale, in cui ci si imbatteva nella risoluzione di questa 
questione e che abbiamo a suo tempo riesaminato alla luce dell’ipotesi dei 
« fotoni » di Einstein *), è quello di stabilire la ripartizione dell’energia in 
un sistema di quanti di luce, o « fotoni », corrispondenti a tutte le frequenze 
possibili da 0 a co. Siccome poi i fotoni sono particelle per le quali non vale il 
principio di esclusione di Pauli, essi obbediranno alla statistica di Bose-Einstein, 
per la quale abbiamo a suo tempo stabilita la formula di distribuzione (3). 
Occorre però osservare che questa formula era stata dedotta nell’ipotesi che nel 
sistema di particelle in considerazione si conservasse sia l’energia totale sia il 
numero totale di particelle. Per il caso dei fotoni invece manca questa seconda 
legge di conservazione, perchè essi possono venire assorbiti o emessi dagli atomi 
delle pareti e quindi il loro numero può diminuire o aumentare. Delle due 
condizioni (5) la prima verrà quindi a mancare. È allora evidente che, seguen- 
do lo stesso procedimento usato per la dimostrazione della formula (3), ma te- 
nendo presente che vi è la sola condizione di vincolo: 


Z, Ha, = Z, 4,4, na VW, 


si arriva a una formula che può essere ricavata immediatamente dalla (3) po- 
nendovi a = 0. Si ha così che la densità (numero per livello) media di fotoni 
aventi frequenza v, e conseguentemente energia 4v, sarà data da: 


1 
i apvler)=1° 


In pratica interessa il numero #,4v dei fotoni aventi frequenza compresa 
fra ve v+ dy; tenendo presente (cfr. parte I, cap. II, $ 12) che il numero di 
vibrazioni con frequenza compresa fra v e v + dv (e quindi di livelli di energia 
fra bv e bv+ d(bv), è dato da: 


; 
mR= VT wh, 
c3 


avremo : 
2 
ini Pi 
3 exp(iv/£T)—1 


Si deduce immediatamente, ricordando che ciascun fotone ha energia dv, 


.*) Questa ipotesi è pienamente giustificata dalla teoria quantistica del campo elettroma- 
gnetico, alla quale abbiamo accennato nel cap. IX, $ 12. 
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che l'energia complessiva, nell’intervallo di frequenza dv, in equilibrio termico 
alla temperatura 7 in una cavità di volume V risulta data da: 


8r hy3 


50 sTI)diy=V-- —_ y d. 
tà AO ec exp(iv/(£T)—1 n 

Da questa espressione, come abbiamo visto a suo tempo, si deduce 
immediatamente la celebre formula di Planck per il potere emissivo del 
corpo nero. 


e) Calori specifici dei corpi solidi. — Abbiamo visto a suo tempo (cfr. parte I, 
cap. III, $ 14) come la statistica classica permettesse di dedurre per il calore 
specifico molare di un solido l’espressione: 


C,= 3R 


la quale, come abbiamo osservato, è in accordo con la legge di Dulong e Petit. 
Abbiamo però detto come tale risultato fosse in disaccordo con l’esperienza, 
soprattutto per valori molto bassi della temperatura. Vogliamo ora trattare il 
problema — seguendo Einstein — dal punto di vista della teoria quantistica. 
Ritenendo, come allora, il nostro solido costituito da NN atomi tenuti nelle loro 
posizioni di equilibrio da forze elastiche, la sua energia interna sarà quella di 
3IN oscillatori lineari. Per semplificare il problema, Einstein suppose che tutti 
questi oscillatori vibrino con un’unica frequenza v. Il calcolo dell’energia media 
di un’oscillazione elastica di frequenza v è del tutto simile a quello corrispondente 
relativo ad un’onda elettromagnetica, cioè relativo ad una distribuzione di 
fotoni *) (vedi paragrafo precedente). Tale valor medio risulta pertanto dato da: 


» hv 
(51) w, = p,dv = exp(bv/aT)—1 ’ 


ne risulta che l’energia termica del solido sarà: 


3NVbyv 


SI 


Di qui si ottiene subito l’espressione del calore specifico molare (V= A, nu- 


*) L’analogia tra il caso elettromagnetico e quello elastico non è ristretta a questo solo 
calcolo particolare. Come alle onde elettromagnetiche, considerato il carattere duale della ra- 
diazione e della materia, si è ormai soliti associare delle particelle o « quanti » di energia elet- 
‘romagnetica 4v, che chiamiamo fozoni, così alle onde elastiche siamo indotti ad associare 
Bei quanti indivisibili di energia elastica 4v, che prendono il nome di fononi. 
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mero di Avogadro; A# = R) del corpo, la quale costituisce la così detta formula 


di Einstein: 
_ MW _ 3Rexp(hvlkT) (by 
si “ar” pl) — 1 (#7) | 


Dallo studio di questa espressione, considerata come funzione di 7, si ri- 


cava che l'andamento qualitativo della C(7) è del tipo di quello rappresentato 
nella fig. 87. Tale andamento è abbastanza simile a quello che si osserva speri- 


Cy 


3R Fig. 87 - Andamento del calore 
specifico di un solido 


con la temperatura. 


T 


nentalmente. Inoltre la formula di Einstein porta a un calore specifico nullo 
allo zero assoluto come è richiesto dal principio di Nernst. È questa una conse- 
guenza del fatto, da noi già messo in rilievo, che la statistica dei quanti soddisfa 
alle esigenze del terzo principio della termodinamica. 

Dal punto di vista quantitativo vi sono però delle divergenze tra la formula 
(52) di Einstein e l’esperienza, particolarmente notevoli a' temperature molte 
basse. Per superare queste divergenze, Debye ha perfezionato la teoria prece- 
dente in modo da tener conto del fatto che un solido a struttura cristallina può 
vibrare con un gran numero di frequenze invece di una sola frequenza caratte- 
ristica, come per semplicità aveva supposto Einstein nella sua teoria. Precisa- 
mente Debye suppose di poter considerare il solido a struttura cristallina come 
un corpo continuo, capace di vibrare secondo onde trasversali, propagantisi 
con una velocità c,, e secondo onde longitudinali, propagantisi con una velo- 
cità c,. Naturalmente, trattando il corpo come una sistema continuo, queste vi- 
brazioni (fononi) posseggono uno spettro continuo di frequenze, esteso tra 
0 e 00; tenendo presente che le onde trasversali hanno due possibilità di pola- 
rizzazione, mentre le longitudinali una sola, si avrà che il numero totale di fre- 
quenze caratteristiche comprese fra v e v+ dv potrà essere rappresentato da: 

2 1 
(53) dN= 4r (È + +) Vv*dv 


Ci 


dove V rappresenta il volume del corpo. 
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Se si tien però conto del fatto che in realtà il solido non è un sistema conti- 
nuo, ma un sistema di JV atomi e quindi ha 3N gradi di libertà, ne deriva che le 
frequenze caratteristiche sono in numero di 3N. Debye, allo scopo di tener conto 
schematicamente di questo fatto, ammette che in un cristallo esista una frequenza 
massima Vmax» Oltre la quale non vi siano più frequenze caratteristiche. Tale 
frequenza vmax Potrà allora calcolarsi con la condizione che il numero di frequenze 
tra 0 € Vmax» determinato per mezzo della (53), sia proprio eguale a 3N. Si dovrà 
quindi avere: 


(54) n= | ie( +) (+ Lv 
2 


0 1 3 ci cì 


e questa equazione determina appunto vmax- Partendo allora dalla formula (51) 
di Planck, potremo calcolare l’energia termica del corpo. Essa risulta data da: 


lu by 2 1\f = bv3dv 
iù Î exp(bv/kT) — 1 sità iav(5+ 4) f exp(bv/£4T7)— 1° 


by raga né 
Prendendo x = 7 Some nuova variabile di integrazione e tenendo 
presente la (54), la formula precedente si può scrivere: 


374 Ie x3dx 


dove si è posto: 


(56) Bc, 


La grandezza $, così introdotta, ha il significato di una temperatura ed è 
una costante caratteristica di ogni sostanza, che si può calcolare per mezzo delle 
(54) e (56). Essa viene denominata temperatura caratteristica di Debye. 

Il calore specifico molare si otterrà dalla (55) derivando rispetto a 7 e 
riferendosi a una grammomolecola (N= A): 


(57) C.,= 3RD() = 3RD(E), 
dove con D(€) si è indicata la funzione: 

ME xd <) O 
st vidi] f ep) —1  exp(ile)—i 


che è del tutto indipendente dalla sostanza considerata. 


46 
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Si noti che nel caso limite di temperature assai elevate (7> 2), É tende 
a 00 e lim D(E)= 1. Si ha pertanto: 
E-+00 
(57') C,=3R, 


cioè la legge di Dulong e Petit come nella teoria statistica classica. 
A temperature molto basse (7 <39), E<1, onde: 


° x3dx 3rd 


DU & 1283 |a 
Si ha pertanto: 
» _ I 1* 
67") C= RG: 


La teoria di Debye, sommariamente qui sviluppata, è stata ben confermata 
dall'esperienza; ciò costituisce un fatto di notevole importanza in quanto la 
costante 3 che compare in essa può ricavarsi unicamente da dati sulle costanti 
elastiche. Ben verificata risulta anche, a temperature molto basse, la proporzio- 
nalità fra calore specifico e la terza potenza della temperatura assoluta, quale 
risulta dalla (57‘'). 

Si noti infine che un ulteriore perfezionamento della teoria di Debye è 
stato apportato da Born e Kallmann, basandosi su una determinazione accurata 
delle frequenze caratteristiche di vibrazione del particolare tipo di reticolo cri- 
stallino che caratterizza il solido in istudio. 


f) Distribuzione statistica degli elettroni in un atomo. — Un’applicazione assai 
semplice della statistica di Fermi-Dirac è stata fatta dallo stesso Fermi (e in- 
dipendentemente da lui anche da Thomas) allo studio della distribuzione degli 
elettroni in un atomo. In un atomo che contenga parecchi elettroni si può con- 
siderare l’insieme di questi come un gas. Per valutare lo stato di degenerazione 
di un siffatto gas, osserviamo che gli elettroni di un atomo si possono ritenere 
racchiusi in una sfera di raggio dell’ordine di 10-? — 10-8 cm; supposto il loro 
numero di circa 20 od anche maggiore, dalla formula che dà il parametro di 
degenerazione (cfr. $ 10): 

D= bn 
a(2rmkRT) 


si trova che questo è dell’ordine di qualche decina di migliaia. Il gas elettronico 
di un atomo è cioè quasi completamente degenere, come succederebbe per un 
gas normale se fosse a una temperatura assai vicina allo zero assoluto. 
Passiamo pertanto a un rapido esame le proprietà di un gas che obbedisca 
alla statistica di Fermi-Dirac in condizioni di forte degenerazione. Per l’osser- 
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vazione fatta precedentemente, potremo schematizzare il problema supponendo 
che il gas si trovi alla temperatura dello zero assoluto. Supponiamo dapprima 
di avere una sola particella di un recipiente di volume V: questa, dotata di moto 
traslazionale, possiederà una successione di livelli che supporremo, da prima, 
tutti semplici. | 

Non avendosi agitazione termica, detta particella si disporrà nello stato di 
minima energia, cioè sul livello fondamentale. 

Supponendo ora di introdurre nel recipiente una nuova particella, questa, 
per il principio di Pauli, non potrà occupare lo stato fondamentale (in cui già 
si trova quella precedente) e occuperà perciò il secondo stato in ordine di ener- 
gia crescente; così, sempre mantenendo il recipiente allo zero assoluto, una terza 
particella occuperà il terzo stato, una quarta il quarto e l’NN-esima occuperà 
l’IN-esimo stato. Pertanto è chiaro che il nostro gas degenere avrà, allo zero 
assoluto, un’energia cinetica diversa da zero; in conseguenza di questa poi, 
a causa degli urti contro le pareti, il gas avrà pure una pressione non nulla. 

In particolare la /N-esima particella avrà l’energia cinetica massima: ci pro- 
poniamo appunto di calcolare il valore di questa, o meglio il valore massimo 
Pmax della quantità di moto (o momento cinetico) di una particella allo zero 
assoluto. Allo scopo osserviamo che tutti gli stati del moto di una particella 
possono essere rappresentati in uno spazio delle fasi a 6 dimensioni (ogni parti- 
cella è un sistema a 3 gradi di libertà) da punti, ognuno dei quali, per tener conto 
della quantizzazione, si dovrà ritenere contenuto in un volumetto di estensione 
pari ad £4*. Essendo tutti i punti rappresentativi degli stati di una particella con- 


4 ) 
tenuti in un volume dello spazio delle fasi dato da: Vr tin (e ciò per- 


chè il momento cinetico f di una particella generica soddisfa alla limitazione: 
0 << <Pnax) avremo di conseguenza che il numero degli stati quantici sarà: 
4 _ Pax 
Sg 


ed esso — se si suppongono gli stati semplici e quindi occupati da un unico elet- 
trone — dovrà essere eguale, nelle condizioni supposte di degenerazione com- 
pleta, al numero N di elettroni che compongono il gas. Avremo pertanto: 


4n V 


°_° 
"a Pax = N. 
Se poi si ammette che ogni stato sia degenere di ordine g, la condizione 
precedente dovrà ovviamente venir sostituita dalla: 
4n V 


3 Gr &Piax = N. 
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Questo permette di calcolare il valore massimo del momento cinetico, e 
conseguentemente dell’energia cinetica Lay che risultano rispettivamente: 


3 1/3 bh N 1/3 
seal (È) po (7) 


2 2/3 2/3 
i bl gl (8 
2m 4n) mge8a\V 


Occorre ora tener conto del fatto che gli elettroni di un atomo non sono 
liberi, ma sottoposti a forze di natura elettrostatica che riterremo derivabili 
da una funzione potenziale U. Se non si avessero i fenomeni di degenerazione, 
si dovrebbe applicare al gas la formula di Boltzmann e in conseguenza di questa 
le particelle si addenserebbero nella zona di minima energia potenziale, essendo 
la loro densità proporzionale in ogni punto a exp (— U/k7). 

Trattandosi di un gas completamente degenere, avremo invece che in un 


punto in cui la densità elettronica è #= 7” l’energia massima » di una 


particella sarà data dalla somma dell’energia potenziale U e dell’energia cinetica 
massima. Avremo quindi: 


3 \23 2 
(59) wa U + } (+) ng mbe” 


È evidente che, in condizioni di equilibrio termico, w deve avere lo stesso 
valore in tutti i punti del gas, altrimenti si avrebbe un flusso di particelle dalle 
regioni in cui w è maggiore verso quelle in cui w è minore. Dalla (59) ricaviamo: 


27 3/2 
(60) da ia W— vr 


che ci dà la densità con cui sono distribuiti gli elettroni in un atomo. 

Questa formula può essere ulteriormente trasformata osservando che, se 
V(r) è il potenziale elettrostatico (che si suppone a simmetria sferica), in un 
punto a distanza r dal nucleo atomico avremo per l’energia potenziale di un 
elettrone U(r)= —e V(r); tenendo poi presente che V/(r) è definito a meno 
di un’arbitraria costante additiva, potremo immaginare di conglobare in esso 
l'energia totale w. Dalla (60), ponendo al solito g= 2 (per le due possibilità 
di orientazione dello spin), ricaviamo allora: 


29/2 733126312 
(60’) n= E [V(e)}>2. 
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Essendo poi la densità elettrica data da — er, l'equazione di Poisson a cui 
soddisfa il potenziale elettrico ci dà d’altra parte: 
dV(r) 2 dU(r) _— 

pr 


AV(r)= 4ren 


Troviamo così che nel modello statistico dell'atomo, secondo la concezione 
di Fermi e di Thomas, il potenziale V/(r) risulta determinato dall’equazione: 


a°V(r) 2 dV(r) Pda x iaia Jada 
61 fecpegiitti da pena; nin VIE inizi VPI; 
(61) dr? r dr 36° Ae) 


A questa si possono poi aggiungere due condizioni ai limiti che servono 
a determinare completamente la funzione V(r). La prima condizione si ha richie- 
dendo che, in vicinanza del nucleo (r + 0), cessando l’azione di schermo degli 


elettroni, il potenziale si riduca a quello coulombiano del solo nucleo di carica 
Ze. Dovrà quindi essere: 


(62) lim r«V(r)= Ze. 
r-0 


La seconda condizione si ha richiedendo che il numero totale degli elettroni 
sia Z; deve quindi essere: 


[V(r)]®? r2dr 


713/2r2,3/2939/2 (9 
(63) Di {né a 4% | 


(l’elemento di volume dr è = 4rr?dr). 

Come abbiamo detto, l’equazione differenziale (61), con le condizioni ai 
limiti (62) e (63), determina completamente la funzione V(r). La (61) non ha 
però potuto essere integrata esattamente in forma esplicita. Si potrebbe comun- 
que verificare senza difficoltà che sia la funzione V(r) sia la #(r), data dalla 
(60‘), si possono esprimere per mezzo di una sola funzione calcolabile numerica- 
mente, una volta per tutte, qualunque sia il numero atomico 2. 

La determinazione del potenziale statistico V(r) ha trovato molteplici ap- 
plicazioni per il calcolo di numerose proprietà degli atomi: spettri ottici o di 
raggi X, formazione degli anelli successivi di elettroni dell’atomo, studio delle 
affinità chimiche dell’atomo, diffrazione di raggi X e di elettroni, ecc. 


e) Cenno alla teoria elettronica dei metalli. — La teoria della conduzione 
elettrica e termica dei metalli si basa sull’ipotesi che, almeno in una prima grosso- 
lana approssimazione, l’insieme degli elettroni muoventisi in seno al metallo 
stesso possa essere considerato come un gas di particelle libere dotate di solo 
moto traslazionale. In questa approssimazione si trascura quindi completamente 
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la interazione elettrostatica fra i vari elettroni, che si può supporre «grosso modo » 
neutralizzata dall’azione degli ioni positivi ai nodi del reticolo cristallino. Il 
significato di questa approssimazione può essere precisato ricorrendo allo studio, 
secondo la meccanica quantistica, del moto di un elettrone in un potenziale pe- 
riodico, studio che fu sviluppato soprattutto da F. Bloch. 

Trattando comunque l’insieme degli elettroni di conducibilità alla stregua 
di un gas di particelle libere, alcuni Autori (Riecke, Drude, Lorentz) ancor prima 
del 1900, applicando i concetti della statistica classica di Boltzmann, erano arri- 
vati a dare una soddisfacente spiegazione della legge sperimentale di Wiedemann- 
Franz, secondo la quale la conducibilità elettrica e quella termica sono fra loro 
proporzionali e il rapporto di detta proporzionalità varia in ragione inversa 
alla temperatura assoluta. Questa teoria classica urtava però contro una grossa 
difficoltà per quanto riguarda l’interpretazione dei calori specifici dei metalli: 
infatti l’esperienza dimostra che alla temperatura ordinaria detto calore, riferito a 
un grammoatomo, è, in accordo con la legge di Dulong e Petit, di circa 6 cal/°K,; 
€ questo risultato si interpreta immediatamente immaginando che per effetto 
della temperatura siano eccitati nel metallo solo i moti di vibrazione degli atomi 
(o ioni), elasticamente legati alle loro posizioni di equilibrio nel reticolo cristal- 
lino, e tenendo presente che a tale moto è associata un’energia media pari a 
3RT per grammoatomo. Se però per spiegare la conducibilità e gli altri fenomeni 
a questa legati noi supponiamo che nel metallo ci siano elettroni liberi (si pensa 
anzi che come ordine di grandezza vi sia un elettrone libero per ogni atomo), 
avremo che al moto degli elettroni sarà associata una energia media pari a 


(3/2) R7, per elettrone: il calore specifico del metallo, sempre riferito a un 
9 


grammoatomo, dovrebbe quindi risultare eguale a (3 + +) R= CR R CaloK, 
in evidente disaccordo con i fatti sperimentali. La soluzione di questo para- 
dosso è stata indicata da Pauli osservando che il gas elettronico ubbidisce, 
come abbiamo visto, alla statistica di Fermi (cfr. $ 8) e si trova in uno stato 
di forte degenerazione, per cui gli elettroni sono quasi tutti situati sui livelli 
energetici più bassi e non partecipano ai moti dovuti all’azione della tempe- 
ratura. 

La teoria della conducibilità, sviluppata secondo i concetti della statistica 
di Fermi-Dirac per opera soprattutto del Sommerfeld, permette di dare una 
spiegazione soddisfacente di tutti i fenomeni che nei metalli sono legati alla 


presenza degli elettroni «liberi ». 


h) Condensazione del gas bosonico. Proprietà dell’elio liguido. — Di particolare 
interesse è lo studio dei fenomeni di degenerazione che si presentano per valori 
molto elevati del parametro D nel caso di un gas quantistico a statistica di 
Bose-Einstein (gas bosonico). Tali fenomeni hanno una applicazione pratica 
importante nello studio delle proprietà dell’elio liquido, alle quali accenneremo. 
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Riprendiamo in considerazione la formula fondamentale di distribuzione 
per il gas bosonico: 


7; 1 


&  epl@a+ Be) 1’ 
ove il parametro « è determinato dalla condizione: 


ii nia 
 exp(a+ fe) 1 


Per un gas ideale contenuto in un volume V, questa formula è stata da 
noi sostituita (cfr. $ 10) con l’espressione asintotica: 


( e \} de 
2g(2rmkT)? si KT } KT 
(04) Ti53 f exp(a + e/£7)— 1 
che si può scrivere: 
V 
N= TO: 
dove si è posto 
ela E= exp [s(7)] 
- @rmkI)i ilo 


n elde 


— _ —3/2 TIENE SA 
disci [ E exp(c/eT)—1 

In realtà, quando il gas è in uno stato di forte degenerazione, è necessario 
considerare separatamente lo stato fondamentale, perchè il suo contributo al 
valore di IN diviene particolarmente importante e perchè, di regola, esso è sen- 
sibilmente separato dai rimanenti livelli eccitati che vanno infittendosi sempre 
più all’aumentare dell’energia; la (64) è stata invece stabilita partendo dall’espres- 
sione (15’) della densità ‘degli stati e cioè 


dOQ(e)= 2'(e) de, 


dalla quale risulterebbe che lo stato fondamentale debba avere peso statistico 

nullo (0’(0)= 0). ; 
Per correggere questo difetto, si può scrivere, com'è stato mostrato la prima 

volta da Einstein e successivamente in maniera più completa da London: 


N=N+N' 
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1 i 
dove N, = —— rappresenta il numero medio di particelle sul livello fonda- 


E—1 
mentale (per il quale è g=1)e 


(65) N'= FE) 


rappresenta il numero medio di particelle che si trovano complessivamente sui 
livelli eccitati. 

Escludendo, come privi di significato, numeti d’occupazione negativi, si 
vede subito che deve essere & > 1. 

D’altra parte l’espressione F(É) ha il suo valore massimo proprio in corri- 
spondenza a &= 1. Un calcolo numerico mostra che in corrispondenza a tale 


valore si ha: 
; V VA 


Naturalmente dovrà essere N’ < N; inoltre, se N' è il numero di parti- 
celle che complessivamente si trovano sugli stati eccitati, N—/N' sarà il nu- 
mero di particelle che si troveranno sullo stato fondamentale. Esisterà una 
temperatura critica di transizione 7, definita come la più bassa temperatura 
per cui è possibile soddisfare la condizione N'= N. Essa sarà data da: 


ke N \m3 
(67) fe” el (Fa 3). 


Infatti, se 7 => 7,, si potrà far corrispondere ad ogni valore di 7 un valore di 
E tale che sia sempre N'=N e le particelle saranno tutte distribuite, secon- 
do la (65), tra gli stati eccitati (o meglio il numero di quelle sullo stato fon- 
damentale sarà trascurabile); se invece 7'< 7, si riterrà & costante ed eguale 
a 1, per cui il numero di particelle sugli stati eccitati sarà dato, in conseguenza 


delle (66) e (67), da: 
w=2 re n(I)" AN, 


mentre le rimanenti particelle 


T \312 
M=N-N'=N[1-(£) | 


si troveranno sullo stato fondamentale. Si vede anzi da questa formula che, al 
diminuire di 7 al di sotto di 7,, il numero delle particelle in detto stato va ra- 
pidamente aumentando. 
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La temperatura 7, è detta di degenerazione o di condensazione (sul livello 
fondamentale). Essa può anche scriversi, sostituendo i valori numerici nella (67): 


_ 115 
= “pan 


dove V,, è il volume molare in cm? e M il peso molecolare. Il rapido aumento 
della popolazione dello stato fondamentale per 7 < 7, per un gas bosonico 
è noto anche come condensazione di Einstein. È chiaro che si tratta di una conden- 
sazione nello spazio dei momenti f e non di una condensazione nel suo signifi- 
cato comune nello spazio ordinario quale si manifesta nel cambiamento di stato 
gas-liquido. La situazione è illustrata in fig. 88. 


Ti 


[p]} 


[ql 


a) condensazione ordinaria b) condensazione di Einstein 
Fig. 88 - Ad illustrazione della « condensazione » del gas di Bose-Einstein. 


Un fluido tipico a statistica di Bose-Einstein è quello costituito da atomi 
di He, i quali hanno spin nullo*). I fenomeni di degenerazione si presentano ad 
una temperatura così bassa, che in corrispondenza di questa il fluido suddetto è 
allo stato liquido. Che l’elio liquido possa essere considerato, almeno approssi- 
mativamente, come un gas bosonico è dovuto essenzialmente al notevole valore 
della distanza tra due atomi nell’elio liquido, la quale è molto più grande che 
non nei liquidi ordinari. Per l’elio infatti si ha Vy = 27,6 cm, M= 4, T,= 3,1 
°K. Orbene l’esperienza mette in luce, nel caso dell’elio, un singolare comporta- 
mento che si manifesta bruscamente alla temperatura di 2,19 °K. (punto X). 
Questo comportamento nelle sue grandi linee è interpretabile come condensa- 
zione di Einstein. L’elio liquido per 7 < 7, esibisce una fase superfluida, nota 
sotto il nome di He II, e anomalie notevoli nelle varie proprietà fisiche, come 
il calore specifico (fig. 89), la comprimibilità, il coefficiente di diffusione della 


*) La quasi totalità degli atomi di elio è costituita dall’isotopo He!, ogni atomo del quale 
ha per nucleo una particella x, avente spin nullo, e possiede due elettroni periferici che, 
nello stato normale, hanno gli spin antiparalleli. 
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luce. La fase He II è interpretabile come quella costituita dagli atomi sul livello 
fondamentale. Una netta conferma sperimentale di questa interpretazione è 
stata ottenuta osservando separatamente un gas di atomi He e uno di atomi 
He?: solo il primo ha il comportamento descritto, mentre il secondo (i cui nuclei 
atomici hanno spin }) segue la statistica di Fermi-Dirac e si comporta quindi 


in modo non singolare. 


2,0 
Py 
R 
1,5 
1,0 
0,5 
0 1 * 
To 


Fig. 89 - Andamento del calore specifico dell'He Il alle basse temperature. 


È ovvio come la possibilità di verificare il comportamento previsto per l’elio, 
in base alla legge di distribuzione di Bose-Einstein, sia legata al fatto che tale 
elemento ha una temperatura di solidificazione inferiore a quella critica 7, di 
degenerazione. 

Naturalmente si possono formulare per l’elio liquido delle teorie più raffi- 
nate che tengono conto delle forze interatomiche, il che è stato fatto da diversi 
Autori (London, Landau, ecc.). È però estremamente significativo che le pro- 
prietà fondamentali si possano spiegare mediante il comportamento caratte- 


ristico del gas bosonico. 
OssERvAZIONE — Come abbiamo visto, la 7, corrisponde a È = 1. A tutto rigore, 


per È = 1, l’espressione N, diventa infinita e ciò potrebbe sembrare privo di signifi 
cato. In realtà considerazioni più particolareggiate dimostrerebbero che l’espressione 
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di N, è piuttosto del tipo lim Eni che è indeterminata. Il procedimento esposto 
1 E_ 


g-1 
dà sostanzialmente un criterio per valutare, in corrispondenza dei valori della tempe- 
ratura minori di 7., questa espressione indeterminata. 


i) Teoria statistica della molecola di idrogeno. — Come applicazione della termo- 
dinamica statistica svolta in questo corso, discuteremo il caso particolarmente 
interessante della molecola di idrogeno. Questa molecola può essere considerata 
come un sistema dotato di 6 gradi di libertà: 3 per il moto di traslazione, 2 per 
il moto di rotazione, 1 per il moto di oscillazione di un atomo rispetto all’altro. 
Per quanto riguarda il moto di traslazione rimandiamo naturalmente ai calcoli 
espliciti fatti a suo tempo, i quali mettono in evidenza direttamente il contributo 
del moto di traslazione alle espressioni delle diverse funzioni termodinamiche. 
L'energia invece associata ai movimenti interni (rotazione e vibrazione) della 
molecola sarà data da: 

K 
Ey= +4) + 727/U+1) 


(v = numero quantico di vibrazione; 7 = numero quantico di rotazione), 


dove / è il momento d’inerzia della molecola, il quale si ottiene esplicitando la 
formula 


VIE RIZZI a 
r. 


val er i 
Mi + #12 


valida in generale per una molecola biatomica (costituita da due atomi di massa 
#, € #, a una distanza di equilibrio ry), e risulta dato da: 


I Hg 


I=t-rt. 


Osserviamo anzitutto che la probabilità di eccitazione di un livello di 


energia e,, essendo proporzionale a exp(— e,/£7), risulterà trascurabile ogni- 
qualvolta 


AT<E,. 

Per ogni tipo di movimento della molecola considerata potremo pertanto 
definire una temperatura critica data da + (essendo e; il primo livello ecci- 
tato), caratterizzata dal fatto che gli effetti di tale moto sono sensibili solo se non 
èeT« + = ®. Nel caso della molecola di idrogeno, essendo la frequenza di 


oscillazione v= 1,295.10% s-1, si ha una temperatura critica di oscillazione 
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data da ©,= 6140 °K; ed essendo ry= 0,740 A° e quindi /= 4,5517.10-4 
g/cm?, si ha una temperatura critica di rotazione data da ®,= 171 °K. 

Si vede quindi che a tutte le temperature, alle quali è possibile sperimentare 
in laboratorio, gli effetti del moto di oscillazione sono sempre trascurabili (si 
suol dire che i corrispondenti gradi di libertà sono « congelati »). In base a ciò 
ci limiteremo a considerare il solo moto interno di rotazione. Occorre però 
a questo punto tener conto dell’azione degli spin nucleari: nell’atomo di idro- 
geno normale (isotopo 77}) lo spin del nucleo (protone) è uguale a 3; si hanno 
quindi nella molecola di 77 due possibilità: o gli spin nucleari sono paralleli 
(spin risultante S= 1) o sono antiparalleli (spin risultante S= 0). Si hanno 
così due varietà di idrogeno molecolare: l’orfoidrogeno (S= 1) e il paraidro- 
geno (S= 0), le quali si comportano come due gas distinti. 

Tenendo presente che, se £ è lo spin di un sistema, a questo corrisponde un 
peso statistico 25 + 1, le funzioni di partizione dell’orto e del paraidrogeno ri- 
sulteranno date da: i 
Zor = 3y (27+ 1) exp [-3//+1)0,/7] 

Zua= 125 (274 1) exp [-4//+1)0,/7]. 

Per il calcolo di queste espressioni occorre notare una interessante partico- 
larità: la teoria mostra *) che per la molecola di paraidrogeno sono possibili 
solo quegli stati rotazionali cui corrisponde un valore pari a /, mentre pet quella 
di ortoidrogeno quelli con valori dispari di /. Tenendo conto di ciò nell’espli- 
citare le formule precedenti avremo: 

Z,,= 3[3exp(--0,/7)+7exp(—-60,/7) + 11exp(—150,/7) + ...] 


(68) Zr= 1[1+5exp(—30,/7)+9exp(- 100,/7) + ...]. 


Mettendo in queste, come abbiamo visto, ©,= 171 °K, potremo calcolare 


i rapporti GR. E. MP , che sono eguali alle percentuali delle due varie- 
Xpa + Ror _Xor + &va 
tà orto e para in equilibrio alle varie temperature in un gas di idrogeno mole- 


colare. I valori trovati sono riportati nella tabella seguente: 


T(0K) para/H, orto/H, T(K) para/H, orto/H, 


20 99,82 0,18 150 29,28 70,72 


60 65,39 34,61 230 25,42 74,58 
100 38,51 61,49 300 25,08 74,92 


*) Il risultato è una conseguenza del fatto che per gli stati molecolari sono possibili solo 
funzioni d’onda totali (prodotto della funzione del moto di rotazione della molecola per quella 
degli spin nucleari) antisimmetriche. 
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Si vede da questa come alle basse temperature l'idrogeno sia un gas costituito 
quasi completamente dalla forma para, e ciò perchè alle basse temperature è 
praticamente eccitato il solo livello Y= 0 che appartiene alla varietà para. Col 
crescere della temperatura cominciano a venir eccitati anche i livelli più elevati, 
fra cui anche alcuni con / dispari, onde ha luogo una conversione delle molecole 
dalla forma para a quella orto. A temperature elevate si raggiunge un equili- 
brio fra le due forme corrispondentemente al rapporto 3:1, esattamente eguale 
cioè al rapporto fra i « pesi » degli spin. 

Partendo poi dalle espressioni (63) per le funzioni di partizione per il moto 
rotazionale delle due varietà orto e para, e tenendo conto anche delle corrispon- 
denti formule per il moto di traslazione (che danno lo stesso contributo alle 
due varietà), si possono facilmente calcolare le funzioni termodinamiche dell’orto 
e del para-idrogeno, supposti in equilibrio termico, e da queste dedurre i valori 
di ogni altra grandezza. Riportiamo, a titolo di esempio, una tabella che mostra 
l'andamento del contributo, dovuto alla rotazione, ai calori specifici (molecolari). 


T(0K) para (cal/°K) 


Questi valori risultano in ottimo accordo con l’esperienza. 
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APPENDICE 


CENNO ALLA TEORIA QUANTISTICA DELLA MISURAZIONE 


Una prima teoria della misurazione nella meccanica quantistica è stata sviluppata 
da von Neumann. Essa si fonda sull’osservazione che il processo di misura è sempre 
caratterizzato dall’interazione di un sistema microscopico o microoggetto a (oggetto 
osservato) con un sistema macroscopico o macrooggetto A, (apparato di misurazione). 

La legge di evoluzione del sistema a + A, è data dalla equazione di Schròdinger. 

Osserviamo in via preliminare che, affinchè un macrooggetto A, funzioni da appa- 
rato per la misurazione di un’osservabile a di un microoggetto a, è necessario che esso 
sia in grado di modificare le sue proprietà in un tempo x assai breve durante il quale, 
per effetto del processo di misurazione, esso interagisce col microoggetto a e che inoltre, 
alla fine della misurazione, esso subisca una modificazione dipendente dallo stato ini- 
ziale di a. In altri termini se, prima di interagire, il microoggetto a si trova in uno 
stato #(x) (autofunzione corrispondente all’autovalore a, dell’osservabile x) e il 
macrooggetto A, in uno stato #(y), per effetto della misura lo stato del sistema 
a + A; dovrà subire la trasformazione #(x)v(y)+#(x)#:(y): si ha quindi una 
corrispondenza biunivoca fra ogni stato #,(x) di a (caratterizzato dal valore a, del- 
l’osservabile x) e uno stato ,(_y) di A). Supposto invece che inizialmente il sistema a si 
trovi in uno stato #(x) = 2 ,6n#!n (x)(per cui è nota solo la probabilità | 4, |* di trovare 
per l’osservabile di a il suo valore a,), per effetto della linearità dell'equazione di evolu- 
zione di Schròdinger si ha che, durante l’interazione fra a e A,, lo stato del sistema 
composto a + A, subirà la seguente trasformazione: Z n6n%n(%)Vo(I)>XZnCx!n(X) Un(1I). 
Il macrooggetto A, viene pertanto a trovarsi, alla fine del processo di misurazione, in 
un miscuglio di stati %}, #2, ..., Un ---; data la presenza dei termini interferenziali nel 
modulo al quadrato delle autofunzioni dello stato finale del sistema composto a+A,, 
non è possibile stabilire una corrispondenza biunivoca tra gli stati v,(.y) di A, e gli stati 
“n(x) di a, e risalire così al valore dell’osservabile a di a dalla conoscenza dello stato fi- 
nale del sistema a + A,. Per poter stabilire in quale stato si trovi il microoggetto a, è ne- 
cessario infatti conoscere lo stato 2,(y) dell’apparato A,, per il che si può pensare di 
ricorrere a una nuova opportuna misurazione mediante un secondo apparato A,. Il si- 
stema A, viene allora a trovarsi, rispetto ad A,, nella stessa situazione in cui si tro- 
vava a rispetto A). Si dovrà allora procedere a una misura su A, per mezzo di un 
apparato A, e così via. Nonostante questa necessità di ricorrere a una catena appa- 
rentemente inesauribile di operazioni di misura, i risultati forniti dalla teoria sarebbero 
consistenti ed accettabili dal momento che ogni giudizio sul sistema A, ha significato 

solo se si fa un’osservazione con un sistema A,, ogni giudizio su A, se si fa un’osser- 
vazione con un sistema A, e via di seguito. Orbene, nella catena di apparati di misura 
A, A., A; ... si deve includere, secondo von Neumann, anche gli organi di senso 
con cui l'osservatore osserva l’apparato, il sistema nervoso che invia i dati sensoriali 
al cervello e così via, per cui è in definitiva la coscienza, o facoltà d’introspezione del- 
l'osservatore, che permette a questi di conoscere il proprio stato, troncando così la 
catena di A}, A», ..., e di pervenire di conseguenza alla conoscenza dello stato fisico 
del microoggetto a. Il carattere soggettivo di questa conoscenza è evidente, per cui 
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le obiezioni all’interpretazione di von Neumann del processo quantistico di misurazio- 
ne, basato sull’attribuzione alla funzione Y di un carattere puramente soggettivo ed 
esprimente solo il nostro grado di informazione sul sistema fisico, sembrano assai serie. 
Inoltre la teoria della misurazione di von Neumann appare viziata da altri due difetti 
a cui forse è legata, almeno storicamente, l'adozione dello schema interpretativo stesso 
dianzi ricordato. Il primo di questi difetti è la mancanza di un’adeguata definizione 
del macrooggetto che funge da strumento di misura e che nella formulazione di von 
Neumann viene descritto da una funzione di stato ® simile a quella che descrive lo 
stato di un microoggetto. Il secondo consiste nel non tener conto che il macrooggetto, 
nel quale il microoggetto innesca effetti macroscopici (ad esempio un processo di sca- 
rica in un contatore di Geiger), deve obbedire, come mostra l’esperienza, al secondo 
principio della Termodinamica e quindi, anche se lo si analizza nella sua struttura 
microscopica, deve esibire macroscopicamente una tendenza spontanea ad evolversi 
verso stati di equilibrio. 

Per superare le difficoltà sia di natura logica che fisica, contenute nella teoria della 
misura di von Neumann, sono stati fatti in questo ultimo decennio diversi tentativi. 
Fra questi un primo gruppo si è proposto drasticamente di sostituire, all’interpretazione 
di Copenaghen del formalismo che sta alla base della teoria quantistica, delle interpreta- 
zioni realistiche più o meno ben definite suggerendo anche qualche modifica dello stesso 
formalismo matematico per renderlo conforme alle nuove interpretazioni; particolar- 
mente interessanti ci sembrano i tentativi di De Broglie e di Bohm. Innegabilmente 
le ricerche in questa direzione hanno ottenuto qualche successo: pare tuttavia che 
esse non siano riuscite ad edificare una teoria consistente e completa (soprattutto nella 
descrizione dei sistemi a più corpi) come l’attuale teoria quantistica. 

Un secondo gruppo di lavori si propone invece una rielaborazione, nell’ambito 
del formalismo quantistico ortodosso, della teoria della misurazione atta ad eliminare 
quegli aspetti e quelle incongruenze che rendono difficilmente accettabile la teoria di 
von Neumann e ai quali si è fatto cenno. A questo proposito è necessaria anzitutto 
una caratterizzazione completa e precisa del macrooggetto che funge da apparato di 
misura, la quale non sia in contraddizione con le proprietà dei microoggetti che lo 
compongono e sia tale per cui l'apparato sia effettivamente atto a misurare una deter- 
minata osservabile associata a un microoggetto: esso dovrà cioè subire delle modifi- 
cazioni diverse a seconda dello « stato » del microoggetto, descritto, come è ben noto, 
da una funzione d’onda in diretta relazione col valore dell’osservabile misurata (auto- 
valore dell’operatore hermitiano a questa corrispondente). 

Una posizione alquanto spinta in quest'ordine di idee è quella di Ludwig, che 
nella sua formulazione della teoria della misurazione parte dal presupposto che il 
formalismo quantistico, così come è presentato per la descrizione di microoggetti, 
non sia adeguato alla descrizione delle proprietà delle macroosservabili, che hanno un 
comportamento « classico » nel senso di « obiettivamente determinato »; egli introduce 
pertanto un nuovo principio di corrispondenza inversa che gli permette di definire delle 
macroosservabili obiettivamente determinate a partire dagli operatori quantistici 
associati alle osservabili che caratterizzano i microoggetti. 

Un punto di vista più moderato, benché in un indirizzo fondamentalmente simile a 
quello di Ludwig, è invece quello assunto dal gruppo italiano (Bocchieri, Loinger, 
Prosperi, Scotti e altri). Secondo questa impostazione, pur mantenendosi strettamente 
nell’ambito della teoria quantistica ordinaria, si riesce tuttavia a introdurre oppor- 
tuni macrostati di un sistema a un grande numero di gradi di libertà, in corrispondenza 
dei quali le osservabili macroscopiche presentano un comportamento obiettivo del tipo 
di quello che si riscontra nell’esperienza diretta. 
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I due punti di vista, quello di Ludwig e quello del gruppo italiano, sembrano por- 
tare in definitiva per i più importanti problemi (teoremi ergodici della meccanica sta- 


tistica, teoria della misura) a risultati equivalenti. 
Ci limiteremo a esporre sommariamente il contenuto concettuale della teoria svi- 


luppata dal gruppo italiano. 
Dato che l’esperienza mostra chiaramente che i macrooggetti presentano proprietà 


macroscopiche aventi un carattere obiettivo, sembra ragionevole ritenere che sia pos- 
sibile dare una descrizione di ciò che avviene durante il processo di misura, senza do- 
ver ammettere, come nell’interpretazione di von Neumann, che la repentina preci- 
pitazione dello stato del sistema macroscopico abbia luogo per il fatto che un essere 
umano viene ad osservarlo e compie su di esso un atto di cognizione. Ma per una sif- 
fatta descrizione è necessario che nessun termine interferenziale del tipo di quelli asso- 
ciati al mescolamento degli stati nella teoria della misurazione di von Neumann, com- 
paia nelle relazioni che descrivono il comportamento dell’apparato stesso immedia- 
tamente dopo la misurazione. La scomparsa di tali termini deve potersi ricondurre 
essenzialmente alla complessità del sistema considerato, alla quale è pure riconducibile 
in ultima analisi anche la validità del teorema ergodico, che assicura a sua volta la ra- 
pida evoluzione del sistema verso uno stato di equilibrio stabile. In altri termini il 
processo di misura di un microoggetto a con un apposito macrooggetto A, deve potersi 
esaurire con l’azione di A, e il risultato registrato da questo deve avere un valore obiet- 
tivo senza che sia necessario per la sua interpretazione dover ricorrere a una catena di 
apparecchi fino ad arrivare agli organi di senso dell’osservatore. È appunto sulla base 
di considerazioni di questo tipo che la scuola berlinese di Ludwig e il gruppo italiano 
sono riusciti a formulare una descrizione del processo di misura che, pur rimanendo 
nell’ambito della teoria quantistica ortodossa, riesce a rendere conto del carattere og- 
gettivistico delle informazioni fornite da un apparato macroscopico. Secondo il punto 
di vista del gruppo italiano il processo di misura si può sostanzialmente descrivere 
nei seguenti termini. 

L’apparecchio di misura è un sistema che possiede una seconda costante macro- 
scopica del moto oltre l’energia; i valori di questa determinano la scomposizione dello 
strato di energia (« energy shell ») in sottovarietà Vo, Vi, ..., V,... che possiamo 
chiamare « canali ». Ogni canale si scompone a sua volta in « celle », corrispondenti ai 
vari possibili stati macroscopici compatibili con i fissati valori dell’energia e della se- 
conda costante del moto. All’interno di ogni canale si ammette che valgano le condizioni 
di ergodicità (quantistiche) e che esista uno stato di equilibrio, cioè uno stato di pro- 
babilità microcanonica molto prossima all’unità, verso cui di conseguenza il sistema 
tenderà rapidamente a portarsi. L'interazione fra il microoggetto a e l’apparecchio A, 
ha per effetto una transizione del vettore di stato di A, da un certo canale iniziale V, 
a un nuovo canale V,, che dipende dal particolare stato, tra quelli di un sistema orto- 
gonale, in cui si trova il microoggetto a; il vettore di stato del macrooggetto che funge 
da apparato di misura subisce poi una modificazione spontanea in modo da coincidere, 
alla fine del processo, con lo stato di equilibrio appartenente al canale V,. 

La consistenza logica di questo punto di vista richiede che siano soddisfatte due 
importanti condizioni. La prima è che si possa stabilire a quale effettiva osservazione 
fisica concreta si debba ricorrere per la determinazione del sistema di funzioni d’onda, 
che individua quella grandezza astratta che è l’operatore hermitiano da associare a una 
osservabile del microoggetto che si esamina. Dal punto di vista del formalismo matema- 
tico questa esigenza può essere soddisfatta o per mezzo di un’opportuna assiomatica 
(Ludwig) o più semplicemente ricorrendo al principio di corrispondenza, dato che 
questo permette di individuare le funzioni d’onda che corrispondono ai macrostati di 
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un'macrooggetto, In un processo di misura si dovranno ritenere assegnate le fun- 
zioni d’onda y e ® del microoggetto a e del macrooggetto A, prima della intera- 
zione. Risolvendo poi l’equazione di Schrédinger per il sistema composto a + A,, 
sarà possibile ricavare la funzione d’onda finale per detto sistema e stabilire quindi le 
modificazioni che l’interazione ha prodotto nello stato macroscopico di A,; si potrà 
allora verificare se, in corrispondenza di una certa classe di funzioni d’onda di a, sono 
soddisfatte o no quelle condizioni che assicurano che il macrooggetto A, possa effet- 
tivamente agire da strumento di misura nel senso precedentemente illustrato. 

La seconda condizione è che, conformemente al carattere oggettivo delle affer- 
mazioni che si possono fare su un macrooggetto, tutte le osservazioni che è possibile 
effettuare su un macrooggetto A, per mezzo di un altro macrooggetto A, siano effet 
tivamente compatibili col carattere macroscopico di A,. Ciò comporta l’impossibilità 
di costruire uno strumento di misura capace di misurare una grandezza tale che gli 
autovettori di questa abbiano proiezioni diverse da zero in due distinte celle. Che i 
corpi macroscopici usati come apparati di misura soddisfino effettivamente a queste 
esigenze è del tutto plausibile, anche se a rigore non si è riusciti a dare di ciò una di- 
mostrazione rigorosa e completa sulla base delle proprietà dell’operatore hamiltoniano 
che nella teoria quantistica descrive l’interazione fra due oggetti. 
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perfetto, 105, 687 
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350, 463 
descrizione di, 470 
Heitler-London, teoria di, 598 
Hermite 
polinomi di, 399 
equazione di, 450 
Hilbert, spazio di, 496 


I 


Iconale, equazione della, 70 


Identiche, particelle, 577, 658, 659 
Idrogeno, atomo di, 311, 421 e segg., 851 
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Invarianti, equazioni, 147 
Tonizzazione, equilibrio termico di, 698 
Ipergeometrica 
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Ipotesi 
della costanza della velocità della luce, 
161 
di Bohr, 312, 313 
di de Broglie, 327 
di Planck, 324 e segg. 
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Stark, effetto, 540, 543 
Statistica 
- classica, 83, 125 
di Boltzmann (quantistica), 665, 673, 674 
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III principio, 119, 684 
statistica, 123, 689 
Termoelettronico, effetto, 700 
Termostato, 669 
Tetracorrente, 225, 226 
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principio di Hamilton, 14 
metodo, 547 
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